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AVERTISSEMENT. 


Les  géomètres  n'ont  pas  oublié  les  utiles  services  qu'a  rendus 
M.  de  Férussac  par  la  publication  de  son  Bulletin  consacré  aux 
différentes  branches  de  la  science.  Établir  un  lien  entre  les 
savants,  faire  connaître  à  ceux  qui  sont  le  plus  isolés  les  prin- 
cipaux travaux  accomplis  dans  les  différentes  parties  du  monde, 
telle  était  la  tâche  que  s'était  proposée  M.  de  Férussac  et  qu'il 
a  remplie  pendant  plusieurs  années  avec  le  plus  grand  succès. 

Nous  nous  proposons  de  reprendre,  sous  les  auspices  du 
Ministère  de  l'Instruction  publique,  et  de  la  Commission  des 
Hautes  Etudes,  la  publication  du  Bulletin  interrompue  au  grand 
regret  des  géomètres.  Nous  nous  rattachons  directement  par 
le  but  et  le  plan  de  notre  publication  au  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques^  et  nous  serions  heiu-eux  si  le  public  mathéma- 
tique voulait  bien  nous  accueillir  avec  la  même  faveur  que  notre 
savant  prédécesseur.  Les  circonstances  nous  ont  paru  d'ailleurs 
très-favorables  à  la  réalisation  de  notre  entreprise.  Au  com- 
mencement de  ce  siècle,  les  Annales  de  M.  Gergonne  étaient 
le  seul  journal  exclusivement  consacré  aux  sciences  mathéma- 
tiques. Depuis,  le  nombre  des  publications  périodiques  s'est 
accru  dans  une  grande  proportion,  et  l'on  peut  compter  aujour- 
d'hui, chez  les  différentes  nations,  plus  d'une  vingtaine  de 
Recueils  consacrés  à  la  publication  des  travaux  et  Mémoires 
mathématiques.  Ces  Recueils  suffisent  pleinement  aux  besoins 
de  la  science  ;  ils  sont  bien  connus  et  en  possession  de  la  faveur 
méritée  des  géomètres.  Aussi,  nous  garderons-nous  bien  de 
leur  faire  une  concurrence  inutile.  Au  lieu  de  publier  des 
Mémoires  originaux  et  inédits,  nous  rendrons  compte  régu- 
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lièrement  ties  travaux  de  toute  nature  publiés  soit  en  France, 
soit  à  l'étranger;  nous  ferons  tous  nos  efforts  pour  tenir  nos 
lecteurs  au  courant  des  progrès  accomplis  soit  dans  l'enseigne- 
ment, soit  dans  la  marche  des  sciences  mathématiques. 

L'utilité  de  notre  œuvre  avait  été  vivement  sentie  par  M.  de 
Férussac.  Voici  comment  il  s'exprime  à  ce  sujet  dans  son 
Avertissement  : 

«  Il  est  une  vérité  incontestal)le,  c'est  qu'en  répandant  partout,  et  plus 
généralement  que  cela  ne  se  fait  aujourd'hui,  la  connaissance  des  divers  tra- 
vaux publiés,  ou  celle  des  faits  observés,  on  multiplie,  d'une  part,  les  chances 
de  débit  pour  les  Ouvrages;  et,  d'un  autre  coté,  cette  connaissance  plus  géné- 
rale des  faits  augmente,  dans  une  progression  indéfinie,  l'impulsion  donnée 
aux  esprits  occupés  des  sciences,  régularise  la  marche  de  leurs  travaux,  évite 
une  foule  d'essais,  de  tâtonnements,  d'écrits  inutiles,  fi'uits  naturels  de  l'iso- 
lement où  sont  en  général  les  savants.  On  peut  présumer  ce  que  produirait 
en  résultats  utiles  le  temps  ordinairement  perdu  par  cette  absence  d'un  lien 
commun  et  d'une  correspondance  active  qui  montrerait,  aux  savants  des  par- 
ties les  plus  reculées,  l'état  de  la  branche  des  sciences  qu'ils  cultivent,  ce 
qu'il  reste  à  faire,  et  le  point  d'où  ils  doivent  partir  s'ils  veulent  lui  faire  faire 
des  progrès.  » 

Le  nouveau  BiiUetin  sera  exclusivement  consacré  aux  Ma- 
thématiques et  à  l'Astronomie.  Il  comprendra  trois  Parties 
principales  :  i°  les  comptes  rendus  de  Livres;  :f  les  analyses  de 
Mémoires;  ^^  les  Communications  de  peu  d'étendue,  et  les  traduc- 
tions de  Mémoires  importants  et  peu  répandus. 

Nous  recevrons  avec  reconnaissance  les  renseignements,  les 
traductions,  notes  historiques,  livres,  brochures  qu'on  voudra 
bien  nou§  adresser,  et  nous  tâcherons  de  mettre  en  œuvre  tous 
les  matéiùaux  réunis  de  manière  à  être  utiles  à  la  fois  aux  au- 
teurs des  iNIémoires,  et  aux  personnes  qui  désirent  simplement 
se  tenir  au  courant  des  progrès  de  la  science. 

G.  DARBOUX. 
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SERRET  (Pall),  Docteur  es  Sciences,  Membre  de  la  Société  philo- 
matliique.  —  Géométuie  de  directiois'.  Application  des  coordonnées 
polyédriques.  Propriété  de  dix  points  de  Vellipsoïde,  de  neuf  points 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  de  huit  points  d'une  cubique 
gauche.  —  In-8,  avec  figures  dans  le  texte,  \\-j2Z  pages ^  1869. 
Paris,  Gauthier- Villars.  Prix  :  10  francs. 

Ce  nouvel  Ouvrage  d'un  auteur  déjà  connu  et  apprécié  contient 
des  propositions  d'xVnalyse  et  de  Géométrie  qui  nous  paraissent  d'une 
véritable  importance;  nous  croyons  qu'il  sera  lu  avec  profit  par 
toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  aux  progrès  de  la  Géométrie 
analytique. 

Les  principes  posés  par  l'auteur  sont  susceptibles  d'applications 
très-variées.  INI.  Serret  a  surtout  développé  celles  qui  concernent  la 
théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  assimilée  par  lui  au  premier  étage 
de  la  Géométrie.  Nous  goûtons  peu,  nous  l'avouons,  ces  comparaisons 
si  détaillées,  dont  la  première  idée  est  due  au  savant  M.  Terquem. 
En  tous  cas ,  elles  ne  nous  paraissent  pas  de  nature,  puisqu'on  nous 
affirme  que  les  étages  inférieurs  ne  sont  pas  construits,  à  encourager 
ceux  qui,  dès  à  présent,  s'occupent  des  parties  les  plus  élevées  de 
rédifice. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  image  hardie,  qui  importe  peu  d'ailleurs 
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à  notre  sujet,  nous  reconnaissons  volontiers  que  l'Ouvrage  de  M.  Serrei 
ajoute  plusieurs  propriétés  nouvelles  à  ce  qu'on  savait  déjà  sur  les 
surfaces  du  second  ordre,  et  nous  allons  essayer  de  donner  à  nos  lec- 
teurs une  idée  dos  principes  fondamentaux  employés  et  de  la  méthode 
suivie  dans  le  cours  de  l'Ouvrage. 

Jusqu'ici  on  ne  connaissait  pas  de  relation  analytique  simple  liant 
six  points  d'une  conique  ou  dix  points  d'une  surface  du  second  ordre; 
du  moins  ces  relations  ne  se  présentaient  pas  sous  une  forme  qui  fût 
appropriée  aux  applications  et  à  la  démonstration  des  théorèmes.  Per- 
sonne, croyons-nous,  n'aurait  songé  à  établir  une  théorie  des  surfaces 
du  second  ordre,  en  partant  de  l'équation  de  la  surface  passant  par  neuf 
points  ou  tangente  à  neuf  plans  c[uelconques.  C'est  pourtant  ce  que 
fait  ]M.  Serret;  mais,  auparavant,  il  remplace  cette  équation  par  une 
relation  tout  à  fait  équivalente,  et  dont  la  forme  se  prête  avec  la  plus 
grande  facilité  aux  applications.  Cette  relation,  intéressante  en  elle- 
même,  une  fois  établie,  le  lecteur  est  conduit  sans  effort  à  la  démons- 
tration des  théorèmes  les  plus  difficiles,  ainsi  qu'à  la  construction  des 
premiers  et  des  plus  importants  problèmes  qu'on  doit  se  proposer  au 
début  d'une  théorie  complète  des  surfaces  du  second  degré.  Quelques- 
uns  de  ces  problèmes  n'avaient  encore  été  traités  par  personne  ;  d'au- 
tres, au  contraire,  ont  fait  l'objet  des  travaux  de  nombreux  géomètres. 
]M.  Scrret  emploie  pour  les  résoudre  une  méthode  uniforme  dont  l'ori- 
gine est  dans  le  principe  fondamental  posé  presque  au  début  de  l'Ou- 
vrage, et  dont  nous  allons  essayer  de  donner  une  idée  à  nos  lecteurs. 

Commençons  par  le  cas  le  plus  simple,  celui  de  la  ligne  droite.  On 
sait  que  l'équation  de  la  ligne  droite  passant  par  deux  points  ou,  s 
l'on  veut,  la  relation  entre  trois  points  d'une  ligne  droite,  s'obtient  en 
égalant  à  zéro  le  déterminant 

i     a:    y 

I     X,  jj    i 

Mais  il  y  a  une  proposition  très-simple  de  Géométrie  qui  tient  lieu 
de  cette  équation  :  «  Si  trois  points  sont  en  ligne  droite,  l'un  d'eux 
peut  toujours  être  considéré  comme  le  centre  des  moyennes  distances 
du  système  formé  par  les  deux  autres,  pourvu  qu'on  attribue  à  ces 
derniers  points  des  masses  quelconques.  ))  11  suit  de  là  que,  si  l'on 
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désigne  par  P,  Pj ,  Pj  les  distances  des  trois  points  à  un  axe  arLitrai- 
remeut  choisi,  on  a,  entre  ces  distances,  la  relation 

où  /,  X, ,  li  sont  des  paramètres  fixes  atlbctcs  à  chaque  point.  En 
d'autres  termes  : 

Pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite,  il  faut  qu'il  y  ail  toujours 
une  même  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  de  ces  trois 
points  à  une  droite  quelconque. 

On  connaît  toute  l'importance  de  cette  proposition  dans  la  tliéorie 
de  la  ligne  droite;  elle  écpiivaut,  en  cfiet,  on  s'en  assure  aiscjucnt,  à 
l'équation  même  de  la  ligne  di'oite,  et  peut  la  remplacer  dans  tous 
les  cas. 

C'est  cette  proposition  si  utile  que  M.  Serret  a  étendue  aux  courhes 
et  aux  surfaces  de  degré  supérieur,  \oici,  par  exemple,  le  théorème 
pour  le  cas  de*  sections  coniques  : 

Pour  que  six  points  i,  2,...,  6  soient  sur  une  conique,  il  faut 
quon  puisse  choisir  six  coefficients  ?ii , . . . ,  J.g  tels,  quen  désignant  par 
Pj , . . . ,  Pc  les  distances  de  ces  points  à  une  droite  quelconque,  on  ait  la 
relation 

Les  paramètres  X,  bien  entendu,  ne  dépendent  en  aucune  manière  de 
la  position  de  l'axe.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  considère  le  point  (  i) 
comme  ayant  une  masse  positive  ou  négative  ?.,,  l'équation  cxpiime 
que  le  moment  d'inertie  du  sj'stème  des  six  points  par  rappoit  à  une 
droite  est  toujours  nul,  quelle  que  soit  la  position  de  cette  droite. 

M.  Serret  regarde  la  proposition  comme  nouvelle.  En  réalité,  elle 
a  déjà  été  donnée  par  I\I.  Hessc  dans  un  opuscule  intitulé  :  Vier  Vor- 
lesungen...  (Quatre  leçons  de  Géométrie  analytique...)  (*).  Dans 
ce  petit  Ouvrage,  que  nous  recommandons  à  l'attention  des  savants 
français,  M.  Hesse  donne,  en  effet,  le  théorème  de  M.  Serret  avec 


(  "  )  f^ier  Forlesungen  aus  der  ana]ytiichen  Géométrie  von  D'  Otto  Hesse.  (  Extrait  du 
Zeitschrift  filr  Mathematik  und  Vhysik;  1866.  Teubner,  Leipzig.) 

2. 


12  BULLETIN  DES  SCIENCES 

(Tuclqucs  autres  systèmes  de  formules  dont  il  déduit  d'une  manière 
tout  à  fait  neuve  le  théorème  de  Pascal.  On  trouvera  plus  loin  cette 
démonstration,  que  nous  avons  pris  la  liberté  de  traduire,  en  y 
faisant  quelques  cliangements. 

Mais  cette  proposition  arrive  incidemment  dans  l'Ouvrage  de  l'au- 
teur allemand;  elle  forme,  au  contraire,  la  base  même  de  l'Ouvrage 
de  M.  Serrct.  ÏVous  n'avons  pas  trouvé  d'ailleurs,  dans  l'excellente 
Géométrie  analytique  à  troia  dimensions  de  M.  Hesse,  les  lelations  ana- 
logues pour  les  surfaces  du  second  degré  et  leurs  courbes  d'intersec- 
tion. Ces  relations,  qu'on  trouve  dans  l'Ouvrage  de  M.  Serret,  sont  les 
suivantes  : 

Pour  que  dix  points  soient  sur  une  surface  du  second  ordre,  il  faut 
et  il  suffit  qiiil  y  ait  entre  leurs  distances  à  un  plan  quelconque  P  une 
relation  de  la  forme 


De  môme. 
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Pour  que  neuf  points  soient  sur  une  courbe  qauche  du  quatrième  ordre, 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  entre  leurs  di>itances  à  un  plan  quelconque 
une  relation  de  la  forme 

etc.,  etc.  . .  . 

Les  propositions  précédentes  conduisent,  entre  les  mains  de 
M.  Serret,  à  des  applications  aussi  nombreuses  que  variées.  Nous 
donnerons  l'un  des  exemples  les  plus  simples. 

Considérons  une  conique  et  deux  triangles  conjugués  à  cette 
conique.  Soient 

P,  =  o,     V,  =  o,     P3  =  o 

les  équations  tangentielles  des  sommets  du  premier  triangle  conju- 
gué. On  sait  que  l'équation  langentielle  de  la  conique  prend  la 
forme  simple 

De  même,  soient 

P<— o,     P5  =  o,     Pe=o 
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les  équations  des  sommets  du  second  triangle  conjugué.  On  aura 
une  deuxième  équation  de  la  conique 

Ces  deux  équations  ne  doivent  différer  que  par  un  facteur  constant  -, 
à  cause  de  l'indétermination  des  coefficients  X,  on  peut  supposer  que 
leur  somme  soit  identiquement  vcriliée.  On  a  donc  l'identité 

C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  six  points  soient 
sur  une  conique.  On  obtient  donc  ce  beau  théorème  dû  au  géomètre 
allemand  que  nous  avons  déjà  cité  : 

Les  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont  six  points 
d'une  même  conique. 

La  réciproque  do  ce  théorème  et  les  propositions  analogues  pom- 
l'espace  ne  se  démontrent  pas  avec  une  moindre  facilité. 

L'exemple  précédent  siiUira,  croyons-nous,  pour  faire  comprendre 
à  nos  lecteurs  la  marche  habituellement  suivie  par  l'auteur.  Ne  pou- 
vant donner  qu'une  idée  nécessairement  imparfaite  des  nonJjreuses 
questions  traitées  par  >L  Scrrct,  nous  parlerons  surtout  de  la 
partie  la  plus  importante  de  l'Ouvrage,  celle  sur  laquelle  l'auteur 
appelle  rattciilion  des  géomètres  dans  sa  Préface,  c'est-à-dire  de  la 
construction  des  surfaces  du  second  degré  et  de  leurs  courbes  d'inter- 
section, quand  ou  donne  un  nomljre  suffisant  de  points  pour  les 
déterminer. 

On  sait  qiu^  les  problèmes  analogues  pour  les  coniques  se  résolvent 
par  l'emploi  de  théorèmes  généraux  comme  le  théorème  de  Pascal, 
celui  de  Desargues,  celui  de  M.  Chaslcs,  etc.  Ces  théorèmes  éta- 
blissent tous  une  relation  entre  six  points  d'une  conique  et  peuvent, 
par  const^quent,  tenir  lieu  de  l'équation  de  la  courbe.  On  ne  connaît 
pas,  malheureusement,  de  théorème  analogue  pour  les  surfaces  du 
second  degré.  M.  Serret  s'est  proposé  d'étendre  à  l'espace  l'une  des 
proportions  fondamentales  de  la  théorie  des  coniques,  le  théoi-ème 
de  Desargues,  et  nous  croyons  qu'il  a  atteint,  au  moins  en  grande 
pallie,  le  but  qu'on  doit  se  proposer  dans  la  généralisation  de  ces 
théorèmes. 

S'il  s'agissait  de  trouver  simplement  pour  les  surfaces  du  second 
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ordre  une  propriété  analogue  à  celle  qui,  pour  les  coniques,  est 
exprimée  par  le  théorème  de  Desargues,  on  pourrait  dire  que  le 
problème  est  résolu  depuis  longtemps.  Sturm,  en  efîét,  dans  un 
beau  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  Gergonne,  t.  XVII ,  p.  i8o,  a 
généralisé  le  théorème  de  Desargues  et  a  montré  que  toutes  les 
coniques  passant  par  quatre  points  déterminent  sur  une  droite  des 
segments  en  involution.  Cette  proposition  s'étend  d'elle-même  aux 
surfaces  ayant  ime  courbe  commune  d'intersection.  Mais,  dans  l'es- 
pace, le  théorème  perd,  au  moins  en  apparence,  son  utilité;  il  ne 
conduit  pas  à  une  construction  de  la  surface  passant  par  neuf  points, 
comme  le  tliéorème  plan  à  la  construction  de  la  conique  déterminée 
par  cinq  points.  M.  Serret  obtient  des  généralisations  différentes  et 
plus  utiles.  Nos  lecteurs  pourront  en  juger  en  comparant  les  deux 
théorèmes  correspondants  que  nous  plaçons  à  côté  l'un  de  l'autre  : 


Une  corde  .rj  et  un  quaJrilalèro 
aba'b'  étant  inscrits  à  une  conique,  les 
extrémités  de  cette  corde  et  ses  traces 
sur  les  côtés  opposés  du  quadrilatère 
forment  trois  couples  de  points  conju- 
gués par  rapport  à  une  ellipse  infiniment 
aplati(!  qui  se  réduit  à  un  système  de 
deux  points  situés  sur  la  corde  donnée. 
(Desaugues.) 


Un  quadrilatère  plan  et  un  octaèdre 
nbcda' // r'd'  él^nt  inscrits  à  une  surface 
du  second  ordre,  les  deux  couples  de 
côtés  opposés  de  ce  quadrilatère,  les 
traces  de  son  plan  sur  les  faces  opposées 
de  l'octaèdre  font  six  couples  de  droites 
conjuguées  par  rapport  à  un  même 
ellipsoïde  infiniment  aplati  qui  se  réduit 
à  une  conique  située  dans  le  plan  du 
quadrilatère.  (  Paul  Seuret.) 


De  même  pour  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  : 


Un  quadrangle  inscrit  à  une  conique 
et  le  système  de  deux  points  formé  des 
traces  de  la  courbe  sur  une  droite  quel- 
conque sont  l'un  et  l'autre  conjugués  à 
une  même  ellipse  infiniment  apUitie  ré- 
duite à  un  système  de  deux  points  situés 
sur  la  droite  considérée. 

(Desargues.) 


Un  pentagone  inscrit  à  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  et  le  qua- 
drangle ayant  pour  sommets  les  traces 
de  la  courbe  sur  un  plan  quelconque,  sont 
l'un  et  l'autre  conjugués  (*)  à  un  même 
ellipsoïde  infiniment  aphiti,  réduità  une 
conique  située  dans  le  plan  considéré. 
(Paul  Seuret.) 


La  ressemblance  entre  les  propositions  anciennement  connues  pour 
le  plan,  et  les  propositions  nouvelles  pour  les  surfaces  est  rendue 
évidente  par  les  comparaisons  précédentes.  Mais,  cette  fois,  l'analogie 


(*)  I\l.  Serret  dil  qu'un  iicnlagone  est  conjugué  jiar  rapiiort  à  un  flli])soule,  nuand  le 
plan  polairp  de  chaque  summet  ihi  iiontapoiie  passe  par  le  roté  opposé. 
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qui  existe  déjà  dans  les  démonstrations  des  deux  théorèmes  subsiste 
encore  dans  leurs  applications.  M.  Serret  montre ,  en  ellet,  que  ses 
tliéorèmes  conduisent  à  une  construction  de  la  surface  du  second  ordre 
déterminée  par  neuf  points,  de  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
déterminée  par  huit  points,  et  ont,  par  conséquent,  la  même  utilité 
que  le  théorème  de  Desargues  pour  les  coniques. 

11  subsiste  pourtant  une  diflérencc  que  nous  devons  signaler  entre 
ces  propositions  correspondantes.  Le  théorème  de  Desargues  établit 
une  relation  entre  six  points  quelconques  d'une  conique  ;  la  propo- 
sition de  M.  Serret  ne  donne  la  relation  géoiuétricjue  entre  dix  points 
de  la  surface  que  si  quatre  d'entre  eux  sont  dans  un  même  plan.  Peut- 
être  cette  légère  restriction  tient-elle  à  la  nature  de  la  question-,  en 
tous  cas,  les  théorèmes  nouveaux  ont  le  degré  de  généralité  nécessaire 
pour  les  applications  que  l'auteur  avait  en  vue. 

M.  Serret  n'a  pas  négligé  l'étude  d'un  problème  célèbre  dans  la 
théorie  des  surfaces  de  second  ordre.  On  sait  que  toutes  les  sur- 
faces passant  par  sept  points  vont  généralement  passer  par  un  huitième 
point.  On  doit  donc  se  proposer  de  construire  avec  la  règle  ce  huitième 
point  quand  on  connaît  les  sept  premiers.  Ce  problème,  qu'on  appelle 
quelquefois  construction  du  huitième  point,  a  été  traité  par  M.  Hesse, 
qui  en  a  donné  une  très-belle  solution  (*).  L'auteur  examine  soi- 
gneusement la  construction  de  M.  Hesse,  il  indique  un  cas  dans 
lequel  elle  tombe  en  défaut  sans  que  le  problème  soit  réellement  in- 
déterminé^ enfin  il  donne  des  solutions  nouvelles  et  fort  simples,  dé- 
duites d'un  principe  uniforme. 

Il  nous  resterait  à  signaler  plusieurs  belles  propriétés  des  sphères 
et  des  polyèdres  rencontrées  par  l'auteur  dans  ses  consciencieuses 
études.  JNe  pouvant  tout  citer,  nous  indiquerons  les  deux  suivantes 
comme  étant  des  plus  simples  et  des  plus  élégantes  : 

Pour  que  les  milieux  des  diagonales  d'un  octaèdre  soient  dans  un 
même  plan,  il  faut  et  il  suf/il  que  ses  six  plans  soient  parallèles  à  six 
plans  tangents  d'un  cône  de  second  ordre; 

Tout  ellipsoïde  (**j  qui  divise  harmoniquement  quatre  des  diagonales 
d'un  quadrilatère  complet  divise  harmoniquement  les  six  autres. 

(")  Voir  Journal  de  Crellc,  t.  XXVI. 

(**)  M.  Serret  appelle,  pour  abréger,  cllt'fsoïde  ioutc  surface  à  centre  du  second  degré. 
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Nous  bornerons  là  l'examen  de  cet  Ouvrage,  qui  se  recommande 
aux  géomètres  par  le  nom  de  l'auteur  et  l'importance  des  résultats 
obtenus.  Le  Livre  deM.  PaulSerret  introduit  en  Géométrie  analytique 
un  principe  nouveau  et  fécond;  il  sera  consulté  par  toutes  les  per- 
sonnes qui  voudront  se  tenir  au  courant  des  progrès  récents  de  la 
Géométrie  des  surfaces  du  second  ordre. 

L'auteur  a  placé  au  commencement  une  Préface  écrite  avec  beau- 
coup de  verve. Cette  Pi'éfacc  soulève  bien  des  questions  délicates;  elle 
contient  plus  d'une  assertion  à  laquelle  nous  ne  voudrions  pas  nous 
associer.  M.  Seri^et  nous  pardonnera  de  faire  quelques  réserves  sans 
entrer  dans  un  examen  approfondi  que  ne  comporte  pas  le  plan  de 
cette  publication. 

G.  D. 


CASORATI  (Dott.  Fclice),  prof,  di  Calcolo  diflferenziale  ed  intégrale 
nella  R.  Università  di  Pavia.  —  Teorica  delle  fikzioim  m  varia- 
BiLi  coMPLEssE.  Volumc  primo.  —  Grand  in-8;  1868.  Pavia,  tipo- 
grafia  dei  Fratelli  Fusi.  Prix  :  10  francs. 

L'Ouvrage  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  doit  compter, 
sans  contredit,  parmi  les  plus  importantes  productions  scientifiques 
de  ces  dernières  années.  Son  but  est  Texposition  complète  de  cette 
branche  de  l'Analyse  que  Caucliy  a  fondée,  et  dont  Piiemann  a  été  le 
second  créateur.  , 

Les  découvertes  de  Caucliy  ont  trouvé  dans  notre  pays  de  lumineux 
interprètes  et  doivent  aux  géomètres  français  d'importantes  addi- 
tions. Mais  jusqu'ici  la  doctrine  de  Riemann  ne  nous  était  guère 
connue  que  par  les  Ouvrages  de  ses  disciples,  écrits  presque  tous 
dans  une  langue  dont  l'étude  est  mallieureusement  trop  sacrifiée  cliez 
nous  aux  prétendues  exigences  littéraires  de  l'esprit  français.  Aussi 
devons-nous  nous  rc'jouir  de  la  publication  d'un  livre  dont  la  langue 
est  facilement  intelligible  à  tout  Français  un  peu  lettré,  et  composé, 
en  outre,  avec  un  remarquable  talent  par  un  géomètre  (jui,  tout  jeune 
encore,  a  su  déjà  si  bien  se  rendre  maître  du  vaste  ensemble  des 
théories  qui  gravitent  autour  de  son  sujet  principal. 

Le  premier  volume,  le  seul  qui  ait  paru  jusqu'à  ce  jour,  se  com- 
pose de  deux  Parties  principales,  dont  la  première,  sous  le  titre  d'In- 
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troduction,  contient  un  aperçu  historique  du  développement  de  la 
théorie  des  quantités  complexes.  Cet  aperçu,  qui  formerait  à  lui  seul 
un  excellent  Mémoire,  est  un  résumé  substantiel  et  méthodique  des 
plus  grandes  découvertes  de  l'Analyse  moderne,  où  la  part  de  chaque 
géomètre  est  indiquée  et  appréciée  avec  autant  de  clarté  que  de  pro- 
fondeur. Les  cent  quarante-trois  pages  que  l'auteur  a  consacrées  à 
cet  objet  seront  un  précieux  secours  pour  tous  ceux  qui  voudront  se 
mettre  au  courant  des  hautes  théories  analytiques,  et  qui,  privés  de 
ce  fil  conducteur,  ne  sauraient  comment  s'orienter  au  milieu  de  tant 
de  travaux,  différents  par  l'esprit  comme  par  la  forme,  et  dont  rien 
ne  leur  indique  d'avance  la  dépendance  mutuelle,  non  plus  que 
l'ordre  dans  lequel  il  convient  de  les  étudier. 

Cette  Introduction  est  divisée  en  deux  Chapitres,  dont  le  premier 
contient  l'histoire  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes, 
une  des  plus  importantes  applications  des  quantités  complexes,  dans 
laquelle  l'emploi  de  ces  quantités  a  été  la  condition  nécessaire  des 
découvertes  d'Abcl  et  de  Jacobi.  M.  Casorati  trace  le  tableau  des 
progrès  successifs  de  cette  branche  de  l'Analyse,  depuis  les  travaux 
de  Fagnani  et  d'Eider,  jusqu'à  ceux  de  Caylcy,  d'Eisenstein,  d'Her- 
mite,  de  Weierstrass. 

Le  second  Chapitre  traite  plus  particulièrement  des  variables  com- 
plexes et  des  fonctions  de  ces  varialdcs.  L'auteur  commence  natu- 
rellement par  l'exposé  des  travaux  de  Caucliy  sur  ce  sujet;  il  établit 
nettement  et  avec  impartialité  la  part  qui  revient  à  ce  grand  analyste 
dans  des  découvertes  dont  quelques  auteurs  allemands  semlalent  par- 
fois trop  disposés  à  attribuer  tout  l'honneur  à  leurs  compatriotes. 

Citons,  à  ce  propos,  quelques  pages  de  la  remarquable  étude  que 
M.  Beltrami  a  consacrée  au  Livre  de  M.  Casorati,  dans  le  Giornale  di 
Malematiche  de  JNaplcs,  t.  VII,  1869,  p.  36  et  suiv.  Ces  pages  nous 
paraissent  éminemment  propres  à  faire  saisir  les  points  de  contact 
entre  l'œuvre  de  Cauchy  et  celle  de  Riemami,  et  à  montrer  ce  que  le 
second  doit  au  premier  : 

«  Un  de  ces  points  de  contact  se  présente  dès  les  premiers  pas  que 
l'on  fait  dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  savoir  :  dans  la  con- 
ception même  de  la  fonction.  Déjà  Cauchy  avait  reconnu  qu'il  con- 
vient de  faire  abstraction  de  toute  supposition,  explicite  ou  implicite, 
de  l'existence  d'une  formule  analytique  de  nature  quelconque,  et  de 
ne  considérer  que  la  dépendance  qui  doit  avoir  lieu  entre  la  valeiu" 
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de  la  variable  et  celle  de  la  fonction.  Mais,  dans  le  passage  de  la  varia- 
bilité réelle  à  la  variabilité  complexe,  Caucliy  avait  donné  à  ce  prin- 
cipe une  extension  trop  grande,  ce  qui  l'avait  conduit  à  distinguer 
par  une  appellation  spéciale  (monogènes)  les  fonctions  auxquelles 
Riemann,  mieux  inspiré,  a  cru  devoir  réserver  exclusivement  la 
dénomination  de  fonctions  (d'une  variable  complexe).  Ce  point  est 
très-clairement  exposé  par  M.  Casorati  dans  son  préambule  liisto- 
rique,  ainsi  que  dans  les  premiers  Cliapitres  de  la  deuxième  Section. . . 

))  Quant  à  la  définition  d'une  fonction  au  moyen  de  propriétés 
caractéristiques  suffisantes,  ce  sujet  n'est  pas  encore  traité  dans  le 
volume  publié,  bien  que  l'auteur  laisse  entrevoir  à  plusieurs  reprises 
dans  ['Introduction  (p.  i34-i36,  par  exemple)  toute  l'importance  de 
ce  nouveau  point  de  vue ,  qui ,  employé  primitivement  dans  les 
méthodes  de  la  Physique  mathématique,  et  introduit  ensuite  avec 
beaucoup  d'avantages  dans  l'Analyse  pure,  semble  se  rapproclier  sin- 
gulièrement de  celui  delà  Géométrie  moderne,  suivant  lequel  les  pro- 
priétés des  figures  s'établissent  comme  conséquences  de  quelques  don- 
nées caractéristiques,  sans  faire  aucun  usage  des  équations  analytiques. 

»  Parmi  les  nondneux  mérites  qui  appartiennent  à  Cauchy  en  ce 
qui  touche  au  perfectionnement  général  de  la  science,  on  doit  mettre 
en  première  ligne  celui  d'avoir  constamment  soutenu,  dès  le  com- 
mencement de  sa  carrière  scientifique,  la  nécessité  de  bien  délimiter 
l'étendue  et  la  signification  de  tout  synJjole  que  l'on  veut  introduire 
et  employer  dans  l'Analyse.  En  revenant  sans  cesse  sur  la  discussion 
des  meilleures  règles  à  suivre  pour  parvenir  à  ce  but,  règles  qu'il  a 
successivement  modifiées  sans  jamais  aboutir  j\  leur  donner  luie  forme 
définitive,  il  a  montré  clairement  que,  si  l'on  n'était  par  encore  entré 
dans  la  seule  voie  qui  conduit  sûrement  au  but,  la  nécessité  d'at- 
teindre ce  but  ne  lui  en  paraissait  pas  moins  absolue.  Et  en  cela  il 
était  dans  le  vrai.  Seulement  Cauchy,  entraîné,  comme  cela  se  voit  si 
souvent,  au  delà  des  justes  bornes  par  son  ardeur  à  réagir  contre 
l'abus  du  symbole,  a  péché  par  l'excès  contraire,  en  établissant  plus 
d'une  fois  ses  définitions  de  façon  à  interrompre  arbitrairement  la 
continuité  des  variables,  et  à  perdre  ainsi  de  vue  le  guide  infaillible 
qui  aurait  diï  le  diriger. 

))  Malgré  l'imperfection  des  résultats,  l'idée  première  est  tellement 
vraie,  et  les  considérations  qu'il  a  développées  en  plusieurs  endroits 
sont  si  justes,  que  plus  d'un  lecteur  du  tome  IV  des  Exercices  d'Ana- 
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lyxe  et  de  Physique  mathématique  a  dû* trouver  de  lui-même  la  véri- 
table voie  qui  mèue  à  la  solution  de  la  diOicultc 

»  La  première  Section  de  l'Ouvrage  de  ÎM.  Casorati  est,  en  grande 
partie,  consacrée  à  l'exacte  détermination  du  sens  qu'il  faut  attacher 
aux  fonctions  simples  d'une  variable  complexe,  et  les  exemples  qu'il 
a  clioisis  nous  scnddeut  ou  ne  peut  mieux  appropriés  à  ce  but,  sous 
le  double  rapport  de  la  continuité  et  de  la  conservation  des  propriétés 
caractéristiques. 

»  Les  restrictions  qui,  comme  nous  le  disions  tout  à  l'heure,  ont 
été  imposées  mal  à  propos  par  Cauchy  à  la  continuité  de  la  variable 
complexe  qui  entre  dans  une  fonction  donnée,  proviennent  surtout 
de  ce  qu'il  prétendait  séparer  les  diverses  séries  d(;  valeurs  dont, est 
susceptible  une  fonction  à  plusieurs  déterminations,  et  considérer 
chacune  d'elles  comme  une  fonction  séparée.  De  cette  manière,  en 
supposant  les  valeurs  de  la  fonction  placées  sur  les  valeurs  correspon- 
dantes de  la  variable  (ce  que  toutefois  Cauchy  n'avait  pas  coutume 
de  faire),  le  champ  des  valeurs  de  la  fonction  devenait  simple,  mais 
contenait  inévitablement  des  lignes  de  discontinuité.  Riemann ,  le 
premier,  a  remarqué  que,  en  concevant  les  divers  champs  coriespon- 
dants  de  cette  manière  aux  diverses  séiies  de  valeurs  de  la  fonction, 
chacun  d'eux  présentait  bien  de  telles  lignes  de  discontinuité  ^  mais 
que  chacun  de  ces  champs  devait  nécessairement  se  raccorder  en  for- 
mant la  continuité  avec  un  autre  le  long  d'une  de  ces  lignes,  et  que 
Ton  pouvait  ainsi  obtenir  un  champ  entièrement  continu,  composé 
de  plusieurs  couches  superposées  et  connexes,  et  comprenant  la  tota- 
lité des  valeurs  de  la  fonction.  Cette  remarque  a  été,  sans  doute,  un 
trait  de  génie  ;  mais  nous  ne  porterons  pas  atteinte  à  la  sagacité  de 
l'illustre  novateur,  en  affirmant  que  son  aduiirable  invention  ne  pou- 
vait plus  se  faire  longtemps  attendre,  du  jour  où  l'on  commencerait  à 
pénétrer  au  fond  des  idées  de  Cauchy.  Ce  qui  frappe  le  plus,  en  ellct, 
dans  cette  découverte,  ce  n'est  pas  tant  la  conception  primitive  que 
la  sûreté  avec  laquelle  Riemann  s'en  rend  maitrc,  et  en  dévoile,  du 
premier  coup,  la  puissance  et  la  fécondité,  par  la  construction  de 
l'édifice  colossal  et  majestueux  que  quelques  instants  lui  ont  suffi 
pour  élever.  » 

Indiquons  maintenant  rapidement  le  contenu  des  divers  Chapitres 
de  la  seconde  Partie  du  volume,  où  l'auteur  entre  dans  l'exposition 
de  la  théoiùe. 
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Cette  Partie  est  divisée  en  quatre  Sections ,  comprenant  chacune 
plusieurs  Chapitres. 

SECTION  I.  Opérations  arithmétiques  et  formules  simples  corres- 
pondantes. 

Chapitre  I.  Opérations  arithmétiques.  Extension  de  Vidée  de  nombre, 
et,  par  suite  aussi,  des  opérations.  Continuité. 

Chapitre  II.  Représentation  géométrique  des  nombres,  et  constructions 
correspondantes  aux  opérations  arithmétiques.  —  L'auteur  y  donne 
une  démonstration  très-précise  et  très-complète  du  célèbre  théorème 
de  Jacobi,  sur  l'imjDOssibilité  de  l'existence  d'une  fonction  mouodrome 
d'une  seule  variable,  ayant  plus  de  deux  périodes.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  une  exposition  delà  représentation  sur  la  sphère  des  valeurs 
d'une  variable  complexe,  suivant  la  méthode  indiquée  par  Riemann, 
dans  ses  leçons  orales,  et  publiée  par  Neumann  (Vorlesungen  iiber 
Riemanns  Théorie  der  AbeVschen  Intégrale). 

Chapitre  IIL   Conventions  particulières  pour  e'etlz. 

SECTION  II.  Idée  de  fonction  et  distinctions  fondamentales  qui  s'y 
rapportent. 

Chapitre  I.  Fonctions  réelles  d^une  tariahlc  réelle.  —  L'auteur  v 
traite  avec  détail  des  diverses  espèces  de  discontinuité,  qui  avaient 
déjà  été  distinguées  par  M.  Neumann  (*).  Seulement,  M.  Casorati  ne 
classe  pas  parmi  les  discontinuités  les  valeurs  infinies  que  M.  Neu- 
mann désigne  sous  le  nom' de  discontinuités  polaires.,  les  valeurs  réci- 
proques de  la  fonction  étant  continues,  et  les  infinis  pouvant  dispa- 
raître au  moyen  d'une  transformation  homographique  analogue  à  celle 
qui  changerait  toutes  les  sections  coniques  en  ellipses. 

Chapitre  II.  Fonctions  réelles  de  plusieurs  variables  réelles. 

Chapitre  III.   Fonctions  complexes  de  variables  réelles. 

Chapitre  IV.  Fonctions  d^une  variable  complexe.  —  Une  fonction 
de  ;:  =  ^  -f-  yi  est  une  fonction  dont  la  valeur  ne  dépend  que  de  celle 
du  binôme  x  -+-  yi.,  et  qui  ne  changerait  pas  si  l'on  rein])larait  les  va- 


(*)  J oyez  aussi  Natam,  Die  h'ôhere  Analysis,  besondcrs  ahgcdruckt  aus  dem  Maiema- 
tischen  JVorterbuche,  p.  1^62. 
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leurs  réelles  de  x  et  de  î/ par  des  valeurs  complexes  quelconques,- 
])ourvu  que  le  Ijinùiue  x  -{-yi  restât  invariable.  Une  telle  fonction  w 
a  une  dérivée  déterminée  par  rapport  à  z.  Elle  satisfait  à  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

dw 1  c/iv 

dx  ^^  i  dr  ' 

et  si  l'on  pose  w=:  u  -+-  W,  u  et  i^  étant  réels,  cliacune  de  ces  dernières 
quantités  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

d-r>i  d-M 

—, 1 i —  =0, 

dx^       dr^ 

Celte  question  est  traitée  avec  beaucoup  de  détails  ])articulicrs  à 
l'auteur,  et  qui  jettent  un  grand  jour  sur  cette  question  délicate. 

Chapitre  V.  Intcrprélalions  (jéométriques  de  la  condition  renfermée 
dans  Vidée  de  fonction  d'une  variable  entièrement  indépendante.  Re- 
cherches géométriques  relatives  à  certaines  fonctions  particulières.  — 
Après  avoir  exposé  l'interprétation  géométrique  des  conditions 

du  dv        du dv 

dx       dy       dy  dx  ' 

telle  qu'on  la  retrouve  tlans  l'Ouvrage  de  INDl.  Briot  et  Bouquet  (*), 
l'auteur  s'occupe  de  celle  qui  a  été  donnée  par  Gauss,  et  qui  consiste 
en  ce  que  les  réseaux  infinitésimaux  qui  représentent  les  valeurs 
correspondantes  de  la  variable  et  de  la  fonction  sont  composés  d'élé- 
ments semblables  chacun  à  cliacun.  Discussion  de  la  représentation 
des  fondions  z-,  z"^  e%  sin^,  sin  am^  et  de  leurs  fonctions  inverses. 

SECTION  III.  Revue  des  expressions  analytiques. 

Chapitre  I.  Classification .  —  Distinction  des  fonctions  en  algé- 
briques et  transcendantes,  nionodromes  et  polydromes,  etc. 

Chapitre  IL  Séries.  —  Influence  de  l'ordre  des  termes  d'une  série . 
Opérations  rationnelles  sur  les  séries-,  diiïérentialion,  intégration. 
Séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  va- 

(")  Théorie  des  Fonctions  doublement  périodiques  et  en  particulier  -des  Fonctions 
elliptiques,  p.  8.  In-8;  1809.  Librairie  Gaulhier-Villras  {rare). 
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rial)le^  cercle  de  convergence.  Séries  contenant  des  puissances  néga- 
tives. Séries  simples  ou  doubles,  à  périodicité  simple  ou  double. 
Influence  du  groupement  des  termes  d'une  série  double.  Etude  des 
séries  0,  simples  ou  multiples.  Cette  étude,  fondée  sur  une  application 
de  la  série  de  Fourier,  et  présentée  par  l'auteur  avec  une  remar- 
quable simplicité,  semble  destinée  à  entrer,  tôt  ou  tard,  dans  les 
Traités  d'Algèbre,  à  la  suite  de  la  tliéorie  des  fonctions  exponentielles 
et  circulaires. 

Chapitre  III.  Produits  infinis.  —  La  théorie  de  ces  produits,  tant 
simples  que  multiples,  est  traitée  d'une  manière  analogue  à  la  théorie 
des  séries  infinies. 

Chapitf.e  IV.  Intégrales.  —  Ce  Chapitre  renferme  l'exposé  des  dé- 
couvertes capitales  de  Caucliy.  L'auteur  développe  avec  beaucoup  de 
soin  l'idée  d'intégration  le  long  d'un  contour  donné .  Le  théorème 
fondamental  relatif  à  l'intégration  d'une  différentielle  exacte 

H  dx  +  vdf 

le  long  d'un  contour  fermé  est  démontré  de  deux  manières  différentes  : 
d'abord  par  la  méthode  de  Cauchy,  reproduite  par  les  auteurs  français  5 
puis  par  la  méthode  de  Piiemann,  fondée  sur  des  considérations  ana- 
logues à  celles  que  Gauss  avait  employées  dans  son  Mémoire  sur  l'at- 
traction  des   ellipsoïdes.   Examen  des   intégrales   des  fonctions —? 


_y)n+. 


SECTION  IV.  Analvse  des  manières  dont  les  fonctions  peuvent  se 
comporter,  dans  riivpothèsc  de  la  monodromie,  autour  des  diverses 
valeurs  de  la  variable. 

Chapitre  I.  Comment  une  fonction  se  comporte  autour  d'une  valeur 
de  la  variable  pour  laquelle  elle  est  monodrome,  continue  et  finie.  — 
Démonstration  de  la  formule  de  Cauchy 


Théorème  de  Cauchy  sur  le  développement  d'une  fonction  mono- 
drome, continue  et  finie  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
d(î  ;:  —  y.  Conséquences.  Indices  d'ordre  des  zéros. 
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Chapitre  IL  Comment  une  fonction  se  comporte  autour  d 'une  valeur 
de  la  variable  pour  laquelle  elle  est  monodro.me,  continue  et  infinie  (dans 
le  sens  indiqué  au  Chapitre  I  de  la  Section  II) .  —Détermination  d  une 
fonction  rationnelle,  infinie  de  la  même  manière  que  la  fonction  pro- 
posée. Indices  d'ordre  des  iniinis.  Expression  de  l'indice  d'un  point 

au  moyen  de  l'intégrale  —^.  j  dlw. 

Chapitre  III.  Comment  une  fonction  se  comporte  autour  d'une  va- 
leur de  la  variable  pour  laquelle,  isolément,  elle  est  discontinue.  —  Théo- 
rème de  Laurent.  Propriétés  des  fonctions  fondées  sur  la  distinction 
des  discontinuités  en  séparées  et  non  séparées  des  infinis. 

Chapitre  IV.  Examen  des  manières  dont  une  fonction  peut  se  com- 
porter pour  la  valeur 'x>  delà  variable,  en  supposant  qu'autour  de  cette 
valeur  elle  doive  être  monodrome  et  continue.  —  L'auteur  emploie  la 
représentation  sur  la  sphère  de  Riemann,  considérée  comme  résultant 
de  la  déformation  du  plan.  Il  introduit  le  plan  antipode,  dont  l'idée 
(>st  due  à  ]M.  jN^eumanu,  et  qui  correspond  au  changement  de  la  va- 
riable 5  en  -  • 

Chapitre  V.  Comment  se  comportent^  autour  de  chaque  valeur  delà 
variable,  la  dérivée  et  l'intégrale  d'une  fonction,  par  comparaison  avec , 
la  fonction  elle-même. 

Ces  indications ,  nécessairement  incomplètes ,  ne  peuvent  donner 
qu'une  idée  bien  imparfaite  de  la  richesse  des  matières  contenues  dans 
le  volume  de  M.  Casorati.  Tous  ceux  qui  liront  cet  Ouvrage  désireront, 
conmie  nous,  avec  impatieiue,  que  le  savant  professeur  nous  donne 
bientôt  la  suite,  qui  doit  traiter  des  parties  plus  élevées  de  la  lliéorie 
qu'il  a  si  bien  approfondie,  et  cju'il  expose  avec  tant  de  lucidité. 

J.   HoiJEL. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL    FÏTi  DIE  nEIWE   t:KD   ANGEWANDTE  MatHEMATIK   IN    ZWAK- 

GLOSEN  Heftew.  — Als  FortsGtzuiig  des  von  A.  C.  Cuelle  :  gegrûn- 
tlctcii  Joiinials,  hcrausgcgelien  unter  IMitwirkimg  dcr  Ilerren 
Stliellbacli,  Kummer,  Kronecker,  Weierstrass -,  von  C.  W.  Bor- 
CHAUDT  (*).  T.  LXXI,  n°  1,  10  octobre  1869;  n°  2,  iS  décembre 
1869. 

Olivier  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  génération  des  courbes  géomé- 
triques. (10  pages.) 

Ce  travail  peut  être  considéré  comme  la  suite  d'articles  précédents 
qui  ont  pour  base  les  beaux  théorèmes  de  M.  Cliasles  insérés  en  1807 
aux  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  sur  la  géné- 
ration des  courbes  de  degré  supérieur. 

Weyr  (Eduard).  —  Sur  wi  théorème  de  Steiner.  (2  pages.) 
Le  théorème  dont  il  est  question  dans  ce  court  article  se  rapporte 
aux  vingt-sept  points  dans  lesquels  une  courbe  du  troisième  degré 
peut  avoir,  avec  une  conique,  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé. 

Weyr  (Eduard).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Steiner  et  sur  leur 
relation  avec  un  mode  de  transformation  dans  lequel  à  un  élément  de 
chaque  figure  correspondent  en  général  deux  élémenls  de  l' autre. 
(10  pages.) 

Si  l'on  considère  deux  points  P,  Q  sur  une  courbe  du  troisième 
degré,  deux  droites  passant  respectivement  par  ces  deux  points,  et  se 
coupant  sur  la  courbe,  peuvent  être  considérées  comme  l'ormant 
deux  iaisceaux  correspondants.  Alors,  à  une  droite  de  l'un  des  fais- 
ceaux correspondent  évidemment  deux  droites  de  l'autre.  C'est  ce 
mode  de  correspondance  qu'étudie  M.  Weyr  en  s'appuyant  sur  un 
théorème  bien  connu  de  Steiner,  relatif  à  une  série  de  polygones 
tient  les  côtés  passent  successivement  par  deux  points  fixes  de  la 
coiuhe  du  troisième  degré. 

(*)  Ce  Journal  a  été  fondé,  à  la  fin  de  iSsS,  par  Cielle,  à  une  épot(ue  où  les  .//mates 
de  Gergonne  étaient,  en  Europe,  le  seul  journal  consacré  aux  Malhémaliques.  11  est 
diri{;é,  depuis  la  mort  de  Crellc  (i856),  par  M.  Bouchaudt.  Il  paraît  par  Cahiers  détacliës 
in-/|  d'à  ]Hni  près  loo  pages.  Quatre  Cahiers  forment  un  volume.  Prix  pour  l'abonne- 
ment à  (|iialre  Cahiers  :  Allemagne,  i6  francs;  Fiance,  '^o  fiancs.  Les  seize  derniers 
volumes  embrassent  une  période  de  douze  années  à  peu  piès. 
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Weber  (H.).  —  Note  sur  la  démonstration,  donnée  par  Pàeniann,  du 
principe  de  Dirichlet.  (lo^a^es.) 

Le  principe  de  Diriclilet,  dont  Riemann  a  fait  des  applications  si 
capitales,  a  été  l'objet  dans  ces  .derniers  temps,  au  point  de  vue  de 
la  ligueur  et  de  la  généralité,  d'objections  qui  paraissent  fondées.  Le 
travail  de  M.  Weber  est  consacré  au  développement  d'une  démons- 
tration nouvelle  et- plus  rigoureuse  de  cet  important  principe. 

Baeer. — Sur  le  discriminant  de  V équation  du  troisième  derjré  qui 
détermine  les  axes  principaux  d'une  surface  du  second  ordre  et  la  décom- 
position de  ce  discriminant  en  une  somme  de  carrés,  (5  pages.) 

La  question  a  été  déjà  traitée  d'une  manière  très-remarquable  par 
plusieurs  savants,  notamment  par  ]\DL  Kummer  (*),  Borcliardt  (**), 
Hesse  (***).  Ces  géomètres  avaient  examiné  l'équation  plus  générale 
qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  perturbations  des  planètes. 
M.  Bauer  démontre  que,  dans  le  cas  du  troisième  degré,  le  résultat  - 
s'obtient  directement  d'une  manière  fort  simple. 

Batjer.  —  Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  du  second  deqré. 
(6  pages.) 

Lorberg  (H.).  —  Sur  la  théorie  du  mouvement  de  V électricité  dans 
les  corps  à  plus  d'une  dimension.  (07  pages.) 

Les  équations  du  mouvement  de  l'électricité  ont  été  données  par 
M.  Kirchhoir  dans  le  tome  Cil  des  Annales  de  Poggendorff.  M  yVc'm- 
garten  avait  déjà  étudié  le  mouvement  dans  les  corps  linéaires.  Le 
Mémoire  de  M.  Lorberg  comprend  deux  Parties.  Dans  la  première 
l'auteur  reprend  les  équations  de  M.  Kirchholl',  et  les  étend  au  cas 
où  il  existe  des  forces  extérieures.  La  deuxième  Partie  contient  l'ap- 
plication au  mouvement  de  l'électricité  dans  une  sphère. 

FucHs  (L.).  —  Les  modules  de  périodicité  des  intégrales  hyperelUp- 
tiques  considérés  comme  fonctions  d  un  paramètre.  (45  pages.) 

M.  Fuchs  développe  les  équations  différentielles  qui  sont  analogues 

(*)  KiMMEP..  Journal  de  Crelle ,  t.  XXVI,  p.  sGS  :  Bemerkungen  ûber  die  ciibische 
Gleichung  durch  welche  die  Hauptaxcn  der  Fliichcn  zweiten  Grades  LestiiTinit  verdeii. 

(**)  BoRCHARDT.  Journal  de  Crelle,  t.  XXX;  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Lioii- 
ville,  t.  XII,  p.  .5o  :  Développements  sur  l'équation  à  l'aide  de  laquelle  on  détermine 
les  inégalités  séculaires  du  mouvement  des  planètes. 

(***)  Hesse  (Otto  D"^).  Torlesungen  ûber  die  anal.  Géométrie  des  Raums,  p.  3-30. 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  I.  (Janvier  1870.)  ^ 
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à  rrquation  du  second  ordre  trouvée  par  Legendre,  et  à  laquelle 
satisfait,  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  l'intégrale  complète 
considérée  comme  fonction  du  modide.  Les  équations  différentielles 
trouvées  par  jM.  Fuchs  sont  de  degré  supérieur  au  second  et  variable 
suivant  la  classe  des  fonctions  considérées.  Le  Mémoire  se  termine 
par  l'application  aux  fonctions  elliptiques. 

Ft  CHS  (h.). —  Sur  une  relation  rationnelle  entre  les  modulca  de  pério- 
dicité des  intégrales  hyperelliptiques.  (4o  pages.) 

L'auteur  développe  des  relations  analogues  à  la  célèbre  formule 

KJ'-JR'r=-. 

2 

Stern.  —  Sur  les  résidus  quadratiques,  trigonaux  et  hilrigonaux . 

(0.7  pages.) 

GonoAA.  —  Sur  les  invarianls  des  formes  binaires  quand  on  effectue 
des  transformations  de  degré  supérieur.  (3i  pages.) 

On  n'a  guère  étudié  jusqu'ici  les  invariants  des  formes  algébriques 
qu'au  point  de  vue  des  transformations  linéaires.  M.  Gordan  s'oc- 
cupe d'un  problème  beaucoup  plus  général,  et  qui  n'a  été  traité  que 
dans  des  cas  restreints  et  par  un  petit  nombre  de  géomètres.  C'est  celui 
où  les  formules  de  transformation  qui  donnent  les  nouvelles  variables 
par  rapport  aux  variabb^s  primitives  sont  d'un  degré  quelconque 
par  rapport  à  ces  dernières.  Il  ne  faut  pas  oublier,  M.  Gordan  le  dit 
d'ailleurs,  que,  dans  son  travail  sur  les  équations  du  quatrième  et 
du  cinquième  degré,  ISL  Hcrmite  avait  résolu  d'importants  pro- 
blèmes de  ce  genre. 

A.  OLivn:n.  —  Recherche  de  l'ordre  cVune  courbe  qui  est  engendrée 
par  Vintersection   des  courbes  correspondantes    de    deux    faisceaux. 

(  2  pages.) 

RiEMAKx.  —  Démonstration  du  théorème  :  u  Toute  fonction  de  n  va- 
riables ayant  plus  de  2W  périodes  simultanées  est  impossible  «.  (3  pages.) 
(Extrait  d'une  lettre  de  Rieniann  à  M.  ^VcierstI'ass.)  {*). 

(*)  Tous  los  Méinoiri's  conlemis  dans  ces  deux  C.aliiers  sont  écrits  en  alleniaiid.- 
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ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  l'Ecole  Noiî^tâle  supÉraKur.E,  publiées 
par  M.  L.  P.vsTEun,  Moniljre  de  l'Inslilut,  avec  un  Comité  de  ré- 
daction couiposc  de  MM.  les  ^Iaiti(;s  de  Conférence  de  l'Ecole  (*). 
T.  VI;  1869. 

DiDoS'  (F.). —  Sur  deux  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles. 
(0.6  pages.) 

Ce  travail  est  la  suite  des  belles  études  de  M.  Didon,  sur  les  poly- 
uôni(!S  introduits  dans  la  science  par  M.  Hermite  (voir  Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciejices.  t.  LMII  et  LX  passim). 

Daubotx  (G.!.  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures  et  son 
application  à  la  construction  de  la  surface  du  deuxième  ordre  déterminée 
par  neuf  points.  (8  pages.) 

Simon  {Ch.}.  —  Mémoire  sur  la  rotation  de  la  Lune  (deuxième  Mé- 
moire). (16  pages.) 

DiooN  (F.).  — Sur  certains  systèmes  de  polynômes  associés.  (lôpages.) 
Etude  sur  une  classe  de  polynômes  analogues  aux  fonctions  X„  de 
Lcgendre. 

Jacobi  (G.  G.  J.).  — Lettres  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
(5 G  pages.) 

Ces  lettres  sont  celles  que  Jacobi  a  écrites  successivement  à  hc- 
gendre  poui-  lui  annoncer  les  belles  et  importantes  découvertes  qu'il 
venait  de  faire  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques .  Elles  nous 
paraissent  destinées  à  intéresser  vivement  les  savants.  Voici  com- 
ment s'exj^rimc  ^I.  Bertrand  dans  quelques  lignes  d'introduction  pla- 
cées au  commencement  de  l'article  : 

(c  Nous  devons  à  l'obligeance  de  M .  Alfred  Arago  la  précieuse 
communication  de  onze  lettres  inédites  de  Jacobi  à  Legendre.,  sur  la 
théorie  des  fonctions   elliptiques.  Quoique  les  découvertes  qu'elles 

(')  Ce  Recueil  parait  depuis  1864,  tous  les  deux  mois,  par  Cahier  de  56  à  fi4  pages. 
Prix  de  l'aboiiHement  par  année  :  Paris,  3o  francs  (Librairie  Gauthier-Villars).  Il  con- 
tient à  peu  près  par  moitié  des  Mémoires  de  Mathématiques  et  des  Mémoires  se  rappor- 
tant aux  Sciences  physiques.  Nous  ne  rendrons  compte  que  des  Mémoires  se  rattachant 
directement  aux  Mathématiques.  Les  personnes  qui  désireront  des  renseignements  plus 
complets  pourront  lire  un  article  de  M.  J.  Bertrand,  inséré  dans  le  Journal  des  Sinanf!, 
année  i8()y,  et  intitulé  :  Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 

3. 
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contiennent  soient  aujourd'hui  bien  connues  des  géomètres,  ils  étu- 
dieront sans  doute  avec  un  vif  intérêt  la  forme  que  leur  donne  l'illustre 
inventeur;  on  prendra  plaisir  à  voir  Jacobi,  avec  une  modestie  digne 
de  son  talent,  s'incliner  devant  l'illustre  vieillard  qu'il  a  déjà  dépassé 
de  si  loin,  et  saluer  en  même  temps  par  de  véritables  cris  d'admiration 
les  premiers  résultats  du  jeune  émule  qui  vient  tout  à  coup  partager 
sa  gloire:  «  La  découverte  d'Abcl,  dit-il, est  au-dessus  de  mes  éloges, 
»   comme  elle  est  au-dessus  de  mes  propres  travaux.   )> 

))  Jacobi  seul  avait  le  droit  de  prononcer  un  tel  jugement,  dont  la 
sévérité,  sous  toute  autre  plume  que  la  sienne,  irait  jusqu'à  l'in- 
justice. )) 

Serret  (J.-A.). — Sur  un  tlicorcme  de  calcul  intégral,  f  8  pages.) 
Dans  cet  élégant  travail,  M.  Serret  démontre,  par  des  considérations 
indépendantes  du  calcul  dos  probabilités ,  les  beaux  théorèmes  que 
M.  Crofton  a  fait  connaître  à  l'Académie.  La  j^lus  importante  de  ces 
propositions  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

«  Soit  un  contour  convexe  de  forme  quelconque,  dont  la  longueur 
totale  est  L  et  qui  renferme  un  espace  12,  si  l'on  appelle  9  l'angle 
des  deux  tangentes  menées  d'un  point  extérieur  (.r,  y)  k  ce  coTitour, 
on  aura  l'intégrale 


//' 


0  —  s\n9)  dx  (ly  =-l?  —  7iQ 


pour  toute  la  surface  du  plan  extérieure  au  contour  m  (voir  Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXV,  p.  994)- 

Baillaïd.  —  Note  sur  les  séries  à  termes  positifs.  (20  pages.) 
Le  jeune  géomètre  examine  à  un  point  de  vue  nouveau  les  règli>s 
que  diflérents  auteurs  ont  fait  connaître  pour  reconnaître  la  conver- 
gence des  séries.  Il  reprend  et  généralise  la  règle  de  Gauss.  Enfin  il 
montre  que  toutes  les  fois  que  les  règles  données  par  MAL  de  jMorgan, 
Raabe,  Bertrand,  Bonnet  permettent  de  reconnaître  la  convergence 
ou  la  divergence,  on  peut  trouver  une  fonction  qj  (n)  telle,  que  l'exa- 
men du  produit  w„c^(n)  permette  de  décider  la  question.  On  sait 
depuis  Abel  que  cette  propriété  n'a  pas  lieu  pour  toutes  les  séries. 

AousT.  —  Sur  l'analyse  des  courbes  rapportées  à.  un  système  quel- 
conque de  coordonnées.  faS  pages.) 
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Radau  (R.).  —  Sur  la  rotation  des  corps  solides. 

Dans  cet  important  travail,  l'auteur  reprend  la  théorie  de  la  rota- 
tion. 11  retrouve  et  analyse  les  résultats  auxquels  avaient  été  déjà 
conduits  MINI.  Richelot,  Serret,  Sylvester. 

Beltrami  (E.).  — Essai  d'interprétation  de  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne (traduit  de  l'italien  par  J.  Hoiiel).  (38  pages.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  approfondie  des  surfaces  à  cour- 
bure constante  négative.  11  sera  lu  avec  fruit  par  toutes  les  personnes 
qui  désirent  connaître  le  développement  qu'ont  reçu  dans  ces  derniers 
temps  les  idées  de  Gauss  relatives  à  l'origine  des  vérités  géométriques. 
Du  reste,  les  résultats  qui  y  sont  énoncés  ont  une  valeur  réelle, 
indépendante  de  toutes  les  idées  qu'on  peut  se  faire  sur  le  postulatum 
d'Euclide. 

Bacïi  (M.).  —  Du  passage  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil  en  1874^ 
et  du  calcul  de  la  parallaxe  du  Soleil.  (58  pages.) 

Beltkami  (E.).  —  Théorie  fondamentale  des  espaces  de  courbure 
constante  (traduit  de  l'italien  par  J.  Hoiiel).  (3o  pages.) 

DiDON  (F.).  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles.  (4  pages.) 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciexces,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 
T.  LXX5  1870. 

N°  1.  Séance  du  3  janvier  1870. 

Etat  de  l'Académie  des  Sciences  au  i^''  janvier  1870, 

M.   Bertrand.  —  Sur  la  démonstration  relative  à  la  somme  des 
angles  d'un  triangle. 

(*)  Ces  Comptes  rendus  paraissent  régulièrement  tous  les  dimanches,  depuis  i83j, 
en  un  Cahier  de  32  à  4o  pages,  quelquefois  de  80  à  120.  Ils  forment,  à  la  fin  de  l'année, 
deux  volumes  in-.'|,  ensemble  de  2400  à  3ooo  pages.  Deux  Tables,  l'une  par  ordre  alpha- 
bétique de  matières,  l'autre  par  ordre  alphabétique  de  noms  d'auteurs,  terminent  chaque 
■volume.  Prix  de  l'abonnement  par  au  :  Paris,  20  francs  (Librairie  Gauthier-Villars). 
Les  extraits  des  Mémoij-es  lus  par  les  membres  de  l'Académie  comprennent  au  plus 
8  pages  par  numéro;  les  Notes  des  personnes  qui  ne  sont  pas  membres  de  l'Académie 
ne  peuvent  dépasser  4  pages. 

Nous  ne  parlerons  que  des  Mémoires  se  rattachant  aux  Mathématiques  et  à  l'Astronomie. 
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P.  Secchi.  —  Lettre  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel  sur  la  constitution 
de  l'auréole  solaire  et  sur  quelques  particularités  des  tubes  de  Geissler. 

M.  Boi  ssiNESQ.  —  Essai  sur  la  théorie  de  l'écoulement  d'un  liquide 
par  un  orifice  en  mince  paroi. 

N°  2.   Séance  du  lo  janvier  1870. 

M.  Délai  KAY.  —  Sur  la  constitution  physique  de  la  Lune. 

P.  Secchi. — Sur  la  constitution  de  l'auréole  solaire.  (Artich; 
dont  il  a  été  lait  mention  plus  haut.) 

M.  PiAVvUON  de  Mokdesir.  —  Nouvelle  méthode  pour  la  solution 
des  problèmes  de  la  Mécanique  (2^  Partie). 

N°  3.  Séance  du  17  janvier  1870. 

M.  Delaijway  présente  un  Rapport  sur  les  importantes  recherches 
de  M.  Puiseux,  relatives  à  la  théorie  de  la  Lune.  Nous  reproduisons 
ce  Rapport,  qui  donnera  à  nos  lecteurs  une  idée  très-nette  du  point 
sur  lequel  ont  porté  les  recherches  de  M.  Puiseux  : 

«  Lorsqu'on  veut  déterminer  toutes  les  inégalités  du  mouvement 
de  la  Lune  dues  à  l'action  perturbatrice  du  Soleil,  on  doit  attribuer 
à  ce  dernier  astre,  à  chaque  instant,  la  position  exacte  qu'il  occupe 
par  rapport  à  un  système  d'axes  coordonnés  de  directions  constantes 
passant  par  le  centre  de  la  Terre.  Les  coordonnées  du  Soleil,  que 
l'on  doit  aussi  considérer,  sont  exactement  les  mêmes  que  celles  de 
la  Terre  rapportées  à  un  système  d'axes  parallèles  et  de  sens  con- 
traires, menés  par  le  centre  du  Soleil.  C'est  donc,  en  définitive,  le 
mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil  qui  permet  d'obtenir  les 
coordonnées  du  Soleil  dont  on  a  besoin  pour  elFectuer  le  calcul  des 
inégalités  lunaires. 

»  Si  l'on  admet,  dans  une  première  recherche,  que  la  Terre  se  meut 
autour  du  Soleil  en  suivant  rigoureusement  les  lois  du  mouvement 
elliptique,  on  obtient  ainsi  la  plus  grande  partie  des  inégalités  dont  le 
mouvement  de  la  Lune  est  aiï'ecté^  c'est  en  cela  que  consiste  le  travail 
publié  récemment  par  l'un  de  nous,  et  formant  les  tomes  XXVIII 
et  XXIX  des  Mémoires  de  V Académie .  Mais  les  inégalités  du  mouve- 
ment de  la  Terre,  qui  doivent  être  jointes  à  son  mouvement  ellip- 
tique considéré  seul  d'abord,  pour  fournir  son  mouvement  réel  autour 
du  Soleil ,  contribuent  aussi  à  produire ,  dans  le  mouvement  de  la 
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Lune,  des  inégalités  qu'il  n'est  pas  possible  de  négliger.  Parmi  ces 
inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  dues  à  l'existence  des  inégalités 
du  mouvement  de  la  Terre,  une  des  plus  importantes  est  celle  qui 
affecte  progressivement  le  moyen  mouvement  de  notre  satellite.  La- 
place  a  démontré,  en  1787,  que  la  diminution  séculaire  de  l'excentri- 
cité de  l'oibite  de  la  Terre  produit  une  accélération  progressive  dans 
le  moyen  mouvement  lunaire  ;  et  il  a  levé  par  là  une  difEculté  qui 
préoccupait  beaucoup  les  savants,  en  dévoilant  la  cause  de  l'accélé- 
ration séculaire  découverte  depuis  longtemps  dans  ce  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune,  par  l'examen  attentif  des  données  de  l'observation. 
A  partir  de  là,  et  jusqu'à  ces  derniers  temps,  on  a  regardé  la  cause 
assignée  par  Laplace  comme  correspondant  complètement  à  l'effet 
qu'il  s'agissait  d'expliquer;  mais  des  doutes  se  sont  produits,  il  y  a 
quelques  années,  sur  l'exactitude  de  cette  correspondance  :  un  calcul 
plus  complet  de  l'effet  produit  sur  le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
par  la  diminution  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre,  a 
conduit  à  penser  que  cette  cause  trouvée  jjar  Laplace  ne  rendait 
compte  que  d'une  portion  de  l'accélération  séculaire  qui  allecte  réel- 
lement ce  moyen  mouvement.  On  s'est  demandé  tout  naturellement 
à  quelle  autre  cause  la  partie  restante  pourrait  être  attribuée,  et 
diverses  idées  ont  été  émises  à  ce  sujet.  Mais  avant  tout,  il  était  bon 
de  s'assurer  si  l'on  avait  bien  tenu  compte  de  tous  les  effets  de  ce 
genre  que  peut  produire  l'action  perturbatrice  du  Soleil  sur  la  Lune. 

))  Parmi  les  inégalités  dont  le  mouvement  elliptique  d'une  jîlanète 
est  affecté,  la  variation  séculaire  de  l'inclinaison  de  son  orbite  sur  un 
plan  fixe  et  celle  de  l'excentricité  de  cette  orbite  jouent  des  rôles 
entièrement  analogues;  le  déplacement  séculaire  du  plan  de  l'éclip- 
tiquedans  l'espace  ne  pourrait-il  donc  pas  produire  une  accélération 
dans  le  moyen 'mouvement  de  la  Lune,  tout  aussi  bien  que  la  dimi- 
nution progressive  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre.?  Telle  est 
la  question  que  M.  Puiseux  s'est  posée. 

))  Les  divers  savants  qui  se  sont  occupés  du  mouvement  de  la  Lune 
avaient  toujours  regardé  l'influence  du  déplacement  progressif  de 
l'écliptique  sur  le  moyen  mouvement  de  cet  astre  comme  insensible  ; 
mais  c'était  en  se  bornant  aux  premières  approximations  qu'ils 
avaient  été  conduits  à  ce  résultat,  et  l'on  sait  comljien,  dans  la  théorie 
de  la  Lune,  les  conclusions  tirées  des  premières  approximations  aux- 
quelles on  s'est  arrêté  tout  d'abord  se  trouvent  quelquefois  changées 
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lorsqu'on  passe  aux  approximations  suivantes.  M.  Puiseux  a  donc 
entrepris  d'effectuer  le  calcul  de  la  partie  de  l'équation  séculaire  de 
la  Lune  qui  peut  être  due  au  déplacement  séculaire  du  plan  de  l'éclip- 
tique,  en  poussant  les  approximations  assez  loin  pour  qu'il  ne  restât 
aucun  doute  sur  la  véritable  influence  de  cette  cause  spéciale  de  per- 
turbation. 

»  Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  la  marche  que  l'auteur 
a  suivie  pour  atteindre  ce  but.  Nous  nous  contenterons  de  dire  que, 
dans  le  développement  des  longs  et  pénibles  calculs  qu'il  a  eu  à  faire 
pour  y  arriver,  on  retrouve  la  netteté  et  la  précision  qui  sont  le  carac- 
tère distinctif  de  ses  travaux.  Quant  au  résultat,  il  est  le  même  que 
celui  auquel  on  était  parvenu  en  se  bornant  aux  premières  approxi- 
mations :  le  changement  de  position  du  plan  de  l'écliptique  dans 
l'espace  n'a  aucune  influence  sensible  sur  la  valeur  de  l'équation 
séculaire  de  la  Lune.  Cette  conséquence,  bien  qu'elle  soit  négative, 
n'en  a  pas  moins  une  grande  importance;  et  tous  les  amis  de  la 
science  se  féliciteront  de  ce  que  le  doute  qui  pouvait  rester  sur  ce 
point  soit  complètement  dissipé. 

»  Nous  proposons  à  l'Académie  de  décider  que  le  Mémoire  de 
M,  Puiseux  sera  inséré  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers,  m 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

N°  4.   Séance  du  24  janvier  1870. 

M.  P/ARKON  DE  MoNPEsiR. — Nouvcllc  métliodc  pour  la  solution 
des  problèmes  de  la  Mécanique  (3^  Partie). 

N"  5.  Séance  du  3i  janvier  1870. 

M.  BoTJSsiNEso.  —  Essai  sur  la  théorie  de  l'écoulement  d'un 
liquide  par  un  orifice  en  mince  paroi  (suite). 

N°  6.  Séance  du  7  février  1870. 

M.  DE  Saikt-Yeivakt.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Maurice 
Levy,  présenlé  le  3  juin  1867,  reproduit  le  21  juin  1869,  et  intitulé  : 
«  Essai  sur  une  théorie  rationnelle  de  l'équilibre  des  terres  fraîche- 
ment remuées,  et  ses  applications  au  calcul  de  la  stabilité  des  murs 
de  soutènement.  )) 

M.  DE  Saiat-\enant.  — Sur  une  détermination  rationnelle,  par 
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approximation,  de  la  poussée  qu'exercent  des  terres  dépourvues  de 
cohésion,  contre  un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque. 

M.  Laussedat.  —  Sur  les  applications  utiles  de  la  méthode  gra- 
phique à  la  production  des  éclipses  de  Soleil. 

M.  Heis.  —  La  lumière  zodiacale  observée  à  Munster,  en  West- 
phalie,  les  aij  et  3o  janvier. 

M.  Heis.  —  Aurores  boréales  observées  au  même  lieu,  le  3o  jan- 
vier et  le  i^""  février. 

M.  PiAiiRON  DE  MoKDEsiR.  —  Nouvelle  méthode  pour  la  solution 
des  problèmes  de  la  Mécanique  (4^  et  dernière  Partie). 


MÉLANGES. 

DES  RELATIONS  AMLYTIQIJES  EHRE  SIX  POKTS  SITUÉS  SUR  UNE  COMQUE; 

Par  m.  0.  HESSE. 

Traduit  de  l'allemand.  {Voir  p.  ii.) 

Le  théorème  de  l'hexagone  de  Pascal  fournit  un  moyen  très-simple 
de  reconnaître,  par  la  Géométrie,  quand  six  points  sont  situés  sur 
une  conique^  mais  on  ne  connaît  pas  encore  de  relation  analytique 
simple  entre  les  équations  (tangentielles)  de  six  points  situés  sur  une 
conique.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'établir  de 
telles  relations. 

Soit  W=:  o  l'équation /aw</ew/ie//e  d'un  point  pris  arbitrairement 
sur  une  conique.  11  est  clair  que  cette  équation  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

(0  W  =  A-i-B?,-|-CX'=o, 

où  A,B,C  sont  trois  fonctions  linéaires  des  coordonnées.  En  effet  tous 
les  points  définis  par  l'équation  précédente,  quand  on  fait  varier  ^,  se 
trouvent  sur  la  conique  dont  l'équation  tangentielle  est 

B— 4AC  =  o. 

D'après  cela,  six  points  situés  sur  une  conique,  i,  2,...,  6  peuvent 
être  déterminés  par  les  équations 

(2)  W.  =  o,     W,  =  o,...,     W,  =  o, 
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où  Wj ,  Ws , .  •  •  1  ^^6  désignent  les  expressions  suivantes  : 

I  ••••••• 9 

'  W,=rA  +  B?„-i-C7^ 

les  six  quantités  ?.,  désignant  six  valeurs  tout  à  fait  ailjitiaires  de  la 
variable  1  qui  figure  dans  l'équation  (i). 

Il  existe  entre  les  six  expressions  W  de  remarquables  relations  qui 
se  déduisent  toutes  d'un  théorème  bien  eonnu  de  la  théorie  des  irae- 
tions  rationnelles. 

Si  l'on  désigne  par  7r,,7r2,...,7r6  les  produits  des  six  quantités  À 
définis  par  les  équations  suivantes  : 

7:.  =  (?„-}„]  (/,-?.3)...  {'/,-}.,), 


et  si  d'ailleurs  !y(X)  désigne  une  fonction  quelconque,  du  quatrième 
degré  au  plus,  de  ).,  on  sait  qu'on  aura  identiquement 

Posons  dans  cette  formule  o(X)  =  W%  nous  serons  conduits  au  ihéo- 
rème  suivant  : 

Se  Wi=:o,  W2=:o,...,  W6=  o  sont  les  équations  tangentielles  de 
six  points  d'une  conique^  on  peut  toujours  déterminer  six  grandeurs 

TTj,  t:,,....  TTg  telles,  que  Von  ait  identiquement 

(5)  ■ — - -i --h...-\ ^=o. 

77,  772  776 

D  est  vrai  que,  d'après  les  équations  (3),  les  six  expressions  W  ont 
une  forme  tout  à  fait  déterminée;  mais,  sous  quelque  fornae  que  soient 
écrites  les  équations  de  nos  six  points,  il  est  clair  qu'elles  ne  dillèrent 
des  six  équations  (3)  que  par  des  multiplicateurs  constants,  en  sorte 
que  les  équations  les  plus  généi-ales  des  six  points  seraient  de  la  forme 

\S  =  «,W,  =  o.     V,=  ff,W,=  o,...,     y,=  ae\Ye=o. 
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+ 


Cl'^T.-i 


+  . 


'■6   '-G 


et  l'on  voit  qu'e/Ze  conserve  la  même  forme.  Toutefois  les  facteurs  con- 
stants rt^TVi  n'ont  plus  la  signification  simple  qui  leur  avait  été  attri- 
buée, et  ne  représentent  plus  les  produits  des  différences  des  six 
quantités  X,  On  peut  d'ailleurs  donner  du  théorème  qui  précède  une 
démonstration  directe  qui  permettra  d'établir  la  réciproque. 

A  cet  effet  considérons  six  points  d'une  conique,  dont  les  coordon- 
nées homogènes  soient  :  x^  ^i -o  •2^2?y2-2v'»  ^gî/6-g-  Soit 

A x""  +  A' J--  +  A" :;=  +  2  Jijz  -!-  ?. B' xz  +  iW xy—o 
l'équation  de  la  conique,  on  aura  les  six  équations 

kx]-\-k'y\  -f-...=  o, 
(b) 


kx\+k'yl+. 


qui  expriment  que  les  six  points  sont  sur  la  conique. 

On  peut  toujours  évidemment  déterminer  six  grandeurs  r, 
telles,  que  cinq  des  six  équations  suivantes  soient  satisfaites  : 


r\ 


—   +.  .  .4-    —   =o. 


■La 

~6 


(7) 


—    4-    —    -|-,..-f-     —    =o, 

\\Zi      y\Z2  y^Ze 

•  -+- h  .  .  .  +  ' =  o, 


•îfir.  ,  ^2r2 


^efe 


O, 


Z.Xi  Z'yX:! 


Or,  si  l'on  divise  les  équations  (6)  respectivement  par  tTi,...,  Tc  et 
qu'on  les  ajoute  par  lignes  verticales,  on  voit  que  de  cinq  équations 
du  système  (y)  résulte  toujours  la  sixième. 
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Les  systèmes  (6)  et  (7),  sont  donc  équivalents  et  le  second,  aussi 
bien  que  le  premier,  suffit  à  exprimer  que  les  six  points  1,2,...,  6 
sont  sur  une  conique. 

Cela  posé,  midtiplions  les  équations  (7)  pari*%  u^^  tv',  1  \'\v^  luv^ 
iwu  respectivement,  et  ajoutons-les  par  lignes  verticales.  Le  coefficient 

de  —    sera    (uxi  -+•  uy,  -\-  wz^y.    Posons     W.-  =  uXi  -H  »-?/,  •+  wzi^ 

W,  =  o  sera  l'équation  tangentielle  du  point  x^y^z^^  et  l'on  aura  iden- 
tiquement 

C'est  l'équation  de  condition  (5).  Si  l'on  exprime  d'ailleurs  que  cette 
équation  est  identique,  c'est-à-dire  vérifiée,  qu'elles  que  soient  les  va- 
leurs du  w,  P-,  -IV,  elle  se  décompose  dans  les  six  équations  (7).  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  Wi  =  o,  Ws  =  o,...,  We  =  o  sont  les  équations  de  six  points,  et 
si  les  premiers  membres  de  ces  équations  satisfont  et  une  équation  iden- 
tique de  la  forme  (5  ),  les  six  points  sont  sur  une  conique. 

L'équation  (0)  a  été  obtenue  en  remplaçant,  dans  l'équation  (4), 
(j'(^),  qui  est  une  fonction  du  quatrième  degré  au  plus,  par  W^.  On 
peut  encore  remplacer  ©(X)  par  W  ou  A  W  ou  X^W,  et  l'on  obtient 
les  nouvelles  équations  identiques 


(8) 


Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  W]  =0,...,  Wg  =  o  sont  les  équations  de  six  points  d'une  conique, 
on  peut  toujours  trouver  six  arbitraires  1  et  six  arbitraires  -,  telles,  que 
les  trois  équations  (8)  aient  lieu  identiquement. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  encore  vraie  : 

Si  Wi  =  o,  W2  =  o, . . . ,  Wg  =  o  sont  les  équations  de  six  point'>,  et 


JL  W,  -t-  -  W.  -1- . 

I       ATT 

•  H W,=:0, 

.-f-  ?^W.  =  o. 
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si  l'on  peut  trouver  six  arbitraires).^  et  six  autres  constantes  7:,  telles, 
([ue  les  équations  [^)  aient  lieu  identiquement,  les  six  points  seront  sur 
une  conique. 

Pour  établir  cette  réciproque,  nous  montrerons  que,  lorsque  les 
équations  (8)  ont  lieu,  les  six  points  forment  un  hexagone  de  Pascal, 
c'est-à-dire  un  hexagone  dont  les  côtés  opposés  se  rencontrent  en 
trois  points  p,  g,  r  situés  sur  une  même  droite. 

A  cet  ellét ,  nous  remarquerons  qu'en  éliminant  deux  des  sym- 
boles W,  les  équations  (8)  fournissent  de  nouvelles  identités,  ne  con- 
tenant que  quatre  de  ces  symboles.  Multiplions,  par  exenqile,  pour 
éliminer  W5,  W^,  les  trois  équations  respectivement  par 

1,1,,         —   (/s-f-/.,),         I, 

et  ajoutons.  Nous  obtenons 


(9) 


(  W  w 

{>.,  -  /„)(?.  -  ?.«)  -^ -^  (X,  -  ?.o  [h -  h)  — ^ 
i  W  w 

f     4-  (?.3  -  k)  {h  -  h)  ^  +  {h  -  \){h  -  le,)  -:7^  =  o, 


On  obtient  de  cette  manière,  en  éliminant  AV3  et  W^,  W,  et  W^, 
W  ,  et  W.,,  les  équations  identiques 


(10) 


W  W 

w  w 

(>.  -  l^)[h  -  X,)  -^  +  (?.  -  /,)(>.  -  h)  -^  =0, 

'.4  '-5 

W  w 

(X,  -  /.)(?..  -X)-^  +  (Xa  -  >.)  (>.3  -  X.)  ^ 

i.-t  '-3 

w  w, 

(  X5  —  U)[U  —  h  )  -z^  +  (/.«  —  A)  (Àc  —  /.,  )  ^  =  G, 

i.i  '-C 

W  w 

{h  -  /s)  (>.  -  }.,)  -^   +  (/,  -  /.OO.4  -  >.)  -Z^ 


>.«  —  h 


w  w 

-  L  )  —  +  (/,  -  h)  (À,  -  ?.,)  —  =0. 

776  77, 


Soient  maintenant  les  trois  équations  suivantes,  qui  ne   sont  plus 
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des  identités  cl  qui  représentent  trois  points  en  coordonnées  tangen- 

tielles  : 

W  AV, 

p)  (>,  -  ^)  (>,  -\)-^  +  (?^.  -  A,)  (X,  ->„)-—  =  G, 

W  w, 

q)  ( A.  -  >.,) (^^  -  ^ )  — ^  +  (>'.^.  -  >0  (>■:•■  -  ^ )  -:::^  =  o, 

7T-.  '  •  3 

W  w. 

r)  0.  -  >.s)(>.3- A.)-^  +  (7.  -  }.)(>.  -  ^)  -_-  =0' 


Considérons  l'un  de  ces  points,  le  premier  par  exemple.  En  vertu 
de  la  première  des  identités  (lo),  son  équation  pourrait  s'écrire 

On  voit  donc  que  ce  point  est  à  la  fois  sur  les  cotés  (12)  d'après  la 
première  équation,  et  (4^)  d'aj)rès  la  seconde.  C'est  donc  le  point 
d'intersection  des  deux  cotés  opposés  (12)  et  (4^)  de  l'hexagone.  On 
verrait  de  même  que  le  point  q)  est  à  l'intei-section  des  cotés  (28 ) 
et  (56)  et  le  point  r)  à  l'intersection  des  cotés  (34)  et  (61). 

D'ailleurs  si  l'on  multiplie  les  trois  équations  j? ) ,  (/),  r),  par 

(A.  -X..,)(X,  -As),       {h-mi,-k),      (>.,  -  A3)(?,  -}.a), 

et  qu'on  les  ajoute,  on  retrouve  l'équation  identique  (9),  multipliée 
par  (Xj  —  A3)  (kl,  —  Ag).  Puisque  les  équations  des  trois  points  ont 
une  somme  identiquement  nulle,  les  trois  point  sont  en  ligne  droite, 
ce  qui  est  le  théorème  de  Pascal  (*). 
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lîERTRAND  (J.),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  Poly- 
technique et  au  Collège  de  France.  —  Traité  de  Calcul  diffé- 
rentiel ET  DE  Calcul  intégral.  Calcul  intégral.  Intégrales  définies 
et  indéfinies.  — In  4",  X11-72J  pages  5  1870.  Paris,  Gauthier- Villars. 
Prix  :  3o  francs. 

«  Ce  Volume,  qui  fait  suite  au  Traité  de  Calcul  différentiel,  publié 
il  y  a  six  ans  déjà,  en  i864i  contient  la  première  Section  du  Calcul 
intégral.  Les  intégrales  définies  et  indéfinies  y  sont  étudiées  avec  le 
développement  que  m'a  paru  comporter,  sur  ce  sujet  presque  illi- 
mité, un  livre  qui,  pour  les  géomètres,  doit  rester  l'exposition  élé- 
mentaire des  principes.  Mon  intention,  en  eifet,  je  tiens  à  le  répéter, 
n'est  pas  de  remplacer,  par  la  lecture  attentive  d'un  seul  ouvrage, 
l'étude  laborieuse  des  œuvres  originales  qui  ont  créé  la  science  :  une 
telle  tâche,  heureusement,  serait  impossible.  Si  je  puis  enseigner  à 
ceux  qui  me  prendront  pour  guide  ce  que  j'appellerais  volontiers  la 
Grammaire  et  la  langue  des  hautes  Mathématiques,  et  accroitre,  loin 
de  le  diminuer,  le  nombre  des  lecteurs  des  Lagrange,  des  Gauss,  des 
Abel,  des  Jacobi  et  des  Cauchy,  j'aurai  rendu  à  la  science  un  .service 
très-modeste,  mais  de  réelle  importance.  » 

Ces  quelques  lignes,  qui  forment  le  début  de  l'Avertissement  placé 
au  commencement  du  Volume,  indiquent,  avec  toute  la  netteté  pos- 
sible, le  but  que  s'est  proposé  M.  Bertrand.  Tous  les  géomètres  con- 
naissent d'ailleurs  et  ont  soigneusement  étudié  le  Calcul  différen- 
tiel dont  la  première  édition  est  maintenant  épuisée.  Tandis  que  ce 
premier  Volume  amenait,  comme  le  désirait  l'auteur,  les  jeunes  géo- 
mètres à  l'étude  des  Mémoires  originaux  écrits  par  les  maîtres  de  la 
science,  il  fournissait  aux  savants  déjà  exercés  la  première  idée  de 
remarquables  travaux  sur  des  points  importants  mis  pour  la  pre- 
mière fois  en  lumière  et  développés  avec  la  plus  grande  simplicité. 
Le  Calcul  intégral  n'aura  pas  une  influence  moins  heureuse,  nous 
l'espérons,  sur  le  progrès  des  études;  il  était  attendu  avec  impatience, 
et  l'accueil  qu'il  recevra  du  public  récompensera  M.  Bertrand  du 
travail  considérable  qu'il  a  dû  s'imposer  pour  la  publication  d'une 
œuvre  aussi  importante,  et  qui,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  pa- 
raissait presque  au-dessus  des  forces  d'une  seule  per.sonne. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  auron.,  t.  I.   'Février  1870.)  A. 
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Avant  d'entrer  dans  l'examen  des  différents  Chapitres,  disons  quel- 
ques mots  de  la  méthode  qui  nous  parait  avoir  été  suivie  dans  l'ex- 
position de  ces  théories  si  diverses  et  souvent  si  peu  directes  du 
Calcul  intégral.  Dès  les  premières  pages,  le  lecteur  appréciera  sans 
doute  l'ordonnance  parfaite  qui  règne  dans  les  différentes  parties  de 
l'exposition.  Les  géomètres  très-habiles  pourront,  peut-être,  désirer 
des  démonstrations  plus  complètes  et  plus  développées  sur  quelques 
points-,  l'essentiel,  à  nos  yeux,  c'est  que  les  objections  auxquelles  peut 
prêter  une  démonstration  généralement  admise,  les  cas  particuliers 
dans  lesquels  elle  peut  n'avoir  aucune  valeur  soient  indiqués  avec 
précision,  et  c'est  ce  que  ne  manque  jamais  de  faire  M.  Bertrand. 
Les  jeunes  étudiants,  surtout,  devront  lui  être  reconnaissants  de  cette 
méthode  par  laquelle,  sans  les  induire  en  erreur,  on  leur  épargne 
ce  que  la  science  a  de  plus  ardu  et  de  moins  intéressant,  tout  en  leur 
donnant  les  moyens  de  continuer  leurs  études,  et  de  lire  avec  fruit 
les  Mémoires  les  plus  difficiles,  où  les  différentes  questions  sont  trai- 
tées de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  détaillée. 

Grâce  aux  limites  imposées  au  développement  des  différents  sujets, 
le  livre,  tout  en  étant  suffisamment  complet,  se  lit  sans  fatigue-, 
chaque  Chapitre  et  presque  chaque  page  contiennent  d'importantes 
démonstrations,  propres  à  exciter  vivement  l'intérêt  et  présentées 
avec  la  clarté  que  connaissent  les  lecteurs  et  les  élèves  de  M.  Ber- 
trand. C'est  ainsi  que  nous  avons  réussi,  pour  la  première  fois,  à  bien 
comprendre  le  système  nouveau  et  si  difficile  de  représentation  de 
Riemann.  L'exposition  rapide  qu'en  fait  M.  Bertrand  aura  le  mérite, 
si  la  méthode  de  Ptiemann  n'est  pas  abandonnée,  de  conduire  plu- 
sieurs géomètres  à  l'étude  des  beaux  Mémoires  écrits  par  ce  savant, 
dont  la  science  entière  déplore  la  mort  prématurée  et  qui  parait 
avoir  été  aussi  remarquable  par  les  qualités  aimables  du  cœur  que 
par  la  distinction  de  son  esprit  (*). 

L'Ouvrage  se  compose  de  trois  Livres  principaux  dont  nous  allons 
indiquer  rapidement  le  contenu. 

LIVRE  I.   Intégrales  définies  et  indéfinies. 

Chapitre  1^'.  Diverses  méthodes  pour  V intégration  des  différentielles. 
Préliminaires.  Le  §  IV  traite  de  quelques  sommations  réduites  à 

(*)  Voir  B.  Riemann,  Équations  aux  dérivées  partielles  publiées  par  K.  Hattendorf, 
Préface,   et  Notice  sur  Riewann  dans  les  v/cfeç  de  la  Société  de  Gottingue. 
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des  intégrales,  par  exemple  la  somme 

I  I  I    , 

-  H 1 '  -i 

n       n  -h  i  in 

lorsque  n  croît  indéfiniment.  Fonctions  hyperboliques. 

Chapitre  II.  Intégration  des  fractions  rationnelles. 

Chapitre  UI.'  Intégration  des  différentielles  algébriques  irration- 
nelles . 

C'est  à  la  fin  de  ce  Chapitre  qu'est  traitée  la  réduction  des  intégrales 
elliptiques  à  la  forme  normale.  Cette  disposition  offre  l'avantage  de 
dégager  et  de  simplifier  à  l'avance  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
La  méthode  de  réduction  employée  est  celle  qui  résulte  de  la  trans^ 
formation  linéaire  de  la  forme 

ax  -f-  (3 

^  ~  a'x'  -h^'' 

L'auteur  termine  par  l'examen  de  quelques  intégrales  se  ramenant 
aux  intégrales  elliptiques. 

Chapitre  IV.  Intégration  des  fonctions  trigonométriques  et  exponen- 
tielles. 

Chapitre  V.  Sur  r impossibilité  de  certaines  intégrations. 

Cet  important  Chapitre  contient  le  résumé  des  travaux  d'Abel  et 
de  M.  Liouvillc  sur  l'impossibilité  de  certaines  intégrations.  L'étude 
de  ces  travaux  est  justifiée  par  leur  intérêt  propre,  l'ordre  d'idées 
suivi  l'amenait  d'ailleurs  d'une  manière  nécessaire.  Après  avoir 
exposé  les  différentes  méthodes  d'intégration,  après  avoir  montré 
qu'elles  ne  réussissent  que  dans  un  nombre  restreint  de  cas,  il  était 
bon  d'expliquer  que  certaines  intégrations  sont  tout  à  fait  impossi- 
bles avec  le  nombre  limité  de  signes  de  fonctions  adoptés  par  les  géo- 
mètres. Le  Chapitre  contient  l'exposé  des  démonstrations  de  M.  Liou- 
ville,  aii  moins  dans  les  cas  les  plus  simples,  et  se  termine  par  une 

/P  dx 
— =^  con- 

tient  un  seul  logarithme. 

Chapitre  \  I.   Calcul  direct  des  iiitégrales  définies. 

Chapitre  VII.   Emploi  des  séries  dans  le  calcul  des  intégrales  définies. 
On  trouvera,  à  la  fin  de  ce  Chapitre,  quelques  formules  tiès-géné- 

4- 


44  BULLETIN   DES  SCIENCES 

raies  dues  à  Poisson,  Abel,  Jacobi,  Kummer,  et  contenant  des  fonc- 
tions arbitraires.  Ces  formules,  néanmoins,  sont  soumises  à  quelques 
restrictions  qui  sont  soigneusement  indiquées.  Toutefois  la  formule 
suivante 

f(r,(')(cosx)s'm'''xdxz=3.5...{2i—i)    j     cp(cos.r)cos/.r </.r 

est  vraie  dans  tous  les  cas ,  comme  cela  résulte  de  la  seconde  dé- 
monstration donnée  p.  174- 

Chapitre  VIII.  Différentiation  et  intégration  sous  le  signe  j  •  Appli- 
cation au  calcul  des  intégrales  définies. 

Chapitre  IX.  Intégrales  définies  obtenues  par  des  méthodes  diverses. 
Théorème  de  Cauchy.  Formules  de  Frullani,  de  Fourier.  Inté- 
grale de  Diriclilet  /  —. ^[x)dx^  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

Ces  quatre  derniers  Chapitres  forment  un  recueil  bien  complet 
d'intégrales  définies,  dans  lequel  les  recherches  sont  facilitées  par 
une  division  méthodique  et  par  la  Table  analytique  placée  à  la  fin  de 
l'Ouvrage. 

Chapitre  X.  Intégrales  eulériennes. 

Théorie  développée  des  intégrales  eulériennes  de  première  et  de 
seconde  espèce. 

Définition.  Formule  d'Euler.  Evaluation  de  F  [x)  pour  x  très- 
grand.  Expression  F  [n]  sous  forme  de  produit  infini.  Développe- 
ment de  /r  (n  -h  i)  en  série.  Calcul  numérique  des  intégrales  eulé- 

dlY(x) 
riennes.  Etude  de  la  fonction  ip  (or)  =  — -j •  Application  au  calcul 

des  probabilités.  Intégrales  eulériennes  de  première  espèce.  Tables 
d'intégrales  eulériennes. 

Ce  Chapitre  contient,  on  le  voit,  un  ensemble  de  propositions  de 
la  plus  grande  importance.  On  y  retrouvera  avec  plaisir  une  très- 
ingénieuse  démonstration  de  Gauss,  pour  calculer  la  fonction  <]>  (x), 
lorsque  x  est  commensurable. 

Chapitre  XI.  Intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires. 

C'est  à  Cauchy,  on  le  sait,  que  revient  l'immortel  honneur  d'avoir 
créé  cette  théorie  des  intégrales  à  limites  imaginaires,  destinée  à  renou- 
veler le  Calcvil  intégral.  Jusqu'à  l'apparition  du  Mémoire  sur  les  inté- 
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f;ralos  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  on  pouvait  croire 
que  le  cercle  d'idées  ouvert  par  Nev^^ton  et  Leibnitz  avait  été  exploré 
dans  ses  parties  essentielles.  Quelques  théories  paraissaient  seules 
manquer  au  développement  du  Calcul  intégral,  et,  au  commencement 
du  siècle,  Lagrange,  Laplace,  Fourier  avaient  surtout  étudié  les  appli- 
cations du  Calcul  différentiel  à  la  Mécanique,  à  l'Astronomie  et  à  la 
Physique  mathématique.  Cauchy,  par  sa  théorie,  a  ouvert  une  voie 
nouvelle  dans  laquelle  l'ont  suivi,  avec  le  plus  grand  succès,  les  plus 
éminents  géomètres  de  notre  époque.  IVIM.  Puiseux,  Weierstrass, 
Riemann,  Briot  et  Bouquet,  Clebsch  et  Gordan  ont  déjà  fondé,  en 
prenant  tous  pour  base  les  travaux  de  Cauchy,  des  théories  impor- 
tantes dont  l'étude  s'impose  à  tous  les  géomètres  désireux  de  s'in- 
struire et  de  faire  progresser  à  leur  tour  le  Calcul  intégral.  Grâce 
aux  notions  dues  à  Cauchy  et  aux  développements  récents  que 
nous  venons  de  signaler,  on  a  été  conduit  à  une  manière  nouvelle 
de  poser  tous  les  problèmes  du  Calcul  intégral,  qui  promet  à  notre 
époque  de  nombreuses  et  importantes  découvertes.  ]M.  Bertrand 
expose,  avec  les  développements  nécessaires,  la  théorie  de  Cauchy 5 
mais  il  commence  par  une  remarque  nouvelle  sur  un  IMémoire  de 
Poisson. 

Dès  1 8 1 1 ,  on  ne  peut  le  contester,  Poisson  avait  rencontré  la  dif- 
ficulté relative  aux  imaginaires  et  avait  fait  un  pas  notable  vers  la 
solution.  Cette  remarque  n'enlève  rien,  du  reste,  dans  l'esprit  de 
l'auteur,  aux  droits  de  Cauchy  :  «  Ce  passage  très-remarquable,  dit-il 
(p.  294),  contient  la  définition  précise  des  intégrales  imaginaires  qui 
ont  joué  depuis  un  rôle  si  important;  mais,  satisfait  d'avoir  écarté 
une  difficulté  singulière  qui  l'avait  un  instant  étonné.  Poisson  n'a 
suivi  aucune  des  conséquences  de  son  ingénieuse  explication,  en  lais- 
sant à  Cauchy  l'honneur  de  créer  la  théorie  nouvelle.  » 

Les  exemples  choisis  et  développés  feront  bien  comprendre  l'uti- 
lité des  idées  nouvelles  proposées  par  Cauchy  5  l'auteur  justifie  quel- 
ques démonstrations  dans  lesquelles  les  intégrales  imaginaires  ont 
été  introduites  sans  examen  suflisant-,  en  sorte  que  son  exposition 
peut  être  considérée  comme  la  préparation  la  plus  convenable  à  l'é- 
tude des  ouvrages  spéciaux  où  l'on  glisse  beaucoup  trop  rapidement 
sur  les  commencements  de  la  théorie.  Le  Chapitre  se  termine  par 
les  conséquences  les  plus  importantes  :  variation  brusque  d'une  in- 
tégrale imaginaire  ;  nombre  des  racines  dans  un  contour  -,  recherches 
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de  M.  Puiscux;  aperçu  sommaire  des  métliodes  de  représentation 
dtfs  imaginaires  suivies  par  Riemann. 

Chapitre  XII.  Calcul  numérique  de  la  valeur  approchée  d'une  inté- 
grale définie. 

Méthode  des  trapèzes,  de  Cotes,  de  Simpson.  Méthode  de  Gauss 
par  les  fonctions  X„.  Application  à  un  exemple.  Formule  d'Euler. 
Cette  formule  si  importante  est  celle  qu'on  peut  écrire  de  la  manière 
suivante 

h  B 

^u,  =  fiu'  -{-  -^u /ûAu"  H- 

La  démonstration  en  est  présentée  avec  la  plus  grande  simplicité, 
grâce  à  des  développements  préliminaires  que  M.  Bertrand  avait  eu 
la  prévoyance  de  placer  dans  le  premier  Volume. 

LIVRE  II.  Applications  et  développements. 

Chapitre  l".  Évaluation  des  aires  planes  et  des  arcs  de  courbe. 
Théorèmes  de  Steiner  sur  les  roulettes,  de  M.  Holditch,  de  Pascal, 
de  Fagnani,  de  M.  Chasles  sur  les  arcs  d'ellipse,  et  de  M.  Talbot. 

Chapitre  IL  Évaluation  des  surfaces  courbes. 

Emploi  des  coordonnées  curvilignes.  Surface  de  l'ellipsoïde  traitée 
parles  méthodes  les  plus  simples.  Introduction  des  rayons  de  cour- 
bure dans  l'expression  de  la  surface,  etc. 

Chapitre  III.  Détermination  des  volumes. 

Chapitre  ÏV.  Calcul  de  fattraction  des  corps  solides. 
Loi   générale  de  l'attraction.   Solide  de  plus  grande  attraction. 
Attraction  d'une   sphère,  d'un  ellipsoïde.    Potentiel.    Principe  des 

images. 

Chapitre  V.  Théorie  des  intégrales  multiples. 

Formule  de  Poisson.  Méthode  de  Dirichlet.  Changement  de  varia- 
bles. Courbure  totale  d'une  surface  fermée.  Formule  de  Green. 
Théorie  des  surfaces  de  niveau  par  M.  Chasles.  Théorème  de 
M,  Grofton.  Le  dernier  théorème  est  celui  qui  a  été  communiqué  à 
l'Académie  des  Sciences,  et  qui  établit  une  relation  entre  une  inté- 
grale double  étendue  à  l'extérieur  d'une  courbe  convexe,  l'aire  et  le 
périmètre  de  celte  courbe.  Nous  croyons  nouvelle  la  démonstration 
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qiie  propose  M.  Bertrand  et  qui  est  fondée  sur  le  calcul  des  proba- 
bilités. 

Chapitre  VI.  Calcul  inverse  des  intégrales  définies. 

Transformation  d'une  série  en  intégrale  définie.  Série  hypergéo- 
métrique  de  Gauss.  Fonctions  génératrices  d'Abel, 

Les  problèmes  qui  font  l'objet  de  ce  Chapitre  ne  sont  pas  suscep- 
tibles d'une  définition  précise.  On  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
exprimer  une  quantité  par  une  intégrale  définie.  M.  Bertrand  a  réuni 
les  exemples  "les  plus  élégants.  Nous  avons  plus  particulièrement 
remarqué  le  problème  général  traité  par  Abel,  à  l'occasion  de  la 
tautochrone  dans  le  vide. 

Chapitre  YIl.  Quelques  développements  en  série. 

Formule  de  Taylor.  Théorème  de  Laurent.  Fonctions  bien  défi- 
nies. Série  de  Lagrange,  démontrée  par  la  méthode  si  simple  de 
M.  Rouché.  Séries  trigonométriques  conformément  aux  principes  de 
Diriclilet.  Fonctions  Y„  de  Laplace.  Développements  en  séries  ordon- 
nées suivant  ces  fonctions. 

Chapitre  VUI.  Intégrabilité  des  fonctions  différentielles. 

Cette  question,  on  le  sait,  a  fait  l'objet  des  recherches  de  plusieurs 
géomètres  et  de  M.  Bertrand  en  particulier.  On  trouvera,  dans  ce 
Chapitre,  des  résultats  élégants  obtenus  par  l'auteur  et  quelques 
autres  géomètres,  Poisson,  Joachimsthal,  etc. 

LIVRE  III.  Théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Ce  Livre ,  le  dernier  du  volume ,  contient  seulement  les  points 
essentiels  de  la  théorie.  Les  fonctio^is  elliptiques  ont  acquis  aujour- 
d'hui une  grande  importance  ;  pour  les  traiter  complètement,  il  fau- 
drait leur  consacrer  au  moins  tout  un  volume.  Si  M.  Bertrand  nous 
avait  donné  une  étude  aussi  complète,  nous  lui  en  aurions  été  certai- 
nement très-reconnaissants,  mais  il  faut  bien  avouer  qu'un  tel  dé- 
veloppement aurait  établi  une  grande  disproportion  entre  les  dif- 
férentes parties  de  l'œuvre.  On  sait  que  deux  méthodes  principales 
et  tout  à  fait  différentes  peuvent  être  adoptées  dans  l'exposition  de 
la  théorie.  Jacobi  et  M.  Hermite,  laissant  de  côté  le  Calcul  intégral, 
ont  commencé  par  la  théorie  dviveloppée  des  fonctions  0.  M.  Ber- 
trand est  resté  fidèle  à  l'ordre  historique.  La  méthode  qu'il  a  suivie  et 
qu'il  avait  déjà  développée  dans  son  cours  du  Collège  de  France,  est 
celle  qui  a  son  origine  dans  les  travaux  d'Abel  et  de  Cauchy. 
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Chapitre  l".   Théorèmes  relatifs  à  V addition  des  intégrales. 

Méthodes  de  Lagrange,  de  Jacobi.  Théorèmes  de  Poncelet.  Théo- 
rème d'Abel.  Interprétation  géométrique  de  M.  Clebsch. 

Le  tliéorème  d'Abel  ne  nous  a  pas  paru  développé  d'une  manière 
suffisamment  complète.  Espérons  que,  dans  la  prochaine  édition, 
M.  Bertrand  lui  consacrera  une  place  plus  honorable,  ainsi  qu'à  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes  qui  a  fait  dans  ces  derniers  temps 
des  progrès  si  considérables. 

Chapitre  II.  Double  périodicité  des  fonctions  elliptiques . 

Addition  des  arguments.  Définition  précise  des  fonctions  ellipti- 
ques. Théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  périodiques.  Proposition 
de  M.  Liouville  :  l'auteur  fera  un  emploi  fréquent  de  cette  impor- 
tante proposition  qui  introduit  tant  de  simplicité  dans  la  théorie. 
Elle  remplace,  en  effet,  d'une  manière  avantageuse,  la  considération 
des  fonctions  symétriques  des  racines  qui  a  été  le  point  de  départ 
d'Abel  dans  ses  Mémoires  sur  la  multiplication  et  la  transforma- 
tion. 

Nous  avons  aussi  remarqué  une  démonstration  géométrique  très- 
simple  de  l'impossibilité  d'une  troisième  période.  Cette  démonstra- 
tion avait  été  déjà  donnée  dans  le  cours  de  M.  Bertrand,  mais  il  est 
juste  d'indiquer,  à  cause  de  l'importance  du  principe  employé,  que 
Dirichlet  avait  fait  usage  de  considérations  semblables  dans  son  Mé- 
moire sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  ternaires,  inséré  au 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i""  série,  t.  IV,  p.  217. 

(Chapitre  III.   Multiplication  et  division  de  V argument. 
D'après  la  méthode  d'Abel,  simplifiée  par  Jacobi.  Application  aux 
points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  ordre. 

Chapitre  IV.  Expressions  des  fonctions  elliptiques  sous  forme  de 
produits. 

La  théorie  de  la  multiplication  indique,  comme  pour  les  fonctions 
circulaires,  la  forme  de  ces  développements  qui  sont  ensuite  établis 
en  toute  rigueur.  Influence  de  l'ordre  des  facteurs  dans  les  produits 
infinis.  Théorèmes  de  M.  Cayley. 

Chapitre  V.  Fonctions  H  (a?),  S  (x)  de  Jacobi. 
Développemi'nls  en  série.  Intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce. 
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Chapitre  VI.   Tram  formation  des  fonctions  elliptiques. 
Transformations  linéaires.  Echelle  des  modules  de  Lagrange,  de 
Gauss.  Principe  algébrique  de  Jacobi.  Théorie  d'Abel. 

Chapitre  \TI.  Calculs  numériques.  Tables. 

Ce  dernier  Chapitre  est  consacré  à  des  applications  et  à  des  calculs 
très-intéressants.  Il  se  termine  par  quatre  Tables  donnant  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  elliptiques. 

C'est  avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  se  termine  ce 
premier  Volume  de  Calcul  intégral.  L'analyse  rapide  que  nous  venons 
d'en  faire  ne  peut  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  des  nom- 
breuses richesses  réunies  et  mises  en  œuvre  dans  ce  volume  de  plus 
de  700  pages,  dont  la  lecture  est  pourtant  si  facile  et  si  attrayante. 
Espérons' que  nos  jeunes  mathématiciens  sauront  mettre  à  profit  les 
leçons  d'un  maitre  si  dévoué,  et  lui  fournir  l'occasion  d'ajouter  de 
nouveaux  Chapitres  à  son  livre  dans  la  prochaine  édition.  En  tous 
cas,  nous  serons  l'interprète  de  tous  auprès  de  l'auteur  en  le  remer- 
ciant sincèrement,  et  en  le  priant  de  toutes  nos  forces  de  hâter  l'im- 
pression du  troisième  Volume  dont  tant  de  parties  sont  déjà  préparées 
et  communiquées  aux  savants  par  l'enseignement  même  de  M.  Ber- 
trand. 

G.  D. 


DURÊGE  (D*^  H.),  ord.  Professor  am  Polytechnicum  zu  Prag.  — 
Théorie  der  elliptischeis  Fvkctioke^.  Versuch  einer  elementaren 
DarsteUung.  — Zweite  Autlage;  1868.  Leipzig,  Druck  und  Verlag 
von  B.  G.  Teubner.  Prix  :  3  Thlr.  (*). 

M.  Durège,  à  qui  l'on  doit  le  premier  Ouvrage  spécial  qui  ait  paru 
sur  la  Théorie  des  quantités  complexes  (**),  avait  déjà,  en  1861, 
publie,  le  premier,  un  traité  élémentaire  des  fonctions  elliptiques. 


» 


(*)  Théorie  des  Fonctions  elliptiques.  Essai  d'une  exposition  élémentaire  ;  par  le  D'"  H. 
DcRÈGÉ,  professeur  ordinaire  à  l'Institut  Polytechnique  de  Prague,  a^  édit.  Leipzig,  chez 
B.-G.  Teubner;  1868.  In-S",  xii-3S8  pages. 

(**)  Elemente  der  Théorie  der  Functionen  einer  complexen  verdnderUchen  Grosse, 
mit  besonderer  Beriicksichtigitng  der  Schopfungen  Riemanns  bearheitet  von  D''  H.  Dl'Rèoe, 
ordentl.  Professor  am  Polytechnicum  zu  Prag.  Leipzig,  Di'uck  und  Verlag  von  B.-G. 
Jeubner;  i864-  In-8"i  xii-ii8  pages. 
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destiné  à  remplacer  le  livre  déjà  vieilli  de  Verhulst.  Le  succès  de  ce 
traité,  attesté  par  l'écoulement  rapide  de  la  première  édition,  est  dû 
aux  qualités  de  rédaction  qui  le  distinguent  et  au  choix  heureux  du 
plan  le  plus  propre  à  faciliter  aux  commençants  l'étude  de  cette 
branche  importante  du  Calcul  intégral. 

Dans  l'intervalle  qui  s'est  écoulé  entre  les  deux  éditions,  ont  paru 
deux  autres  Ouvrages  sur  le  même  sujet  et  destinés  au  même  but  que 
celui  de  M.  Durège.  Le  premier  de  ces  Ouvrages  est  le  volume  publié 
à  Berlin  en  i864  par  M.  Schellbach,  et  intitulé  :  Die  Lehre  von  den 
elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen.  L'auteur  de  ce  livre 
a  choisi  le  mode  d'exposition  recommandé  par  Jacobi  vers  la  fin  de 
sa  vie,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  fonctions©,  définies 
d'abord  comme  des  produits  infinis.  Une  fois  que  l'on  a  établi  les 
propriétés  fondamentales  de  ces  fonctions,  on  en  déduit,  avec  une 
grande  facilité,  les  formules  relatives  aux  fonctions  elliptiques.  Le 
traité  de  M.  Schellbach  se  recommande  par  le  recueil  complet  de 
formules  qu'il  contient  et  par  le  soin  avec  lequel  sont  exposées  les 
méthodes  de  calcul  numérique.  Seulement  on  est  forcé  de  convenir 
que  les  commencements  sont  présentés  sous  une  forme  synthétique 
assez  pénible  à  suivre,  et  laissent  parfois  quelques  inquiétudes  sous 
le  rapport  de  la  rigueur  des  déductions.  Un  autre  inconvénient,  au 
point  de  vue  des  commençants,  résulte  des  changements  que  l'auteur  a 
cru  devoir  apporter  aux  notations  classiques  (*)  proposées  par  Jacobi, 
ce  qui  peut  causer  quelque  embarras,  lorsqu'on  veut  entreprendre  la 
lecture  d'un  autre  livre  que  celui  qu'on  a  étudié. 

L'autre  traité  dont  il  est  question  fait  partie  du  second  Volume 
du  Compendium  der  hoheren  Analysis  de  M.  Schlômilch  (Brunswick, 
1866),  et  comprend  186  pages  de  ce  volume.  Il  se  divise  en  deux 
Chapitres,  dont  le  premier  traite  des  intégrales  elliptiques,  d'après  la 
méthode  de  Legendre.  Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des 
fonctions  elliptiques,  en  partant  de  la  double  périodicité  des  fonc- 

(*)  U  serait  temps,  croyons-nous,  que  les  géomètres  s'entendissent  pour  faire  cesser 
la  variété  si  grande  des  notations  employées  pour  représenter  les  fonctions  elliptiques 
et  leurs  périodes.  Pourquoi  n'adopterait-on  pas  uniformément  les  notations  de  Jacobi 

sinamH,     cosamw,     Aam?/, 

en  les  remplaçant,  quand  les  formules  seraient  trop  longues,  par  les  notations  abrégées 
de  Gudermann 

sn«,     cnu,     dnu?  CD. 
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lions  inverses  de  l'intégrale  de  première  espèce,  et  passant  de  là  aux 
fonctions  Al  de  Weierstrass  et  aux  fonctions  ©de  Jacobi. 

Malgré  les  avantages  que  peuvent  présenter,  à  certains  égards,  les 
méthodes  suivies  par  ces  deux  .auteurs,  M.  Durège  a  maintenu  à  très- 
peu  près  le  plan  qu'il  avait  suivi  dans  sa  première  édition,  et  dont 
nous  allons  essayer  de  domier  une  idée,  en  analysant  rapidement  les 
diverses  Sections  du  nouveau  volume. 

Section  I.  Définition  des  fonctions  elliptiques. 

Ces  fonctions  sont  définies  comme  formées  avec  les  lignes  trigono- 
métriques  de  la  fonction  9  =  amw,  inverse  de  l'intégrale 


r^      do 

u  =   1  '     — 

Jo    v/i  —  />'sin^ 


v/ 

L'auteur  adopte  la  notation  de  Jacobi,  en  indiquant  les  abrévia- 
tions très-commodes  proposées  par  Gudermann.  Comme  exemple,  il 
applique  ces  fonctions  à  la  théorie  du  pendule  circulaire. 

Section  IL  Périodicité  des  fonctions  elliptiques. 

La  double  périodicité  de  ces  fonctions  est  établie  d'après  la  mé- 
thode de  Jacobi,  qui  est  la  plus  simple  ,  quoique  laissant  à  désirer  du 
côté  de  la  rigueur.  Mais  l'auteur  revient  sur  cette  question  dans  la 
dernière  Section,  où  il  emploie  une  méthode  à  l'abri  de  toute  objec- 
tion. Il  continue  à  prendre  pour  exemple  l'application  des  résultats 
obtenus  au  problème  du  pendule  circulaire. 

Section  III.  Réduction  des  intégrales  elliptiques  à  la  forme  normale. 

Cette  question  est  traitée  d'après  le  Mémoire  de  Richelot  :  Ueher 
die  Substitutionen  der  ersten  Ordnung  und  die  Umformung  der  ellip- 
tischen  Intégrale  in  die  Normalform  {Journal  de  Crelle,  t.  XXII). 
Applications  au  pendule  circulaire  et  à  la  rectification  de  la  lemnis- 
cate. 

Section  IV.  Des  trois  espèces  d" intégrales  elliptiques. 
L'auteur  suit  la  marche  de  Legendre.  Comparaison  des  notations 
de  Legendre  et  de  Jacobi.  Arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 

Section  V.  Sur  une  substitution  du  second  ordre  pour  la  réduction 
des  intégrales  elliptiques  d  la  forme  normale. 

Cette  substitulion  sert  à  ramener  à  des  valeurs  du  module  cl  de  la 
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limite  supérieure  moindres  que  l'unité  l'intégrale 


V'(i  —v^)  (i  —l'v') 
où  X  et  p  sont  quelconques.  Application  au  pendule. 

Section  VI.  Le  théorème  d 'addition. 

Intégration  de  l'équation  diflerentielle  elliptique  par  les  méthodes 
de  Sturm,  d'Euler  et  de  Lagrange.  Formules  fondamentales  qui  don- 
nent les  valeurs  de  sin  ani  [u  ■+-  p»),  cos  am  (u  -h  p-),  etc.,  et  recueil 
des  formules  les  plus  importantes  qui  s'en  déduisent. 

Section  VU.  Liaison  entre  les  fonctions  elliptiques  et  la  Trigonomé- 
trie sphérique. 

Triangle  spliérique  dont  les  côtés  sont  amM,  amp»  et  am  (m  =t  u). 
Déduction  des  formules  de  Gauss  au  moyen  des  propriétés  des  fonc- 
tions elliptiques.  Démonstration  du  théorème  d'addition  par  la  Ti^i- 
gonométrie  spliérique. 

Section  VIII.  Le  théorème  d' addition  pour  les  intégrales  de  seconde 
et  de  troisième  espèce. 

Section  IX.   Le  théorème  d'Abel. 

Cette  Section  constitue  l'addition  la  plus  importante  que  l'auteur 
ait  introduite  dans  sa  seconde  édition.  Il  reproduit  la  démonstration 
donnée  par  Abel  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Remarques  sur  quelques 
propriétés  générales  d'une  certaine  sorte  de  fonctions  transcendantes 
(Journal  de  Crelle,  t.  III,  et  Œuvres  d'Abel,  t.  I,  p.  288J.  Cette 
démonstration  est  restreinte  au  cas  où  les  intégrales  contiennent  un 
radical  carré  portant  sur  un  polynôme  entier  quelconque,  M.  Du- 
rège  n'ayant  pas  cru  qu'il  fût  nécessaire,  dans  un  Ouvrage  élémen- 
taire sur  les  fonctions  elliptiques,  de  parler  du  cas  le  plus  général, 
traité  par  Abel  dans  ses  derniers  travaux.  De  ce  théorème  on  déduit, 
comme  cas  particulier,  le  théorème  d'addition  pour  les  intégrales 
elliptiques  des  trois  espèces.  La  méthode  d'Abel  est  exposée  d'ailleurs 
avec  la  plus  grande  clarté  et  les  plus  heureux  éclaircissements. 

Section  X.  Construction  géométrique  du  théorème  d'addition,  d'après 
Jacobi. 

Cette  construction  est  tirée  du  Mémoire  publié  par  Jacobi,  dans  le 
t  >me  III  du  Journal  de  Crelle,  ot  intitulé  :  Ueber  die  Anwendung  der 
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elliptischen  Transcendenten  auf  ein  Problem  der  Elementargeometrie ,■ 
et  l'auteur  indique  les  additions  qu'y  a  faites  Richelot  (*).  Elle  est  fon- 
dée sur  la  considération  d'une  ligne  polygonale  inscrite  à  un  cercle  et 
circonscrite  à  un  autre,  intérieur  au  premier.  Intégration  géométrique 
de  l'équation  différentielle  elliptique.  Condition  pour  que  le  poly- 
gone se  ferme  \  application  aux  polygones  de  trois,  de  quatre,  de  cinq 
côtés. 

Section  XI.   Transformation  de  Landen. 

Démonstration  géométrique  au  moyen  de  la  Section  précédente. 
Applications  au  calcul  numérique  des  intégrales  elliptiques. 

Section  XII.  Développement  des  fonctions  elliptiques  en  produits 
infinis. 

Section  XIII.  Développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries. 

Sectiox  XIV.  Développement  en  séries  des  intégrales  de  seconde 
espèce. 

Section  XV.  Développement  en  séries  des  intégrales  de  troisième 
espèce. 

Dans  ces  trois  dernières  Sections,  l'auteur  a  suivi  les  méthodes 
indiquées  par  Jacobi  dans  ses  Fundamenta. 

Section  XVI.  La  fonction  de  Jacobi. 

M.  Durège  désigne  sous  ce  nom,  proposé  par  Dirichlet,  la  fonc- 
tion O,  à  laquelle  les  travaux  de  Jacobi  ont  donné  une  si  grande 
importance.  Il  expose,  d'après  les  Fundamenta,  les  propriétés  de  cette 
fonction,  et  les  relations  de  ces  propriétés  avec  la  théorie  des  nom- 
bres. Démonstration  du  théorème,  que  tout  nombre  est  la  somme 
de  quatre  carrés. 

Section  XVIT.  Expression  des  fonctions  elliptiques  au  moyen  de  la 
fonction  de  Jacobi. 

(*)  Foir  aussi  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  X,  p.  435;  —  Jacobi  : 
«  Sur  l'application  des  transcendantes  elliptiques  h  ce  problème  connu  de  la  Géométrie 
»  élémentaire  :  Trouver  la  relation  entre  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux 
»  cercles  dont  l'un  est  circonscrit  à  un  polygone  irrégulier,  et  dont  l'autre  est  inscrit  à 
»  ce  même  polygone  ».  T.  XI,  p.  25  ;  —  Richelot  :  «  Application  des  transcendantes  ellip- 
»  tiques  aux  polygones  sphériques  qui  sont  inscrits  à  un  petit  cercle  de  la  sphère,  et 
»  circonscrits  à  un  autre  petit  cercle,  simultanément  ». 
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Section  XVIII.  Des  transcendantes  elliptiques  de  troisième  espèce. 
Étude  de  ces  transcendantes,  exprimées  à  l'aide  de  la  fonction  0. 
Exposé  de  la  belle  découverte  de  Jacobi. 

Section  XIX.  Mouvement  du  pendule  sphérique . 

Section  XX.  Fonctions  d'une  variable  complexe^  et  valeurs  multiples 
d'une  intégrale  définie. 

Cette  Section  contient  un  abrégé  de  la  tliéorie  des  quantités  com- 
plexes d'après  Caucliy,  Puiseux,  Riemann,  et  se  termine  par  l'appli- 
cation de  cette  théorie  à  la  démonstration  rigoureuse  de  la  double 
périodicité,  telle  qu'on  la  trouve  dans  l'Ouvrage  de  IMM.  Briot  et 

Bouquet. 

J.   HoiJEL. 


SALMON  (G.),  professeur  au  Collège  de  la  Trinité,  à  Dublin,  — 
Leçons  d'algèbre  supérieure.  Traduit  de  l'anglais  par  M.  Bazin, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  et  augmenté  de  Notes  par 
M.  Hermite,  Membre  de  l'Institut. — In-8°,  xii-247  pages;  1868. 
Paris,  Gauthier-Villars.  Prix  :  7''',5o. 

Lorsque,  dans  la  première  moitié  de  ce  siècle,  on  voyait  se  multi- 
plier les  découvertes  dues  aux  méthodes  si  fécondes  de  la  Géométrie 
moderne,  on  pouvait  croire  cette  dernière  appelée  à  prendre  le  pas 
sur  l'ancienne  méthode  de  Descartes  toutes  les  fois  cju'il  s'agirait 
d'arriver  à  des  vérités  nouvelles.  Guidée  par  la  synthèse  en  quelque 
sorte  intuitive,  la  méthode  analytique  devait,  disait-on  déjà,  se  borner 
à  vérifier,  à  généraliser  les  résultats  obtenus  sans  elle.  Il  lui  man- 
Cjuait,  en  effet,  un  principe  général  qui  pût  conduire  directement  à 
des  théorèmes  nouveaux ,  analogues  à  ceux  de  la  Géométrie  supé- 
rieure. 

Ce  principe  est  fourni  par  la  théorie  des  invariants  et  des  cova- 
riants.  On  appelle  ainsi  les  fonctions  des  coefficients  et  des  variables 
d'une  expression  algébrique  qui  ne  changent  pas  de  valeur  lorsque 
les  variables  sont  soumises  à  une  transformation  linéaire.  La  consi- 
dération de  ces  fonctions  doit  évidemment  conduire  à  la  découverte 
de  propriétés  des  courbes  et  des  surfaces  qui  sont  indépendantes  du 
choix  des  axes.  Eu  outre,  on  prévoit  l'importance  de  ces  théories 
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pour  l'étude  des  propriétés  projectives  des  figures,  puisque  la  per- 
spective repose  sur  une  substitution  linéaire.. 

On  appelle  forme  une  expression  algébrique  rationnelle,  entière  et 
homogène.  Toute  fonction  des  coefficients  d'une  forme,  qui  ne  change 
pas  de  valeur  lorsque  les  coefficients  changent  par  suite  d'une  sub- 
stitution linéaire  elïectuée  siu-  les  variables,  est  un  invariant  absolu 
de  cette  forme  5  on  l'appelle  invariant  relatif,  ou  simplement  inva- 
riant, si  sa  nouvelle  valeur  ne  diflère  de.  la  valeur  primitive  que  par 
une  puissance  du  module  de  la  sulDstitution.  C'est  ainsi  cjue  l'expres- 
sion ac  —  h^  est  un  invariant  de  la  forme  quadratique  binaire 

ax'^  -\-  ibxy  -+-  cf\ 

parce  que  a' cf  —  b'^  =  [ac  —  6^ )  A*,  si  nous  désignons  par  a',  6',  cf  les 
valeurs  des  coefficients  après  la  transformation,  et  par  A  le  module 
de  la  transformation. 

Généralisant  la  définition  des  invariants,  on  appelle  covariant  une 
fonction  comprenant  à  la  fois  les  coefficients  et  les  variables  d'une 
forme,  et  dont  les  valeurs  successives,  obtenues  par  des  sul>stitutions 
linéaires,  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  égal  à  une  puissance  du 
module, 

(f{a',b',...,x',y,...)  =  Ai'.o{a,b,...,x,f,...). 

Un  contrevariant  est  un  covariant  qui,  au  Heu  des  variables  a?,  i/,. . . 
de  la  forme  donnée,  renferme  d'autres  variables  ^,  >7,  .  . . ,  qui  sont 
transformées  en  même  temps  que  les  premières ,  mais  par  la  substi- 
tution inverse,  c'est-à-dire  qu'on  fera 

X  =:Xx'   -h  y-i/  -\-    .  .  -,      X  =  hx'  +  IJ-.y  -h  .  .  .  ,       .  .  .  , 

et 

^'  =  ?i.  ^  -t-  ?vj •/)  -f-  . .  • ,        -n'  =  y-i'i  +  [j-2-n  +  •  ■  ',     . . .  • 

Une  corrélation  de  ce  genre  a  lieu,  par  exemple,  entre  les  coordon- 
nées trilinéaires  d'un  point  et  les  coordonnées  tangentielles  d'une 
droite^  elle  a  lieu  encore  entre  les  variables  a?,  j/,.  . .  et  les  caracté- 
ristiques Dj.,  D^.,  . .  . ,  puisque 

Dy  =  }.,  Dx  -+-?.,  D^.  -+-... ,     D^'  =  [j.,  D:^.  +  a.  D^  -t- 

Les  divariants  ou  covariants  mixtes  renferment  les  deux  séries  de 
variables  a:,  î/,  .  .  . ,  et  |,  y;,  .  . . ,  et  ainsi  de  suite. 
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A  côté  des  invariants  et  ties  covaiianls  d'une  forme  unique,  on 
peut  encore  considérer  les  invariants  et  les  covariants  d'un  système  de 
formes.  C'est  ainsi  que  le  déterminant  d'un  système  d'équations 
linéaires  est  un  invariant  du  système.  Le  déterminant  d'un  système 
de  formes  quelconques  est  un  covariant,  auquel  on  donne  le  nom  de 
Jacobien. 

L'un  des  invariants  les  plus  simples  est  le  discriminant;  on  l'obtient 
en  cliercliant  la  résultante  des  dérivées  partielles  d'une  forme,  prises 
par  rapport  à  chacune  des  variables.  Le  discriminant  est  d'ailleurs 
égal  au  carré  du  produit  des  ditïérences  de  toutes  les  racines  de  la  forme 
(c'est-à-dire  de  toutes  les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  éga- 
lant cette  forme  à  zéro).  11  s'ensuit  que  la  réduction  à  zéro  du  discri- 
minant d'une  équation  exprime  la  condition  nécessaire  pour  que 
cette  équation  ait  des  racines  égales.  Si  l'équation  représente  une 
courbe  ou  mie  surface,  la  réduction  à  zéro  du  discriminant  exprime 
la  condition  nécessaire  pour  que  la  courbe  ou  la  surface  ait  un  point 
double.  Le  discriminant  de  la  forme  ax^  -j-  ihxy  -t-  cy^  est  ac  —  6^  ^ 
c'est  le  seul  invariant  que  possède  la  forme  quadratique  binaire. 

Les  deux  équations 

ax"^  -\-  ibxy  -t-  cy'^  =  o, 
a'x-  H-  7.h'xy  +  c'y^  =  o, 

représentent  deux  couples  de  points  sur  une  ligne  droite,  ou  bien 
deux  couples  de  droites  passant  par  un  même  point;  elles  ont  en 
commun  l'invariant 

^  ac'  +  a'c  —  2bb', 

dont  la  réduction  à  zéro  exprime  la  condition  cjui  doit  être  remplie 
pour  que  les  quatre  points  ou  les  quatre  droites  soient  en  relation 
harmonique.  Les  covariants  auxquels  on  donne  le  nom  d'émanants 
représentent  en  Géométrie  les  courbes  ou  surfaces  polaires  d'un  point 
par  rapport  à  une  courbe  ou  surface  donnée. 

Ces  quelques  exemples  suffiront  pour  faire  comprendre  l'impor- 
tance géométrique  de  la  théorie  des  invariants  et  des  covariants,  mais 
elle  n'est  pas  moins  féconde  en  résultats  qui  intéressent  l'Algèbre 
ordinaire  et  la  Théorie  des  nombres.  La  Statique  et  la  science  du 
mouvement,  ainsi  que  la  Physique  mathématique,  y  trouveront  elles- 
mêmes  un  moyen  de  simplifier  l'énoncé  de  leurs  résultats. 

La  théorie  en  question  forme  déjà  une  nouvelle  branche  de  l'Ai- 
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gèbre  supérieure,  que  l'on  appelle  quelquefois  V Algèbre  des  transfor- 
mations linéaires.  On  peut  en  faire  remonter  l'origine  aux  travaux 
de  Gauss  sur  les  formes  quadratiques  ;  peut-être  même  faut-il  en  voir 
le  premier  germe  dans  la  découverte  des  déterminants  par  Leibniz 
(1693),  renouvelée  par  Cramer  vers  ijoo;  mais  ce  n'est  que  depuis 
vingt  ans  que  la  nouvelle  branche  d'Algèbre  s'est  constituée  en  corps 
de  doctrine,  grâce  aux  travaux  de  Cayley,  Sylvester,  Herraite,  Aron- 
hbld,  Clebsch,  Brioschi,  et  de  quelques  autres  géomètres.  Ce  qui  en 
rend  l'accès  un  peu  difficile  au  premier  abord,  c'est  l'introduction 
d'une  foule  de  termes  nouveaux,  choisis  avec  plus  ou  moins  de  bon- 
heur; mais  cette  terminologie  est  d'un  grand  secours  pour  abréger  le 
langage,  et  les  inconvénients  qu'elle  offre  seraient  bien  moins  sen- 
sibles, si  l'on  pouvait  s'accorder  sur  les  dénominations  à  employer, 
de  manière  à  en  restreindre  un  peu  le  nombre. 

La  nouvelle  Algèbre  fait  l'emploi  le  plus  large  des  méthodes  sym- 
boliques. On  s'habitue  ici  à  manier  les  symboles  d'opérations  comme 
des  quantités,  à  les  soumettre  aux  procédés  de  calcul  ordinaires; 
cela  abrège  le  raisonnement,  à  peu  près  comme  les  lettres  de  change, 
substituées  au  numéraire,  abrègent  les  opérations  commerciales. 
Ainsi  nous  pouvons,  dans  un  contrevariant,  remplacer  les  variables 
I,  yj, .  .  .  par  les  symboles  D^,  D^, .  .  . ,  et  nous  obtiendrons  un  sym- 
bole d'opération  qui  ne  varie  pas  lorsque  les  variables  x^  y^.  .  .  sont 
transformées  par  une  substitution  linéaire;  en  l'appliquant  à  la 
forme  primitive  ou  à  l'un  de  ses  covariants,  nous  aurons  un  nouveau 
covariant,  ou  même  un  invariant,  si  les  variables  disparaissent  par 
la  diiïérentiation.  De  même  nous  pouvons,  dans  un  covariant,  rem- 
placer a;,  2/ , .  .  .  par  Dr,  Dr,, . . . ,  pour  opérer  sur  un  contreva- 
riant,- etc. 

La  méthode  très-simple  que  M.  Cayley  a  donnée  pour  la  formation 
des  invariants  et  des  covariants  repose  sur  les  mêmes  principes.  Fêtant 
données  plusieurs  formes  U,  V,  W, . . .,  nous  pouvons  donner  aux 
variables  a?,  J/,.  .  .,  dans  U  l'indice  i,  dans  V  l'indice  2,  etc.  Or, 
d'après  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants,  le  symbole 

7^...  =(D..,D,sD.-,,...) 

n'est  pas  altéré  par  une  transformation  linéaire  des  variables  (en 
faisant  toujours  abstraction  du  facteur  numérique  û''),  puisque  les 
caractéristiques Djf,  D,.,...  se  transforment  par  la  substitution  inverse. 

Hul/.  dei  Sdfiicps  mathéin.  et  astroii.,  t.   I.  (Février  18-0.)  5 
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Il  s'ensuit  que  le  résultat  de  l'opération 

T^'.734'...UVW... 

sera  un  invariant^  si  les  variables  ont  disparu,  ou  bien  un  covariant, 
s'il  en  reste  et  si  l'on  supprime  les  indices.  Ainsi,  en  faisant 

U  =  rt.r-  H-  2.bxf  +  cy'',     V  =  a'x^  -+-  T.b'xr  +  c'y'', 

on  aura,  en  supprimant  le  facteur  numérique  4, 

T2'  UV  =  ac'  +  a'c  —  ibb' . 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  prendre  pour  U,  V,  W, ...  la  même 
fonction^  ainsi 

Ta'  UU  =  «c  —  b\ 

MM.  Aronlit)ld  et  Clebscli  ont  modifié  ce  procédé  comme  il  suit. 
En  mettant  Xi^  x,^  ^3,  pour  a:,  y,  ^,  la  forme  ternaire  de  degré  n  peut 

s'écrire 

{a, Xi  -h  a^x.  H-  «3^3)", 

où  il  faut,  après  développement ,  remplacer  le  produit  a,  «^  ai  par  le 
coefficient  am-  Si  l'on  fait  encore  6, 6;  bi  =  CiCi,Ci  =  .  .  .  =  a,^;,  on  aura, 
par  exemple,  un  invariant  de  la  forme  cubique  ternaire  (w  =:  3)  en 
développant  le  produit  des  déterminants 

{a,biCz)[b^Cid~,)[c,diai)[(Uaib^)  :=  iiZ.t-Z^.Z^i  .^\i. 

Nous  n'insistons  pas  plus  longuement  sur  le  détail  de  ces  méthodes 
ingénieuses  et  fécondes  ;  ceux  qu'elles  intéressent  les  trouveront  expo- 
sées d'une  manière  très-lucide  dans  l'Ouvrage  du  Rév.  George  Salmon, 
dont  M.  Bazin  vient  de  nous  donner  la  traduction.  M.  Salmon,  pro- 
fesseur au  Collège  de  la  Trinité  à  Dulîlin,  a  piddié  en  outre  une  Géo- 
métrie analytique  des  sections  coniques  et  une  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, où  les  nouvelles  méthodes  sont  appliquées  d'une  manière 
magistrale  ^  ses  Ouvrages  sont  devenus  classiques  en  Angleterre,  et 
les  excellentes  traductions  de  M.  Fiedler  les  ont  popularisés  en  Alle- 
magne. M.  Bazin  a  certainement  rendu  service  à  la  science  en  faisant 
connaître  en  France  un  abrégé  substantiel  des  Lessons  inlroductory  to 
the  modem  higher  Algebra,  complété  par  quelques  applications  em- 
pruntées aux  traités  de  Géométrie  du  même  auteur.  M.  Hermite  a 
bien  voulu  eniichir  le  livre  de  plusieurs  Notes  extraites  de  ses Recher- 
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ches  sur  l'équation  du  cinquième  degré.  On  peut  donc  espérer  que 
les  Leçons  d'Algèbre  supérieure  trouveront  en  France  l'accueil  que  cet 
Ouvrage  mérite  à  un  si  haut  degré. 

R.  Radau. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ZEITSCHRIFT  fur  Mathematik  und  Physik,  —  Herausgegeben 
unter  der  verantvs^ortlichen  Rédaction  von  D""  O.  Schlomilch, 
D»-  E.  Kahl,  und  D"^  M.  Cantoh.  T.  XIV;  1869  (*). 

LoMMEL  (E.).  —  Exposition  élémentaire  des  phénomènes  de  diffrac- 
tion de  Fraunhofer.  (47  p.,  i  pi) 

Thomae  (J.).  —  Note  sur  la  théorie  de  la  fonction 

(i4p.) 

Etude  d'une  intégrale  déjà  considérée  par  Riemann 

x»(i  —  x)-i  is-^'-^-t'ii  —  5)-«'-P'-ï(i  —  xs)-''-»-!ds, 

et  prise  entre  les  limites  o,  i ,  —  »  ce  • 

Wiener  (Chr.).  —  Calcul  des  altérations  dans  un  réseau  variable 
de  triangles.  (3p.) 

Becker  (J.-C).  —  Sur  les  polyèdres.  (2  art.,  18  p.) 
Étude  des  surfaces  polyédriques  au  point  de  vue  de  leur  connexion 
simple  ou  multiple. 

Schlomilch   (O.).  —  Sur  la  valeur  de  arc  tg  (^  H-r/j).  (3  p.) 

(*  )  Journal  de  Mathématiques  et  de  Physique,  publié  sous  la  rédaction  responsable  de 
MM.  O.  Schlomilch,  E.  Kahl  et  M.  Cantor.  Leipzig,  chez  B.-G.  Teubner.  Fondé  en  i856 
par  O.  SciiLôMiLCH  et  B.  Witzschel.  Publié  par  livraisons  bimensuelles,  formant  chaque 
année  un  volume  grand  in-8°  (en  langue  allemande).  Chaque  livraison  est  accompa- 
gnée d'un  Bulletin  bibliographique  {Literaturzeitung)  donnant  deux  fois  par  an  la  liste 
par  ordre  de  matières  des  Mémoires  publiés  dans  les  principaux  recueils  scientifiques. 

5. 
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HoRVATH.  —  Sur  la  valeur  approchée  de  y'w'"  H-  ^'^  -+-  ^^'-  (Extrait  du 
journal  l'Institut,  année  1868,  n°  1782.) 

WiTTWER  (C).  —  Essai  d'une  théorie  des  gaz.  (16  p.) 

Staddigl  (R).  —  Étude  de  quelques  formes  de  voûte,  au  moyen 
desquelles  on  peut  couvrir  un  espace  de  base  trapézoïdale.  (24  p,  i  pi) 

Cantor  (G.).  —  Sur  les  systèmes  simples  de  numération.  (8  p.) 

Badr  (C.-V.).  —  Résolution  d'un  système  d'équations  dont  l'une 
est  quadratique  et  les  autres  linéaires.  (2  art.,  22  p.) 

LoscHMiDT  (J.).  —  Le  potentiel  des  masses  électriques  en  mouve- 
ment, déduit  du  potentiel  relatif  à  l'état  de  repos.  (7  p.) 

Enneper  (A.).  —  Sur  un  problème  de  Géométrie  sphérique. 
Trouver  la  relation  entre  les  éléments  de  deux  ellipses,  dont  l'une 
est  inscrite  et  l'autre  circonscrite  à  un  polygone  donné. 

Cantor  (G.).  —  Deux  théorèmes  sur  une  certaine  décomposition  dea 
nombres  en  produits  infinis.  (9  p.) 

ScHL()MiLCH  (O.).  —  Sur  quelques  courbes  dérivées  des  sections  co- 
niques. (6  p.) 

Lieu  du  pôle  d'une  droite  de  longueur  constante  inscrite  dans  une 
conique. 

Hankel  (H.).  —  La  découverte  de  la  gravitation  et  Pascal.  (9p.) 

Helmert  (F.-R.).  —  Sur  la  théorie  des  réseaux  trigonométriques . 
(35  p.) 

Olivier  (A.).  —  Sur  la  génération  des  courbes  géométriques  dé- 
terminées par  les  points  d'intersection  inconnus  de  courbes  données. 
(4ip.) 

ScHLOMiLCH  (O.).  —  Sur  la  série  harmonique.  (4  p.) 
Lejeune-Diriclilet  a  montré,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin  pour  1887,  qu'il  n'est  pas  permis  de  changer  l'ordre  des  termes 
dans  une  série  infinie.  Par  exemple,  les  deux  séries 


et 


ï        I 

-ï  +  3- 

I         I         I        I        I 

~4"*"5~6'^7~8 

1                 I 

3        2 

I        I        I        I         I 

5         7         4         9         M 
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quoiqu'elles  contiennent  les  mêmes  termes,  ont  une  somme  tout  à  fait 

3 
difl'érente  :  la  première  /.a,  la  seconde  -  1.2.  Ce  résultat  est  suscep- 
tible d'une  double  généralisation,  en  ce  sens  qu'on  peut  d'abord 
prendre,  au  lieu  de  la  série  considérée  par  Dirichlet,  la  suivante 

■  s=i-     ' 


a       a-\-i       a-\-2 
et  en  second  lieu  en  ce  que,  au  lieu  de  prendre  deux  termes  positifs 
suivis  d'un  terme  négatif,  on  peut  faire  suivre  p  termes  positifs  et  q 
termes  négatifs,  et  l'on  forme  une  nouvelle  série  T,  qui  ne  diiïère  de 
S  que  par  l'ordre  des  termes.  Cela  posé,  on  a 

2      q 
ToEPLiTz  (J.).  —  Des  relations  gui  existent  entre  les  coordonnées 
trilinéaires  et  tétraédriques ,  (7p.) 

Gri-'be  (F.).  —  Historique  du  théorème  de  Maclaurin^  concernant 
l'attraction  des  ellipsoïdes  confocaux.  (6  p.) 

Grtjbe  (F.).  —  Attraction  d'un  segment  limité  par  une  surface  du 
second  degré  et  par  deux  plans  perpendiculaires  à  son  axe.  [iZ  p.) 

KôTTERiTzscH  (Th.).  —  Distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs.  (2^  art.,  20  p.) 

BuRMESTER  (L.).  —  Sur  Us  isophotcs  [lignes  d'égale  intensité  lu- 
mineuse). (2^  part.,  21  p.,  I  pi.) 

ScHELL  (A.).  —  Sur  l'exactitude  de  l'équation  des  angles  de  l  in- 
strument à  niveler  de  Stampfer.  (8  p.) 

Becker  (J.-C).  —  Note  additionnelle  à  l'article  sur  les  polyèdres. 
(  Voir  plus  haut.) 

LoscHMiDT  (  J.).  —  Mouvement  de  l'électricité  dans  un  courant  gal- 
vanique. (3p.) 

Thomae  (J.).  —  La  formule  récurrenle 
(B -+- An)<p(n) -+- (B'— A'/i)9(/i -+- i)-f- (B"+ A"»)9(/i -f- 2)  =  o. 
(19  P-) 

DuRÈGE  (H.).  —  Sur  une  construction  facile  des  courbes  du  troi- 
sième ordre  qui  passent  par  les  points  à  l'infini  sur  le  cercle.  (4  p.) 
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Grelle  (Fr.).  —  Tétraèdre  de  volume  maximum  inscrit  dans  un  el- 
lipsoïde à  trois  axes  inégaux.  (4  p) 

Weyr  (E.).  —  Sur  V identité  des  caustiques  avec  les  courbes  podaires. 
(6  p.) 

HoppE  (R.).  —  I>e  la  courbe  tautochrone  dans  le  cas  du  frottement. 
(6  p.) 

Gkelle  (Fr.).  —  Sur  un  caractère  géométrique  propre  à  faire  recon- 
naître l'espèce  de  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes  données  ou 
cinq  points  donnés. 

Enjseper  (A.).  —  Les  surfaces  cycliques.  (29  p.) 

Surfaces  engendrées  par  le  mouvement  d'un  cercle  variable. 

MosT  (R).  —  Sur  trois  intégrations  à  l'intérieur  de  la  figure 


a J         \ ^ /         \c  ' 

(4  p.) 

Batjr  (C.-W.).  —  Résolution  d'un  système  d'équations  dont  l'une 
est  quadratique  et  les  autres  linéaires.  (10  p.) 

Hankel  (H.).  —  Démonstration  d'un  lemme  dans  la  théorie  des  in- 
tégrales définies  (2p.) 

/    f{x)o[x)dx=f{a)  \     (^{x)dx-h\f{b)-f{a)]        o(x)dx, 

/^  =  moy.  («,  b). 

Krumme  (W.). —  Problèmes  sur  le  plan  incliné .  (3  p.) 

KuRz  (A.).  —  Sur  la  démonstration  de  la  propagation  de  l'état  vibra- 
toire. (3  p.) 

Weyr  (E.).  —  Étude  analytique  de  la  corrélation  quadratique. 
(83  p.) 

Le  mode  de  correspondance  dont  il  est  question  dans  cet  article  est 
celui  qui  a  d'abord  été  proposé  par  Magnus  (*),  et  dans  lequel  à  un 
point  d'une  figiu-e,  correspond  en  général  un  point  de  l'autre,  et  à 
une  droite  une  conique. 

(*  )  Journal  de  Crelli,  t.  Mil,   p.  ji. 
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WiTTWER  (  W.-C).  —  Application  de  la  théorie  du  choc  des  corps 
élastiques  à  quelques  phénomènes  calorifiques.  (28  p.) 

Schubert  (H.).  —  Propriété  géométrique  des  seize  sphères  tangentes 
à  quatre  sphères  données  quelconques.  Relations  métriques  entre  les 
rayons  des  seize  sphères,  (i  i  p.) 

Weyr  (E.).  —  Construction  du  centre  de  courbure  des  courbes  po- 
daires.  (5p.) 

Grtjnwald  (A.-K.).  —  Sur  la  théorie  du  potentiel.  (4  p.) 

Matthiessen  (L).  —  Grandeur  apparente  et  absolue  du  Soleil. 
{7P) 

JocHMANN  (E.).  —  Sur  la  représentation  conforme  du  rectangle  sur 
la  surface  du  cercle. 

Les  problèmes  de  la  nature  de  celui  que  traite  M.  Joclimann  ont  été 
d'abord  proposés  par  Riemann.  On  peut  les  énoncer  d'une  manière 
générale  comme  il  suit  :  Faire  correspondre  les  points  d'une  portion 
du  plan  limitée  par  une  courbe  A  à  ceux  d'une  autre  portion  donnée 
limitée  par  une  courbe  B,  de  manière  que  les  parties  infiniment 
petites  correspondantes  soient  semblables.  On  peut  encore,  au  lieu 
de  deux  portions  de  plan,  considérer  deux  portions  de  surface  limi- 
tées par  des  courbes  déterminées.  Nous  aurons  l'occasion  de  revenir 
sur  ces  problèmes  à  propos  des  recherches  de  Riemann. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 
T.  LXX;  1870. 

N°  7.  Séancedu  14  février  1870. 

M.  Bertrand  fait  hommage  à  l'Académie  du  second  Volume  de  son 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral. 

M.  DE  Saint-Venant.  —  Sur  une  détermination  rationnelle ,  par 
approximation,  de  la  poussée  qu'exercent  des  terres  dépourvues  de 
cohésion,  contre  un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque. 

(*)   Voir  Bulletin,  p.  29. 
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M.  MoniN.  —  Rapport  sur  le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le 
29  mai  1869,  par  M.  Tresca,  sur  le  poinçonnage  et  sur  la  théorie  mé- 
canique de  la  déformation  des  corps  solides. 

M.  DE  Saint- Venant.  —  Preuve  théorique  de  l  égalité  des  deux 
coefficients  de  résistance  au  cisaillement  et  à  V extension  ou  à  la  com- 
pression dans  le  mouvement  continu  de  déformation  des  solides  ductiles 
au  delà  des  limites  de  leur  élasticité. 

M.  DE  Saint-Venant.  —  Rapport  sur  cinq  Mémoires  de  M.  Félix 
Lucas,  intitulés  :  Tleclierclies  concernant  la  Mécanique  des  atomes, 
présentés  les  10  juillet,  5  octobre,  \6  et  i?»  novembre,  et  \'"'  décembre 
1868. 

M.  JoKDAN.  —  Sur  une  nouvelle  combinaison  des  vingt-sept  droites 
d'une  surface  du  troisième  ordre.  , 

M.  Pellet.  —  Sur  les  fonctions  irréductibles  suivant  un  module  pre- 
mier et  une  fonction  modulaire. 

M.  RiBAtJcouR.  —  Note  sur  la  déformation  des  surfaces. 

M.  Mannlieim  a  montré  que  lorsqu'un  corps  invariable  de  forme 
est  assujetti  à  quatre  conditions,  ses  points  décrivent  des  surfaces,  et 
qu'à  un  instant  déterminé,  les  normales  à  ces  surfaces  s'appuient 
toutes  sur  deux  droites.  Cela  posé,  dans  le  cas  où  ces  deux  droites  se 
rencontrent  toujours,  les  lieux  de  leurs  points  de  rencontre  dans 
l'espace  et  dans  le  corps  sont  deux  surfaces  applicables  l'une  sur 
l'autre. 

C  est  là  un  des  principaux  théorèmes  énoncés  dans  la  Note  de 
M.  Ribaucour.  On  voit  que  cette  proposition  est  l'analogue  de  la 
sui\ante  :  Quand  une  figure  se  déplace  dans  un  plan,  le  lieu  des 
centres  instantanés  de  rotation  dans  la  figure  forme  une  courbe  qui 
roule  sur  la  courbe  lieu  des  centres  instantanés  sur  le  plan  fixe. 

TS°8.  Séance  dn  21  fé?rier  1870. 

M.  de  Saint-Venant.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Boussi- 

nesq,  présenté  le  19  avril  1869,  avec  additions  du  19  novembre,  et  re- 
latif à  la  théorie  des  ondes  liquides  périodiques . 

iNI.  DE  Saint-Venant.  —  Rapport  sur  un  complément,  présenté  par 
M     Tresca,  le  j  février  i8jo,   à  son  Mémoire  du    jj  novembre  1864, 
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rebâti  f  à  V  écoulement  des  corps  solides  malléables  poussés  hors  d^un  vase 
cylindrique  par  un  orifice  circulaire. 

M.  Halphen.  —  Mémoire  sur  les  courbes  gauches  algébriques. 

L'auteur  donne,  dans  l'extrait  inséré,  des  théorèmes  généraux  sur 
la  théorie  difficile  et  importante  des  courbes  gauches  algébriques. 
L'une  des  conséquences  les  plus  simples  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  surfaces  de  degré  minimum  qui  passent  par  une  ligne  algé- 
brique quelconque  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  coupent 
en  outre  cette  dernière,  seulement  suivant  des  droites  d'un  même 
système. 

M.  Newcomb.  —  Aperçu  d'une  méthode  directe  et  facile  pour  effec- 
tuer le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  coefficients 
différentiels. 

M.  Martin  (Ad.).  —  Sur  la  méthode  suivie  par  L.  Foucault,  pour 
reconnaître  si  la  surface  d'un  miroir  est  rigoureusement  parabolique . 

N°  9.  Séance  dn  28  février  1870. 

M.  Lambert  (Gustave).  —  Détermination  expérimentale  de  la  forme 
de  la  Terre. 

M.  Lambert  soumet  au  jugement  de  l'Académie  différents  pro- 
cédés simples  de  mesure,  qu'il  se  propose  d'employer  dans  son  expé- 
dition prochaine  au  pôle  Nord. 

M.  Lucas  (F.).  —  Note  relative  à  l'état  physique  des  corps. 

M.  Montucci.  —  Sur  la  méthode  de  Gauss  pour  l'abaissement  des 
équations  trinômes. 

M.  Montucci  fait  observer  qu'à  l'époque  où  il  a  publié  une  mé- 
thode pour  l'abaissement  des  équations  trinômes ,  il  ignorait  que 
Gauss  eût  traité  le  même  sujet  (*).  «  Cet  illustre  mathématicien 
arrive,  dit-il,  par  un  artifice  algébrique,  aux  résultats  que  j'obtiens 
par  une  voie  rigoureusement  géométrique  (**)   )). 

M.  Martin  (Ad.).  —  Méthode  d'autocollimation  de  L.  Foucault^ 
son  application  à  l'élude  des  miroirs  paraholiques . 

(*)  OEuvrcs  de  Gauss,  t.  III,  p.  87. 

(**)  Voir  Comptes  rendus,  t.  L\IX,  p.  5j5  et  7,57. 


€6  BULLETIN  DES  SCIENCES 

N"  40.  Séance  dn  7  mars  1870. 

M.  DE  Saint-Venant.  —  Sur  l'établissement  des  équations  des  mou- 
vements intérieurs  opérés  dans  les  corps  solides  ductiles  au  delà  des 
limites  où  V élasticité  pourrait  les  ramener  à  leur  premier  état. 

M.  BnioscHi.  —  Sur  la  bissection  des  fonctions  hyperelliptiques. 

L'éminent  géomètre  italien  établit  un  théorème  important,  relatif 
aux  fonctions  abélienncs  à  radicaux  carrés.  Si  le  polynôme  sous  le 
radical  est  de  degré  2/)  -+-  i ,  on  n'a  pour  elïectuer  la  bissection  qu'à 
résoudre  une  équation  de  degré/).  «  Ce  résultat,  dit-il,  vient  con- 
firmer et  préciser  le  caractère  exceptionnel  des  équations  de  la  bis- 
section que  jM.  Jordan  a  mis  en  évidence  au  n"  491  de  son  excellent 
Traité  des  substitutions  et  des  équations  algébriques.  » 

M.  BouKGET.  —  Sur  le  développement  algébrique  de  la  fonction  per- 
turbatrice. 

Nous  ne  parlerons  pas  encore  de  cette  importante  Note,  l'auteur 
se  proposant  de  présenter  ses  recherches  développées  à  l'Académie. 

M.  Lucas  (F.).  —  Calcul  des  paramètres  physiques  et  des  axes  prin- 
cipaux en  un  point  quelconque  d'un  système  atomique. 


MÉLANGES. 
NOTICE  SUR  LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  DE  N.-I.  LOBATCHEFSKY. 

Les  importants  travaux  auxquels  ont  donné  lieu  les  découvertes 
de  Lobatchefsky  dans  ces  dernières  années,  les  débats  auxquels  son 
nom  s'est  trouvé  mêlé  ont  attaché  à  la  biographie  de  ce  géomètre 
un  intérêt  réel,  et  M.  le  prince  Boncompagni  a  rendu  un  vrai  ser- 
vice à  l'histoire  scientifique  en  insérant  dans  son  Bulletin  (*)  une 
traduction  d'un  éloge  de  Lobatchefsky,  par  M.  le  professeur  lani- 
chefsky,  de  l'Université  de  Kazan. 

Ce  discours,  en  nous  retraçant  la  vie  du  savant  dont  les  travaux 
tendent  à  prendre  une  place  importante  dans  la  science,  nous  montre 


(*)  Notice  historique  sur  la  vie  et  les  travaux  de  N.-I.  Lobatchefsky.  Discours  pro- 
noncé dans  la  séance  solennelle  de  l'Université  impériale  de  Kazan,  le  yï  novembre 
i868,  par  E.  lanichefsky.  Traduit  du  russe  par  A.  Potocki.  {Bullettino  di  Bibliografia  e  dl 
Storia  délie  Scienze  matcmatiche  e  fsiche,  t.  II  ;  mai  1869.) 
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aussi,  dans  le  même  homme,  l'administrateur  éminent  et  infatigable 
dont  le  dévouement,  secondé  par  la  libéralité  habituelle  du  Gouver- 
nement russe  pom*  tout  ce  qui  touche  au  progrès  scientifique,  a  fait 
monter,  en  peu  d'années,  l'Université  de  Kazan  au  rang  si  élevé 
qu'elle  occupe  maintenant  dans  le  haut  enseignement  européen.  Nous 
regrettons  que  les  limites  imposées  à  cet  article  ne  nous  permettent 
pas  d'insister  sur  l'histoire,  si  instructive,  de  la  création  de  ce  grand 
Établissement,  et  d'étudier  les  causes  auxquelles  il  doit  sa  prospé- 
rité. Si  nous  pouvions  montrer,  par  le  détail  des  faits,  comment, 
pour  arriver  à  de  si  prodigieux  résultats,  pour  implanter  en  si  peu 
de  temps  les  hautes  études  à  l'extrême  frontière  de  l'Europe  civi- 
lisée, il  a  suffi  de  laisser  se  développer  librement  l'admirable  organi- 
sation universitaire  empruntée  à  l'Allemagne,  en  lui  accordant  gé- 
néreusement les  subventions  nécessaires,  peut-être  fermerions-nous 
la  bouche  à  ceux  qui  osent  prétendre  que  notre  pays  est  incapable 
de  pareils  résultats,  et  que,  seul  entre  tous,  il  doit  concentrer  sur 
un  seul  point  toute  son  activité  intellectuelle.  Nous  nous  contente- 
rons, pour  le  moment,  d'extraire  du  travail  de  M.  lanichefsky  ce 
qui  touche  particulièrement  à  la  biographie  du  géomètre,  nous  ré- 
servant de  revenir,  dans  d'autres  articles,  sur  ses  travaux,  dont  une 
partie  seulement  est  connue  dans  l'Europe  occidentale,  et  dont  l'im- 
portance historique  est  accrue  par  les  vues  nouvelles  qu'ils  ren- 
ferment et  qui  intéressent  encore  les  progrès  de  la  science. 

Nicolas-Ivanovitch  Lobatchefsky  naquit  en  1793,  dans  le  district 
de  Makarief,  dépendant  du  Gouvernement  de  Nijni-Novgorod.  Son 
père  appartenait  à  la  classe  des  petits  fonctionnaires,  et  ses  minces 
émoluments  lui  suffisaient  à  grand 'peine  pour  soutenir  sa  famille, 
composée  de  sa  femme  Praskovia  Ivanovna,  et  de  ses  trois  fils 
Alexandre,  Nicolas  et  Alexis  (*).  Il  mourut  vers  l'année  1800,  lais- 
sant sa  famille  dans  la  misère.  Sa  veuve  vint  s'établir  à  Kazan  avec 
ses  enfants,  qui  entrèrent  successivement  comme  boursiers  au  Gym- 
nase de  cette  ville.  Nicolas  y  fut  inscrit  le  -p^  novembre  1802.  Il  y 
fit  de  bonnes  études,  et  cultiva  principalement  le  latin  et  les  mathé- 
matiques. 

L'Université  de  Kazan  ayant  été  fondée  en  i8o5,  il  y  fut  admis. 


(*)  L'aîné,  Alexandre,  se  noya  on  1807  dans  la  Kazanka.  Le  plus  jeune,  Alexis,  habite 
actuellement  Kazan,  comme  professeur  retraité. 
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deux  ans  plus  tard,  comme  élève  de  1  Etat.  Vers  cette  époque,  grâce 
aux  soins  du  curateur  Roumofsky,  le  personnel  de  l'Université  se 
fortifia  par  l'arrivée  de  plusieurs  professeurs  allemands,  parmi  les- 
quels nous  remarquons  les  noms  de  Bartels,  l'ami  d'enfance  de 
Gauss;  de  J.  Littrow,  le  futur  directeur  de  l'Observatoire  de  Vienne, 
et  du  professeur  de  physique  Bronner.  Ces  trois  hommes  éminents 
reconnurent  bientôt  l'aptitude  extraordinaire  du  jeune  Lobatchefsky^ 
ils  le  prirent  en  alfection,  et  lui  consacrèrent  leur  attention  particu- 
lière. Ce  fut  par  leur  intervention  qu'il  obtint,  en  i8i  i,  ses  grades 
de  candidat  et  de  magister,  qu'il  avait  mérités  par  ses  fortes  études, 
mais  que  l'Administration  universitaire  voulait  lui  refuser  pour  le 
punir  de  quelques  infractions  à  la  discipline. 

Il  lit  ses  débuts  dans  l'enseignement  en  1812,  et  fut  chargé  du 
cours  d'Arithmétique  et  de  Géométrie  pour  les  aspirants  fonction- 
naires, d'abord  comme  suppléant  de  son  frère  Alexis,  et  bientôt  après 
comme  titulaire.  En  i8i4,  on  le  nomma  professeur  adjoint,  en  ajou- 
tant à  ses  fonctions  celles  de  suppléant  de  Simonof,  qui  venait  d'être 
attaché,  comme  astronome,  à  un  voyage  de  circumnavigation.  Promu, 
en  1816,  au  titre  de  professeur  extraordinaire,  il  continua  à  s'occu- 
per de  ces  divers  enseignements,  en  faisant  en  outre  un  cours  sup- 
plémentaire de  Physique. 

Depuis  l'année  18 19  jusqu'à  la  fin  du  règne  de  l'empereur 
Alexandre  P"",  l'Université  de  Kazan  eut  à  traverser  une  crise  dé- 
sastreuse, et  l'enseignement  fut  entravé  et  mutilé  par  l'esprit  tracas- 
sier  et  le  fanatisme  étroit  du  curateur  Magnitsky.  Pendant  ce  temps, 
Lobatchefsky,  déjà  absorbé  par  la  multiplicité  des  leçons  de  diverse 
nature  dont  une  mesquine  économie  surchargeait  alors  les  profes- 
seurs, réduits  à  un  nondîre  insuffisant,  dut  encore  fournir  les  innom- 
brables Rapports  de  toute  espèce  qu'exigeait  une  Administration 
inquisitoriale  sur  les  étudiants,  ainsi  que  sur  les  Ecoles  et  les  Gym- 
nases du  district. 

En  1820,  trois  ans  avant  sa  promotion  au  titre  de  professeur  ordi- 
naire, il  commença  à  prendre  part  à  la  direction  de  l'Université,  en 
succédant  à  Bartels  comme  doyen  de  la  Faculté  physico-mathéma- 
tique, et,  sauf  une  seule  année  d'interruption,  il  ne  cessa  d'occuper 
ce  poste  (ju'au  moment  où  il  fut  élevé  à  des  fonctions  supérieures. 

Outre  son  enseignement  et  la  direction  du  personnel,  Lobatchefsky 
rul  à  s'occuper  de  la  bibliothèque  et  des  collections  de  l'Université, 
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laissées  jusque-là  dans  un  désordre  incroyable.  Longtemps  ses  elïbrts 
de  réorganisation  rencontrèrent  des  obstacles  insurmontables,  et  il 
n'obtint  de  résultats  séi'ieux  qu'après  la  chute  du  système  de  Mag- 
nitsky. 

Enfin,  en  1827,  après  l'avénemcnt  de  l'empereur  JNicolas,  Mag- 
nitsky  tomba  en  disgrâce ,  et  le  gouvernement  confia  à  Moucine- 
Pouchkine  les  fonctions  de  curateur  de  l'Université  de  Kazan,  pour 
laquelle  s'ouvrit  dès  lors  une  ère  de  prospérité.  Le  nouveau  curateur, 
ayant  reconnu  dans  Lobatchefsky  l'homme  le  plus  capable  de  le 
seconder,  usa  de  son  influence  pour  le  faire  élire  recteur.  Quelques 
années  après,  l'Université  était  régénérée;  le  personnel  enseignant 
était  complété  et  mieux  choisi  5  la  direction  de  l'enseignement  avait 
recouvré  la  liberté  nécessaire  au  développement  de  l'esprit  scienti- 
fique; les  bâtiments  de  l'Université  étaient  reconstruits  à  neuf-,  l'Ob- 
servatoire était  fondé  et  muni  des  meilleurs  instruments;  la  biblio- 
thèque, mise  en  ordre,  s'enrichissait  de  toutes  les  publications 
littéraires  et  scientifiques  de  l'Europe;  un  atelier  de  construction 
pour  les  instruments  de  Physique  était  installé  dans  l'Université  ; 
les  immenses  trésors  minéralogiques  de  la  Russie  s'étalaient  dans  les 
collections,  les  plus  belles  peut-être  du  continent. 

Lobatchefsky  ne  reculait  devant  aucune  fatigue  pour  l'exécution 
de  ces  travaux,  dont  il  avait  tant  de  droits  d'être  fier.  Afin  de  pou- 
voir mieux  diriger  la  construction  des  édifices  universitaires,  il  ap- 
prit l'architecture,  et  ses  connaissances  dans  cet  art  le  mirent  à 
même  de  rendre  d'importants  services,  en  revisant  les  plans  et  en 
diminuant  les  dépenses,  qui,  chose  bien  rare,  restèrent  notablement 
au-dessous  des  devis  primitifs.  11  travaillait  de  ses  propres  mains  à 
l'arrangement  des  livres  et  des  collections.  Un  voyageur  qui  visita 
Kazan  en  1 843  nous  a  raconté  qu'il  trouva  Lobatchefsky  livré  à  ces 
occupations  manuelles  dans  un  costume  peu  solennel,  et  qu'il  par- 
courut avec  lui  les  cabinets  et  les  ateliers,  sans  se  douter  pendant 
tout  ce  temps  que  son  obligeant  cjcerone  fût  le  Conseiller  dÉtat  ac- 
tuel, recteur  de  l'Université.  Ebloui  de  toutes  les  merveilles  qui 
venaient  de  passer  sous  ses  yeux,  il  eut  même,  en  sortant,  la  velléité 
de  témoigner  pécuniairement  sa  reconnaissance.  Les  regards  indi- 
gnés de  son  interlocuteur  lui  firent  bien  vite  comprendre  son  erreur. 
Le  soir,  tout  était  oublié,  lorsqu'ils  se  retrouvèrent  à  la  table  hospi- 
talière du  Gouverneur. 
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Le  courage  de  Lobatcliefsky  et  son  dévouement  pour  le  personnel 
confié  à  sa  direction  se  montrèrent  avec  éclat  pendant  la  terrible 
invasion  du  choléra  qui  vint  décimer  la  ville  de  Kazan  à  la  fin  de 
l'année  i83o.  Lobatchefsky  recueillit  plusieurs  des  professeurs,  avec 
leurs  familles,  et  une  partie  des  étudiants,  dans  les  bâtiments  de 
l'Université,  dont  il  fit  fermer  rigoureusement  les  portes,  et  qui, 
pendant  toute  la  durée  de  l'épidémie,  resta  séquestrée  du  reste  de  la 
ville,  sans  autre  communication  avec  le  dehors  que  celles  qui  étaient 
nécessaires  aux  approvisionnements.  Grâce  aux  précautions  hygié- 
niques qu'il  prescrivit  et  à  la  salutaire  influence  qu'il  exerça  sur  le 
moral  de  ceux  qui  l'entouraient,  la  colonie  des  réfugiés,  composée 
de  cinq  cent  soixante  personnes,  n'eut  à  déplorer  que  seize  victimes 
du  fléau,  chiiïi'e  insignifiant  en  comparaison  de  l'eflVayante  morta- 
lité qui  i^égnait  dans  le  reste  de  la  ville. 

En  1842,  lors  du  violent  incendie  qui  dévora  la  moitié  de  la  ville 
de  Kazan,  Lobatchefsky  eut  la  douleur  de  voir  ses  plus  belles  con- 
structions, son  observatoire,  à  peine  terminé,  devenir  la  proie  des 
flammes.  Sa  courageuse  activité  ne  se  démentit  pas  dans  cette  cir- 
constance, et  il  parvint  à  sauver  ses  précieux  instruments  et  la  bi- 
bliothèque. Deux  ans  après,  les  bâtiments  étaient  rétablis  et  toute 
trace  du  désastre  avait  disparu. 

Ainsi  vécut  Lobatchefsky  pendant  près  de  vingt  ans,  au  milieu  des 
soins  multiples  du  professorat  et  de  l'administration,  absorbé  tout 
entier  par  des  travaux  auxquels  on  eût  eu  peine  à  croire  que  l'exis- 
tence d'un  seul  homme  put  suffire.  Sauf  quelques  courtes  excur- 
sions pour  visiter  les  autres  Universités  de  l'Empire,  il  ne  s'absenta 
guère  de  Kazan,  et  l'histoire  de  sa  vie  se  confond  avec  celle  de  sa 
chère  Université. 

C'est  à  cette  même  époque  qu'il  se  livra  aux  recherches  mathéma- 
tiques qui,  depuis,  ont  illustré  son  nom,  mais  qu'il  n'eut  pas  la  sa- 
tisfaction de  voir  apprécier  par  la  plupart  de  ses  contemporains. 
Cependant  le  suffrage  de  Gauss  put  le  dédommager  de  l'indifférence 
générale,  et  lui  valut  l'honneur  d'être  élu,  en  1842,  correspondant 
de  la  Société  Royale  de  Goettingue.  11  faut  ajouter  que  ses  ouvrages 
les  plus  considérables  et  les  plus  clairement  développés  ont  été  rédi- 
gés en  langue  russe,  et  que  ceux  qu'il  a  fait  paraître  en  français  et 
en  allemand  ne  contiennent  peut-être  pas  tous  les  détails  nécessaires 
pour  des  lecteurs  non  préparés. 
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Vers  le  milieu  de  l'année  1846,  pour  des  raisons  qui  nous  sont- 
inconnues,  Lobatcliefsky  fut  mis  à  la  retraite  et  enlevé,  malgré  le 
vœu  unanime  de  ses  collègues,  à  ses  doubles  fonctions  de  professeur 
et  de  recteur,  bien  que  sou  âge  et  sa  santé  semblassent  lui  permettre 
de  rendre  encore  d'utiles  services.  On  le  chargea  de  remplir,  comme 
vice-curateur,  l'intérim  de  la  place  laissée  vacante  par  le  départ  du 
curateur  Mouciue-Pouclikine,  appelé  au  même  poste  près  de  l'Uni- 
versité de  Saint-Pétersbourg.  Cette  disgrâce  déguisée  lui  fut  extrê- 
mement pénible.  Au  regret  de  quitter  sa  cliaire  de  mathématiques 
se  joignit  celui  de  voir  changer  le  caractère  de  ses  relations  avec  ses 
collaborateurs,  et  affaiblir  l'autorité  morale  qu'il  avait  puisée  jusque- 
là  dans  leur  libre  choix.  Ses  rapports,  autrefois  si  bienveillants  avec 
le  Conseil  de  l'Université,  devinrent  plus  difficiles,  lorsque  ses  an- 
ciens collègues  purent  voir  en  lui  un  chef  imposé  par  l'Administra- 
tion. A  l'arrivée  du  nouveau  curateur,  en  1847,  Lobatchefsky  aban- 
donna définitivement  ses  fonctions,  et  ne  reparut  plus  à  l'Université 
que  pour  prendre  part  quelquefois  aux  examens. 

Au  chagrin  que  lui  causa  son  changement  de  position  vint  s'ajou- 
ter la  perte  d'un  fils  aimé,  et  ce  nouveau  malheur  porta  un  coup 
fatal  à  sa  santé  physique  et  morale,  déjà  ébranlée.  Pendant  quelques 
années  encore,  il  se  survécut  à  lui-même,  et  ses  amis  virent  avec 
tristesse  s'obscurcir  cette  noble  intelligence.  Un  seul  sentiment  l'ani- 
mait encore,  son  affection  pour  son  Université.  Lorsque  celle-ci,  en 
i855,  célébra  le  cinquantième  anniversaire  de  sa  fondation,  Loba- 
tchefsky recueillit  le  reste  de  ses  forces  pour  lui  apporter  son  dernier 
tribut,  sa  Pangéométrie,  résumé  de  ses  belles  découvertes  et  digne 
couronnement  d'une  vie  si  bien  remplie.  11  acheva  de  mourir,  quel- 
ques mois  après,  le  \^  février  i856,  à  l'âge  de  soixante-deux  ans. 

J.    HoiJEL. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE, 
PLUECRER  (J.).  —  Neue  Geometkie  des  Raumes,  gegrïjndet  kvf 

DIE  BeTHACHTLNG   DER   GERADEIS  LiNIE   ALS  Rai :MELEME^'T.  1  Abtll., 

1868.    II   Ahth.    (herausg.    von   F.    Rlei»),    1869.   —  Leipzig, 
Teubner.  Prix  ;  5  thlr. 

Dans  les  derniers  temps  de  sa  vie,  Pliicker  avait  repris  ses  recher- 
ches de  Géométrie  abandonnées  depuis  près  de  trente  ans.  Un  Mé- 
moire inséré  aux  Transactions  philosophiques  pour  i865,  et  qui  a  été 
traduit  en  français  (*),  pose  les  fondements  d'une  doctrine  nouvelle 
dont  le  développement  promet  de  conduire  à  d'importantes  décou- 
vertes. L'impression  d'un  Ouvrage  qui  devait  résumer  ses  travaux  rela- 
tifs à  la  «  Nouvelle  Géométrie  de  l'espace  »  était  commencée  sous  les 
yeux  de  l'auteur,  quand  la  mort  vint  le  surprendre,  comme  Archi- 
mède,  au  milieu  de  ses  calculs.  L'éditeur  a  fait  paraître  la  première 
Partie  de  l'Ouvrage  avec  une  préface  deM.  Clebsch  ^  la  seconde  Partie, 
achevée  par  M.  Félix  Klein,  le  collaborateur  de  Pliicker  et  le  confi- 
dent de  ses  desseins,  vient  d'être  mise  en  vente  également.  Quelques- 
uns  des  résultats  contenus  dans  la  première  Partie  avaient  été  déjà 
établis  par  M.  Battaglini  (**)  en  1866;  de  son  côté,  M.  Klein  a  dé- 
veloppé les  théories  de  Pliicker,  par  les  méthodes  beaucoup  plus 
élégantes  de  l'Algèbre  supérieure,  dans  une  Thèse  et  dans  deux  Notes 
insérées  aux  Ma(he7natische  Annalen  (***).  Nous  allons  essayer  d'in- 
diquer brièvement  le  point  de  départ  de  ces  recherches  et  de  donner 
une  idée  de  leur  portée. 

L'équation 

■r  ^  ^-  jy)  -f-  2  Ç  =  I 

est  celle  dun  plan  (^,  »,  ^),  considéré  comme  lieu  géométrique  des 
points  (a?,  y,  s),  ou  bien  celle  d'un  point  [x^  t/,  2),  considéré  comme 
pivot  des  plans  (|,  vj,  ^).  Un  point  est  donc  déterminé  par  trois  coor- 
données x^  y,  5,  un  plan  par  trois  coordonnées  ^,  yj,  ^.  Une  ligne 
droite  serait  complètement  déterminée  par  quatre  constantes  ou  coor- 
données, mais  l'on  obtient  des  formules  plus  symétriques  en  intro- 


(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2®  série,  t.  XI. 
(**)  Jtti  délia  R.  Ace.  di  Napoli,  t.  III. 
(***)  Math.  Âiin.,  t.  II,  p.  198  et  3;!. 

Dull.  des  Sciences  mathèm.  et  astron.  t.  I.   (Murs,  1870.) 


74  BULLETIN   DES  SCIENCES 

duisant  six  coordonnées  liées  par  une  équation  homogène,  et  qui 
n'entrent  dans  les  équations  de  la  droite  que  par  leurs  rapports. 

Ces  six  coordonnées  peuvent  d'ailleurs  être  choisies  de  deux  ma- 
nières difterentes,  selon  qu'on  voudra  définir  la  droite  comme  rayon^ 
c'est-à-dire  comme  lieu  géométrique  des  points  [x^  y,  z) ,  ou  bien 
comme  axe,  c'est-à-dire  comme  intersection  des  plans  (|,  yj,  ^). 

Plùcker  prend  pour  coordonnées  radiales  de  la  droite  les  six  quan- 
tités 

X=:x  —  x',        Y=7--/,  Z=z  —  z', 

L  =  yz'  —  zy,     M  =  zx'  —  xz',     N  =  xy'  —  fx'. 
Les  trois  premières  sont  les  projections  de  la  distance 


de  deux  points  de  la  droite  ;  les  trois  dernières  sont  les  projections  de 
l'aire 

qui  représente  le  double  du  triangle  formé  par  les  deux  points  et  par 

l'origine.  On  a 

(i)  XL  +  YM  +  ZN  =  o, 

et  les  équations 

Yz  —  Zx=L,     Zx  —  Xz  =  M,     Xf—Yx  —  fi 
sont  celles  des  trois  projections  d'un  rayon.  Les  rapports 


X 

Y 

Z 

L 

M 

N 

R' 

R' 

R' 

S' 

S' 

S 

déterminent  la  direction  du  rayon  et  son  plan,  c'est-à-dire  le  plan 
passant  par  l'origine  qui  le  renferme  ^  le  rapport 

S 
'  =  R 

donne  la  distance  du  rayon  à  l'origine.  Si  R  représente  une  force,  S 
sera  le  moment  de  cette  force.  Les  valeurs  absolues  des  composantes 
X,  Y,  Z,  L,  M,  N  la  déterminent  dans  l'espace  5  ce  sont  les  six  coor- 
données radiales  d'une  force,  et  elles  représentent  cinq  constantes  à 
cause  de  la  relation  (i).  Si  l'on  supprimait  cette  relation,  les  six  coor- 
données deviendraient  indépendantes.  Les  trois  premières  (X,  Y,  Z) 
donneraient  la  direction  et  l'intensité  d'une  force,  les  trois  autres  (L, 
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M,  N)  l'axe  et  le  moment  d'un  couple^  on  pourrait  donc  los  appeler 
les  six  coordonnées  d'un  dyname,  en  entendant  par  ce  mot  la  cause 
qui  produit  le  mouvement  d'un  système  rigide. 

Les  coordonnées  axiales  d'une  droite  sont  les  six  quantités  (X,  ?T,  iô, 
4^,  3TL,  3L,  qu'on  obtient  en  écrivant  |,  »3,  ^  à  la  place  de  a?,  1/,  z  dans 
les  expressions  des  coordonnées  radiales.  Elles  satisfont  à  la  relation 
homogène 
(2)  Xil-i-^Uïl-i-l!=yL  =  b, 

et  les  trois  équations 

sont  celles  des  points  d'intersection  d'un  axe  avec  les  plans  coordon- 
nés. En  désignant  encore  par  <^,  §  les  quantités  analogues  à  11,  S,  on 
trouve,  pour  la  même  droite, 


X_Y        Z_R_L_M_ 

N_  S 

J^~~  DXL^  3IL~  §~  X"  U  ^ 

S>       cA. 

Les  six  coordonnées  axiales,  multipliées  par  un  certain  facteur, 
déterminent  une  rotation.  Si  l'on  supprime  la  relation  (2),  elles  re- 
présentent les  six  coordonnées  d'un  mouvement,  car  elles  déterminent 
alors  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  et  une  translation  paral- 
lèle à  un  autre  axe. 

Toutes  ces  formules  deviennent  encore  plus  symétriques  par  l'in- 
troduction des  coordonnées  homogènes  ou  tétraédriques  du  j)oint  et 
du  plan.  Soit  donc 

X,l,+  Xilt^  Xi^i-h  Xili=0 

l'équation  d'un  plan  (£1,  I2,  ^3,  ,^4),  ou  celle  d'un  point  (j^i,  a^o,  d?3,  ^^4). 
Les  coordonnés  radiales  d'une  droite  seront  les  six  déterminants 

qui  satisfont  à  la  relation 

(j)  Xl2X3<  -f-    Xl3  A,S2  -H    X|4  X23  =^^  O, 

et  la  droite  sera  représentée  par  quatre  équations  de  la  forme 

Xi  X23  -f  ^^2X31  -t-  aTjXn  =  O. 

On  obtiendra  les  coordonnées  et  les  équations  axiales  en  écrivant 

6. 
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partout  I  pour  x,  et  l'on  aura  généralement 

OU  bien 

(4)  X„^=A-.5G^s, 

en  désignant  par  k  une  constante  et  en  associant  les  indices  a|3,  yâ 
comme  dans  l'équation  (3). 

Considérons  maintenant  une  équation  /"  =  o ,  dont  les  variables 
soient  les  six  coordonnées  radiales  X^^^  ;  elle  représente  ce  que  Plû- 
cker  appelle  un  faisceau  ou  complexe  de  dynames.  Si  les  X  satisfont  à 
la  condition  (3),  l'équation  f=o  est  celle  d'un  complexe  de  forces^ 
si,  de  plus,  /"est  une  fonction  liomogène  des  X,  l'équation  f  =o  re- 
présente un  complexe  de  rayons.  Si  nous  remplaçons  les  coordonnées 
radiales  par  les  coordonnées  axiales,  nous  avons  des  complexes  de 
mouvements,  de  rotations  simples  et  d'axes. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que,  dans  l'équation  homogène  /"^o,  on 
peut  écrire  les  X  à  la  place  des  X,  ou  vice  versa.,  à  cause  de  la  rela- 
tion (4).  On  prévoit  aussi  que  les  coordonnées  absolues  d'un  dy- 
name  pourront  remplacer  celles  du  mouvement  dont  il  est  la  cause, 
puisqu'il  y  a  proportionnalité  entre  la  cause  et  l'effet  5  on  pourra 
confondre  le  dyname  et  le  mouvement.  «  Ainsi,  dit  Pliicker,  dans  la 
ligne  droite  se  résout  la  réciprocité  du  point  et  du  plan,  dans  le  dy- 
namo la  réciprocité  des  forces  et  des  rotations.  Un  complexe  de  droites 
peut  se  mettre  en  équation  de  deux  manières,  un  complexe  de  dy- 
names également.  Les  propriétés  des  deux  espèces  de  complexes  of- 
frent une  dualité  analogue.  » 

On  peut  encore  supposer  que  l'équation  /"=  o  soit  homogène,  mais 
que  la  condition  (3)  ne  soit  pas  remplie.  «  Dans  ce  cas,  dit  Pliicker, 
on  se  trouve  en  présence  de  lieux  géométriques  qui  sont  aux  dy- 
names ce  que  les  lignes  droites  sont  aux  forces  et  aux  rotations.  »  On 
s'assure  facilement  que  l'équation  f=o  représente  alors  des  com- 
plexes d'axes  principaux. 

Le  degré  d'un  complexe  est  celui  de  son  équation.  Les  coordonnées 
Xa3,  qvii  y  figurent  comme  variables,  peuvent  être  considérées  comme 
des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  a?„,  x'  de  deux  points.  Par 
conséquent,  si  l'un  de  ces  points  est  donné,  l'équation  f=o  repré- 
sente un  faisceau  de  droites,  ou  un  cône  de  degré  w,  dont  le  sommet  se 
trouve  au  point  donné.  En  coordonnées  axiales,  elle  représente  une 
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courbe  de  la  clasae  w,  située  dans  un  plan  donné.  Les  lignes  droites 
appartenant  à  un  complexe  peuvent  donc  être  groupées  de  deux  ma- 
nières :  par  cônes  émanant  de  tous  les  points  de  l'espace,  et  par  tan- 
gentes enveloppant  une  courbe  dans  tous  les  plans  de  l'espace. 

Les  droites  communes  a  deux  complexes  forment  une  congruence  ; 
celles  qui  appartiennent  à  trois  complexes  forment  une  surlace  ré- 
glée. Quatre  complexes  déterminent  un  nombre  fini  de  droites  dans 
l'espace.  Les  complexes  de  droites  réalisent  donc  une  Géométrie  à 
quatre  dimensions.  On  s'élève  à  six  dimensions  par  la  considération 
des  dynames. 

Plûcker  n'a  élaboré  que  la  théorie  des  complexes  du  premier 
et  du  second  degré.  Ceux  du  premier  degré  s'appellent  complexes 
linéaires. 

Toutes  les  droites  d'un  complexe  linéaire  qui  passent  par  un  point 
donné  sont  dans  un  plan,  et  toutes  celles  qui  tombent  dans  ce  plan 
se  coupent  en  ce  point.  Chaque  point  de  l'espace  a  donc  son  plan 
coordonné,  et  réciproquement.  La  ligne  qui  joint  deux  points,  et 
l'intersection  de  leurs  plans  coordonnés,  forment  un  couple  de  po- 
laires conjuguées.  Lorsqu'un  plan  tourne  autour  d'un  axe,  le  point 
coordonné  décrit  un  rayon  qui  est  la  polaire  conjuguée  de  l'axe, 
et  cette  relation  des  deux  droites  est  réciproque.  Toute  droite  qui 
rencontre  deux  polaires  conjuguées  fait  partie  du  complexe. 

Un  complexe  linéaire  est  déterminé  par  cinq  de  ses  droites,  ou  par 
une  droite  et  deux  polaires  conjuguées.  Les  deux  droites  qui  rencon- 
trent quatre  droites  du  complexe  sont  toujours  deux  polaires  conju- 
guées. 

Les  points  coordonnés  à  des  plans  parallèles  forment  une  ligne 
droite  que  Plûcker  appelle  le  diamètre  du  complexe.  Tous  les  diamè- 
tres du  même  complexe  sont  parallèles  entre  eux.  Il  y  en  a  toujours 
un  qui  est  perpendiculaire  à  ses  plans  :  c'est  Y  axe  du  complexe,  et  ses 
plans  s'appellent  sections  principales.  Si  nous  prenons  cet  axe  pour 
axe  des  z,  l'équation  du  complexe  ne  renferme  plus  qu'une  seule  con- 
stante, le  paramètre  ^;  elle  devient 

N-i-AZ=o,     ou  bien     i -i- A"2)î)  =  o. 

Un  complexe  linéaire  n'est  point  altéré  par  une  translation  paral- 
lèle à  son  axe,  ni  par  une  rotation  autour  de  cet  axe.  Le  rapport  de 
la  composante  Z  d'une  force  dirigée  suivant  un  rayon  du  complexe, 
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au  moment  N  de  cette  force  par  rapport  à  l'axe  du  complexe,  est 
constant. 

Un  complexe  linéaire  peut  être  envisagé  comme  la  réunion  des 
tangentes  menées  à  des  hélices  qui  entourent  l'axe  du  complexe. 
Le  complexe  est  droit  ou  gauche,  selon  que  le  paramètre  est  positif 
ou  négatif.  Le  plan  coordonné  à  un  point  est  un  plan  oscillateur  de 
l'hélice  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  une  congruence  linéaire,  qui  est,  pour  ainsi  dire,  l'intersec- 
tion de  deux  complexes  linéaires,  chaque  point  de  l'espace  a  sa  droite 
adjointe quiletrayerse  (c'est  l'intersection  de  ses  deux  plans  coordon- 
nés). Chaque  plan  renferme  deux  points  qui  lui  sont  coordonnés,  et 
la  droite  qui  les  joint  est  la  droite  adjointe  à  ce  plan.  Ces  relations 
définissent  la  congruence  linéaire.  On  peut  encore  la  définir  :  l'en- 
semble de  toutes  les  droites  qui  coupent  deux  droites  données  (les 
directrices  de  la  congruence).  La  droite  adjointe  à  un  plan  est  donc 
celle  qui  joint  les  points  d'intersection  de  ce  plan  et  des  deux  direc- 
trices. 

Une  congruence  est  déterminée  par  quatre  de  ses  droites.  Deux 
polaires  conjuguées  d'un  complexe  sont  les  directrices  d'une  con- 
gruence qui  appartient  à  ce  complexe.  Les  deux  directrices  d'une  con- 
gruence sont  deux  polaires  conjuguées  de  chacun  des  complexes 
dont  cette  congruence  fait  partie. 

Trois  complexes  linéaires  déterminent  une  surface  du  second  ordre 
et  de  la  deuxième  classe.  Plûcker  fait  voir  que  toutes  les  propriétés 
de  ces  surfaces  peuvent  être  déduites  de  la  discussion  des  trois  équa- 
tions linéaires  qui  représentent  trois  complexes. 

Les  complexes  du  second  degré  donnent  lieu  à  des  théorèmes 
analogues. 

Chaque  plan  de  l'espace  renferme  une  courbe  de  la  deuxième 
classe,  appartenant  au  complexe  donné. 

Un  plan  étant  transporté  parallèlement  à  lui-même,  sa  courbe  dé- 
crit une  surface  équaloriale  ,•  s'il  tourne  autour  d'un  axe,  sa  courbe 
décrit  une  surface  méridienne  ;  ces  surfaces  sont  du  quatrième  ordre 
et  de  la  quatrième  classe.  Les  courbes  génératrices  s'appellent  respec- 
tivement/jara/Zè/es  et  méridiens  de  la  surface  qu'elles  engendrent. 

Les  centres  des  parallèles  d'une  surface  équatoriale  sont  situés  sur 
une  droite  :  c'est  le  diamètre  de  la  surface.  Les  pôles  de  l'axe  d  une 
surface  méridienne,  pris  par  rapport  aux  méridiens  successifs,  for- 
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ment  aussi  une  droite,  la  polaire  de  la  surface.  Cliaque  point  de  l'axe 
d'une  surface  méridienne  est  d'ailleurs  le  sommet  d'un  cône  du  com- 
plexe qui  enveloppe  cette  surface.  Les  plans  polaires  de  l'axe,  pris 
par  rapport  à  tous  ces  cônes,  enveloppent  la  polaire  de  la  surface  mé- 
ridienne. Une  surface  équatoriale  est  enveloppée  par  une  infinité  de 
cylindres  parallèles  au  plan  dont  le  mouvement  engendre  la  surface 
en  question. 

Le  diamètre  d'une  surface  équatoriale  est  un  diamètre  du  complexe; 
on  l'appelle  axe  du  complexe^  s'il  est  perpendiculaire  au  plan  qui  en- 
gendre la  surface.  Un  complexe  du  second  degré  a  trois  axes  rectan- 
gulaires, qui  sont  parallèles  aux  axes  d'une  surface  de  la  deuxième 
classe  dont  le  centre  et  les  dimensions  restent  indéterminés  \  Pliicker 
l'appelle  la  caractéristique  du  complexe.  A  trois  diamètres  conjugués 
de  la  caractéristique  correspondent  trois  diamètres  conjugués  du 
complexe,  qui  sont  parallèles  aux  premiers,  mais  qui  généralement 
ne  se  coupent  pas.  Les  complexes  du  second  degré  ont,  en  général,  un 
centre.  Dans  certains  cas,  ils  enveloppent  une  surface  du  second  degré. 

Dans  un  complexe  du  second  degré,  à  chaque  plan  correspond  un 
point,  qui  est  le  pôle  de  ce  plan,  et  à  chaque  point  un  plan,  qui  est 
le  plan  polaire  de  ce  point.  Cette  correspondance  est  réciproque,  si 
le  complexe  enveloppe  une  surface  du  second  degré. 

Pliicker  appelle  point  singulier  du  complexe  un  point  dont  le  cône 
se  réduit  à  deux  plans,  et  plan  singulier  un  plan  dont  la  courbe  se 
réduit  à  deux  points.  La  ligne  d'intersection  des  deux  plans  et  la 
ligne  de  jonction  des  deux  points  sont  des  droites  singulières  du  com- 
plexe. Les  points  singuliers  d'un  complexe  du  second  degré  for- 
ment une  surface  du  quatrième  ordre  et  de  la  quatrième  classe, 
qu'enveloppent  les  plans  singuliers,  et  qui  possède  i6  points  doubles 
et  i6  plans  doubles. 

Nous  ne  suivrons  pas  l'auteur  dans  la  discussion  des  cas  particuliers 
qui  peuvent  se  présenter,  ni  dans  sa  classification  des  surfaces  appar- 
tenant aux  complexes  du  second  degré.  11  fait  voir  qu'il  est  facile  de 
construire  ces  surfaces  de  manière  à  en  avoir  l'intuition  géométri- 
que. M.  Epkens  a  fait,  sous  la  direction  de  Plûcker,  de  nombreux 
modèles  de  surfaces  de  ce  genre. 

Ce  qui  précède  suffira  pour  donner  au  lecteur  une  idée  des  résul- 
tats auxquels  conduit  la  méthode  du  géomètre  allemand.  M.  Félix 
Klein,  à  qui  nous  devons  la  publication  de  la  seconde  Partie  de 


8o  BULLETIN   DES  SCIExNCES 

l'Ouvrage,  achevée  par  lui  à  l'aide  de  ses  souvenirs,  a  déjà  consacré 
à  la  théorie  des  complexes  plusieurs  Mémoires,  où  il  traite  le  sujet  à 
un  point  de  vue  nouveau.  Il  suppose  que  l'équation  de  condition  (3), 
à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  d'un  complexe  de  droites,  a  été 
transformée  par  une  substitution  linéaire  de  telle  manière  qu'elle 
ne  renferme  plus  que  les  carrés  des  nouvelles  variables  : 
x]  -h  xl  -h-  xl  -^  xl  +  xl-h  xl  =  o. 

Les  équations  a;,  =  o,  3?,  =  o,  . .  .  sont  alors  celles  de  six  complexes 

linéaires,  que  M.  Klein  appelle  les  complexes  fondamentaux^  et  dont 

deux  quelconques  sont  «  en  involution  » .  L'équation  d'un  complexe  du 

second  degré,  étant  transformée  à  l'aide  des  mêmes  variables,  devient 

kiXl  -+-  k^xl  -f-  . . .  -t-  k^x\=z  o. 

C'est  en  discutant  ces  formes  canoniques  de  l'équation  du  com- 
plexe et  de  l'équation  de  condition  que  M.  Klein  arrive  à  une  série 
de  théorèmes  très-intéressants  sur  les  surfaces  de  Kummer  (surfaces 
du  quatrième  ordre,  qui  sont  ici  formées  par  les  points  singuliers 
d'un  complexe  du  second  degré). 

Nous  nous  arrêtons  là,  pour  ne  pas  dépasser  les  limites  imposées 

à  un  compte  rendu  sommaire.  Il  est  fort  possilde  que  les  nouvelles 

théories  que  Plûcker  a  léguées  à  ses  successeurs  conduisent  un  jour 

à  des  applications  d'une  grande  importance.    11  en  a  déjà  iudiqué 

une,  en  traitant  par  la  méthode  des  complexes  la  double  réfraction 

d'un  faisceau  lumineux  dans  un  cristal. 

R.   Radau. 


BALTZER  (D"^  RicHAîin),  Professor  am  stâdtischen  Gymnasium  zu 
Dresden,  Mitglied  der  k.  sâclisischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaflen  zu  Leipzig.  —  Die  Elemente  der  Mathematik.  Erster 
Baad  :  Gemeine  Arithmetik,  Allgemeine  Arithmetik,  Algebra.  — Dritte 
verbesserte  Aullage.  ïn-8";  i868.  Leipzig,  Verlag  von  S.  Hir- 
zel  (*). 

L(;  succès  de  ces  Eléments,  dans  un  pays  où  les  traités  classiques 
ne  manquent  pas  plus  que  chez  nous,  et  où  la  concurrence  n'est  pas 

(*)  Éléments  de  Mathématiques,  par  le  D''  R.  Baltzer,  professeur  au  Gymnase  de  la 
Ville  à  Dresde,  Membre  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Saxe  à  Leipzi{;( actuellement 
professeur  à  l'Université  de  Gicsseii  ).  Tomel'^'":  Aritlirnétiifue  élémentaire.  Arithmétique 
générale,  Algèbre.  3^  cdil.,  revue  et  corri(;ce.  Leipzig,  chez  S.  Hirzel  ;  i8C8.  ln-8°. 
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entravée  par  des  programmes  uniformes,  est  une  preuve  de  ta  haute 
valeur  de  cet  Ouvrage,  dont  la  première  édition  a  paru  en  1860,  et 
que  M.  Cremona  a  traduit  en  1 865  pour  l'usage  des  écoles  publiques 
de  l'Italie. 

Nous  avons  déjà  rendu  compte,  dans  un  autre  Recueil  (*) ,  des 
Eléments  de  Géométrie,  qui  forment  la  seconde  Partie  du  cours  de 
M.  Baltzer,  et  dont  la  seconde  édition  a  été  imprimée  en  1867.  11 
nous  reste  à  parler  avec  détail  de  la  première  Partie. 

En  parcourant  la  Table  des  matières  de  ce  mince  volume  de 
289  pages,  on  est  tenté  de  croire  qu'on  n'y  rencontrera  qu'un  simple 
recueil  d'énoncés.  En  lisant  l'Ouvrage,  on  est  surpris  d'y  trouver, 
sous  une  forme  concise,  mais  claire  et  complète,  les  démonstrations 
et  les  développements  de  tant  de  théories  diverses,  dont  un  autre 
auteur  aurait  pu  remplir  plusieurs  gros  volumes. 

Comme  nous  l'avons  fait  remarquer  ailleurs,  ce  livre  n'est  point 
destiné  aux  personnes  qui  veulent  étudier  sans  maitre,  et  qui  ont 
besoin  d'une  exposition  beaucoup  plus  détaillée  et  ne  laissant  rien  à 
deviner.  Mais  s'il  s'agît  d'un  précis  à  mettre  entre  les  mains  des 
jeunes  gens  qui  suivent  les  leçons  d'un  professeur,  le  cadre  adopté 
par  M.  Baltzer  nous  semble  réunir  au  plus  haut  degré  toutes  les  con- 
ditions désirables.  Nous  nous  permettrons  d'insister  d'autant  plus 
sur  ce  point,  que  les  livres  élémentaires  qui  se  publient  dans  notre 
pays  semblent  s'éloigner  de  plus  en  plus  de  cet  idéal,  les  auteurs 
cherchant  à  dissimuler  la  banalité  du  fond  par  la  surcharge  des  acces- 
soires ;  d'où  il  résulte  ce  double  inconvénient,  de  ne  point  s'adapter 
à  la  méthode  d'enseignement  d'un  autre  professeur,  et  d'empêcher 
les  élèves  de  chercher  par  eux-mêmes,  en  leur  présentant,  qu'on 
nous  passe  le  mot,  la  besogne  toute  mâchée  (**).  Le  livre  de  M.  Baltzer, 
au  contraire,  ne  donnant  que  le  résumé  des  démonstrations,  laisse  le 
professeur  libre  de  les  développer  à  sa  guise,  et  ses  sommaires  sont 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2^  série,  t.  II,  p.  i24-i32. 

(**)  Nous  ne  saurions  trop  recommander  aux  professeurs  un  Ouvrage  peu  connu  en 
France  et  conçu  dans  le  même  esprit  que  le  cours  de  M.  Baltzer  : 

J.  H.  VAN  Swisden'5  Elemente  der  Géométrie,  aus  dem  Hollandischen  ûbersetzt  und 
vermehrt,  von  C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  an  der  Landesschule  Pforta.  lena,  Fr.  Froni- 
niann;  i834.  In-S». 

Ce  livre  est  précieux  par  le  grand  nombre  d'énoncés  de  problèmes  qu'y  a  joint  le 
traducteur. 
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cependant  assez  étendus  pour  que  l'élève  y  trouve  la  substance  des 
leçons,  avec  des  exemples  bien  choisis  pour  la  fixer  dans  l'esprit. 

Un  des  principaux  mérites  qui  distinguent  les  Ouvrages  de  M.  Bal- 
t/,er,  c'est  l'érudition  aussi  sûre  qu'étendue  dont  il  fait  preuve  dans  les 
courtes  notes  placées  au  bas  des  pages,  et  indiquant  l'origine  de 
chaque  proposition  et  de  chaque  dénomination.  L'ensemble  de  ces 
notes  forme  un  précieux  résumé  de  l'histoire  des  Mathématiques 
élémentaires. 

Le  Volume,  comme  l'indique  le  titre,  se  divise  en  trois  Livres, 
subdivisés  eux-mêmes  en  Paragraphes,  et  dont  nous  allons  faire  con- 
naître brièvement  le  contenu. 

LIVRE  L  — Arithmétique  élémentaire  {]^.  3-58). 

§5  i,  2,  3.  Les  quatre  opérations  fondamentales.  —  Nous  y  trou- 
vons entre  autres  cette  indication,  de  commencer  la  multiplication 
par  la  gauche  du  multiplicateur,  ce  qui  est  très-commode  pour  la 
pratique  de  la  multiplication  abrégée. 

§  4.  Calcul  des  mesures  exprimées  en  fractions  duodécimales. 
Calcul  du  temps. 

§  6.  Proportionnalité  des  nombres. 

§  6.  Règles  de  trois,  d'intérêts,  etc. 

§  7.  Propriétés  élémentaires  des  nombres  entiers  :  Divisibilité, 
nombres  premiers,  etc. 

§§  8-11.  Opérations  sur  les  fractions  ordinaires. 

§  12.  Règle  de  trois  avec  des  fractions  et  des  mesures  duodéci- 
males. —  La  complication  de  ces  calculs  est  de  nature  à  faire  désirer 
l'établissement  universel  du  système  métrique  décimal. 

§  13.  Partages  proportionnels,  règles  d'alliage,  etc.  {Voir  ci-après, 
Livre  m,  §1.) 

5§  14-17.  Opérations  sur  les  fractions  décimales. 

§  18.  Calculs  d'approximation^  opérations  abrégées, 

LIVRE  IL  —  Arithmétique  générale  (p.  61-197). 
§  1 .   Préliminaires  :  Définitions  et  notations. 
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§§  2-4.  Opérations  directes  (addition,  multiplication,  élévation 
aux  puissances).  —  A  partir  d'ici,  l'auteur  indique,  pour  chaque 
Paragraphe,  les  exercices  correspondants  du  Recueil  de  Heis  (*). 

§  5.  Opérations  inverses." 

§  6.  Formules. 

§  7.  Soustraction.  Nombres  positifs  et  négatifs;  quantités  oppo- 
sées. —  L'auteur  laisse  au  professeur  le  soin  de  donner,  sur  la  ques- 
tion délicate  des  quantités  négatives,  les  développements  nécessaires. 

§§  8-9.   Addition,  soustraction,  multiplication  des  polynômes. 

^§  10-12.  Division  des  polynômes . 

§  13.  Propriétés  des  nombres  entiers  :  Divisibilité,  nombres  pre- 
miers et  composés.  Combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  un  nombre 
donné  et  moindres  que  lui.  Résidus  des  puissances.  Théorèmes  de 
Fermât  et  d'Euler.  Résidus  et  non-résidus  quadratiques.  Théorème 
de  Wilson. 

§§  14-13.  Carré  et  racine  carrée  d'un  nombre  décimal. 

§  16.  Radicaux  carrés.  Nombres  rationnels  et  irrationnels.  Nom- 
bres réels,  imaginaires,  complexes. 

§§  17-18.  Puissances  et  racines.  Exposants  négatifs  et  fraction- 
naires. Racines  de  l'unité;  racines  primitives. 

§  19.  Logarithmes  des  divers  systèmes. 

^§  20-21 .  Logarithmes  décimaux.  Construction  et  usage  des  tables. 
Calculs  au  moyen  des  logarithmes.  Logarithmes  d'addition  et  de 
soustraction.  —  L'auteur  aurait  pu  indiquer  la  méthode  très-simple 
de  Briggs  pour  calculer  les  logarithmes  décimaux,  en  déterminant, 
par  de  simples  midtiplications  abrégées ,  le  nombre  des  chilî'res  dont 
se  compose  la  puissance  lo"  d'un  nombre  donné.  Il  n'emploie  pas  la 
manfère  adoptée  en  France  pour  écrire  les  caractéristiques  négatives 
et  qui  est  cependant  beaucoup  plus  commode  que  celle  dont  on  fait 
usage  en  Allemagne.  Il  calcule  tous  ses  exemples  numériques  au 
moyen  des  Tables  de  logarithmes  à  4  décimales  de  J.-H.-T.  Mûller  (**) . 

(*)  Sammlung  von  Beispielen  itnd  Aufgaben  ans  der  aîlgemeinen  Arithmetik  und 
jélgebra.  23ie  Aufl.  Roln,  Du  Mont-Schauberg,  1869.  Prix  :  i  Thir. 

(**)    yiersteUige  Logarithmen   der  nat'ùrlichen  Zahlen  und  Winkelfunctionen.  Halle, 
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5  22.  Progressions  géométriques.  Intérêts  composés.  Annuités. 

^  23.  Formule  du  binôme  pour  un  exposant  entier  et  positif. 
Limite  des  racines  d'un  binôme. 

§§  24-25.  Permutations,  arrangements,  combinaisons. 

§  26.  Déterminants  (*). 

§  27.   Produits  et  puissances  des  polynômes. 

§  28.  Nombres  figurés  et  progressions  arithmétiques. 

§  29.   Notions  sur  le  calcul  des  probabilités. 

§  30.  Fractions  continues. 

§§  31-32.  Série  exponentielle.  Exposants  imaginaires.  Théorème 
de  Moivre.  Série  du  binôme.  Série  logarithmique.  Influence  de 
l'ordre  des  termes  sur  la  valeur  d'une  série  dont  la  convergence 
dépend  des  signes  des  termes. 

LIVRE  m.  —  Algèbre  (p.  201-289). 

§  1.  Proportions.  Grandeurs  commensurables ,  incommensura- 
bles. Moyenne  entre  des  quantités  données. 

§  2.  Variables,  fonctions.  Proportionnalité.  Continuité.  Fonctions 
algébriques  et  transcendantes.  Fonctions  homogènes.  Fonctions  symé- 
triques et  alternées. 

§  3,  Méthode  analytique.  Calculs,  constructions. 

§  4.  Equations.  Identités.  Equations  non  identiques,  leurs  racines. 
Equations  transformées  équivalentes.  Degré  d'une  équation.  Equa- 
tions algébriques  et  transcendantes. 

§  5.  Systèmes  d'équations  à  plusieurs  inconnues.  Equations  dé- 
terminées et  indéterminées.  Piésolution  d'un  système  d'équations 
linéaires,  déterminées  ou  indéterminées. 

xiv-25  p.,  gr.  in-8°.  Il  serait  temps  de  renoncer  en  France  à  la  coutume  peu  rationnelle 
d'employer  dans  l'enseignement  des  tables  à  sept  décimales.  Ce  luxe  de  chiffres  ne  sert 
qu'à  masquer  les  méthodes  de  calcul,  et  à  faire  naître  l'idée  fausse  d'une  précision  que 
les  éléments  du  calcul  ne  peuvent  jamais  fournir.  Une  table  à  trois  décimales,  sur  une 
carte  grande  comme  la  main,  remplacerait  bien  utilement  les  gros  in-octavo,  qui  font 
perdre  tant  de  temps  aux  élèves,  et  les  empêchent  d'apprendre  à  calculer. 

("*)  Les  éléments  de  la  théorie  des  déterminants  font  partie  de  tous  les  Traités  mo- 
dernes d'Algèbre  édités  en  Allemagne,  en  Angleterre,  en  Italie. 
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§  6.  Équations  du  second  degré.  îMaximum  ou  minimum  d'une 
fonction  du  second  degré.  Réduction  d'une  forme  quadratique.  Sys- 
tèmes d'équations  non  linéaires.  Exercices  sur  les  systèmes  d'équa- 
tions symétriques  qui  se  ramènent  à  des  équations  du  second  degré. 

5  7.  Equations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Equations 
réciproques.  Calcul  approché  de  la  plus  grande  racine  réelle  de 
l'équation  x'"-  —  x  —  a  =o. 

§  8.  Équations  transcendantes.  Résolution  des  équations  numé- 
riques. Méthode  de  Newton. 

§  9.  Résolution  des  équations  indéterminées.  Résolution  des  équa- 
tions linéaires  en  nombres  entiers.  Equation  de  Pythagore,  équation 
x^  =  y'^  etc. 

§  10.  Théorèmes  sur  les  fonctions  algébriques.  Diviseurs  d'une 

fonction  entière.  Diviseurs  rationnels.  Une  équation  du  W''"'  degré  a 

n  racines.   Racines  multiples.   Règle  de  Descartes.  Théorèmes  de 

Sturm  et  de  Cauchy.  Valeurs  conjuguées  d'une  fonction  algébrique. 

Norme  d'une  fonction  irrationnelle.  Résultante  de  deux  fonctions 

entières. 

J.  HoiJEL. 

BRIOT  (Ch.),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences.  — 
Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  —  Iu-8,  avec  figures  dans  le 
texte,  xii-352  pages  ;  1869.  Paris,  Gauthier-Villars.  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

«  La  Théorie  mécanique  de  la  Chaleur  date  seulement  d'un  petit 
nombre  d'années,  mais  elle  s'est  développée  avec  une  telle  rapidité, 
qu'elle  constitue  aujourd'hui  un  vaste  corps  de  doctrines  appuyé 
sur  de  nombreuses  recherches  expérimentales.  M.  Briot  en  donne, 
dans  son  livre,  une  exposition  théorique;  il  s'est  attaché  à  mettre 
en  relief  les  principes  et  les  hypothèses  fondamentales,  ainsi  que  les 
conséquences  les  plus  importantes,  sans  insister  sur  les  points  de 
détail,  sur  la  discussion  des  expériences  ni  sur  les  questions  encore 
controversées. 

»  Dans  un  premier  Chapitre,  l'auteur  développe  les  principaux 
théorèmes  de  mécanique  dont  on  fera  particulièrement  usage,  les 
propriétés  générales  des  systèmes,  la  définition  de  l'énergie  et  les 
différentes  formes  sous  lesquelles  elle  se  présente  dans  les  phëno- 
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mènes.  L'Ouvrage  est  ensuite  divisé  en  deux  Parties,  dont  l'une 
comprend  la  Chaleur  proprement  dite  et  l'autre  V Électricité. 

»  L'étude  de  la  Chaleur  i-epose  sur  deux  principes,  dont  le  premier, 
appelé  Principe  de  V équivalence  de  la  Chaleur  et  du  Travail  mécanique, 
est  la  conséquence  directe  de  l'assimilation  de  la  chaleur  à  un  mou- 
vement moléculaire.  Le  second  principe,  établi  d'abord  par  Carnot 
dans  l'hypothèse  de  la  matérialité  du  calorique,  conserve  toute  son 
importance  dans  la  nouvelle  théorie  ;  on  n'en  peut  pas  donner  une 
démonstration  rigoureuse,  parce  qu'il  renferme  un  élément,  la  tem- 
pérature, dont  on  ne  connaît  pas  les  conditions  mécaniques,  mais  on 
peut  le  considérer  comme  une  définition  de  la  température. 

»  Ces  deux  principes,  joints  aux  données  de  l'expérience,  permet- 
tent d'étaljlir  les  propriétés  générales  des  gaz  et  des  vapeurs,  le  jeu 
des  machines  à  feu,  l'écoulement  des  fluides,  etc. 

M  Jusque-là  on  a  laissé  complètement  indéterminée  la  constitution 
moléculaire  des  corps  -,  une  première  tentative  dans  cette  voie  nou- 
velle a  été  faite  par  M.  Clausius  pour  les  gaz-,  l'examen  de  cette 
théorie  des  gaz  termine  la  première  Partie  de  l'Ouvrage. 

))  L'électricité  statique  repose  sur  la  notion  des  fluides  électriques, 
dont  les  molécules  obéissent  à  la  loi  de  CoulouJj  ;  tous  les  phéno- 
mènes deviennent  des  conséquences  de  cette  loi  élémentaire,  et  la 
théorie  du  potentiel  donne  à  cette  partie  de  la  science  un  remarquable 
caractère  de  précision  et  d'élégance. 

»  Pour  la  théorie  des  courants  électriques,  il  faut  une  nouvelle 
hypothèse,  celle  de  la  force  électromotrice,  que  la  plupart  des  phy- 
siciens attribuent  aujourd'hui  au  simple  contact  de  deux  corps, 
comme  l'avait  énoncé  Volta. 

j)  Dans  la  théorie  de  l'Électrodynamique ,  on  admet  qu'il  existe 
entre  deux  éléments  de  courant  une  force  dirigée  suivant  la  droite  qui 
joint  leurs  centres,  et  l'expérience  indique  qu'elle  varie  enraison  in- 
verse du  carré  de  la  distance.  Cette  loi  d'Ampère  n'est  pas  liée  à  celle 
de  CoulonJj,  et  ne  suffit  pas  pour  expliquer  les  phénomènes  d'induc- 
tion. Il  y  a  là  une  lacune  que  M.  Weber  a  essayé  de  combler,  en  ad- 
mettant que  l'action  de  deux  molécules  électriques  dépend  non-seule- 
ment de  leur  distance,  mais  encore  de  leurs  vitesses.  Cette  formule  de 
Weber  a  l'inconvénient  d'entraîner  l'hypothèse  de  deux  fluides  élec- 
triques ;  mais  elle  a  l'avantage  de  renfermer  les  lois  de  Coidomb  et 
d'Ampère,  et  de  rendre  compte  des  phénomènes  d'induction.  » 
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Les  lignes  précédentes,  extraites  du  Bulletin  de  l'Association  scien- 
tifique, expliquent,  mieux  que  nous  ne  saurions  le  faire,  la  nature 
des  questions  traitées  dans  le  livre  de  M.  Briot.  Cet  important  sujet 
des  lois  de  la  transformation  des  forces  physiques  est  maintenant, 
s'il  est  permis  d'employer  ici"  une  expression  parlementaire,  à  l'ordre 
du  jour.  \  erdet,  M.  Briot  l'ont  successivement  exposé  à  la  Faculté 
des  Sciences  5  M.  Bertrand  l'a  pris  cette  année  pour  texte  de  ses 
leçons  au  Collège  de  France.  M.  Briot  aura  donc  contribué,  à  la  fois 
par  son  enseignement  si  apprécié  et  par  son  livre,  à  la  diffusion  de 
ces  belles  et  récentes  idées  qui  paraissent  destinées  à  renouveler  la 
Physique  tout  entière.  11  serait  superflu,  d'ailleurs,  de  louer  la  forme 
que  l'auteur  a  su  donner  à  son  exposition.  Ceux  qui  nous  lisent  con- 
naissent les  Ouvrages  élémentaires  de  M.  Briot  qui  rendent  tant  de 
services  aux  élèves  de  nos  Lycées  ou  de  nos  Facultés,  la  Théorie 
des  fonctions  doublement  périodiques  publiée  en  collaboration  avec 
M.  Bouquet,  et  l'Essai  sur  la  théorie  mathématique  de  la  lumière  dont 
l'intérêt  et  le  succès  sont  attestés  pai'  la  traduction  récente  qui  vient 
d'en  être  faite  en  Allemagne. 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN,  gegrundet  von  H.  C.  Schu- 
macher, herausgegeben  vonProfessor  D'"C.-A.-F.  Peters,  Director 
der  Sternwarte  in  Altona  (*). 

T.  LXXIII,  n«'  1729-1752,  1869. 

ScHOKFELD.  —  Sur   Ics   changements  d'éclat   des  étoiles  variables. 
(32  col.  ^  ail.) 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  du  Soleil.  (8  col.  ^  ail.) 

Weingarten  (Jul.).  —  Sur  un  problème  de  géodésie  (12  col.;  ail.) 


(*)  Nouvelles  Astronomiques,  fondées  par  H.  C.  Schumacuer,  publiées  par  C.-A.-F. 
Peters,  directeur  de  l'Observatoire  d'Altona.  Altona,  imprimerie  et  lithographie  de  Ham- 
merich  et  Lesser. 

Cette  publication  a  été  fondée  en  1823,  par  H.-Chr.  Schumacher,  et  paraît  en  alle- 
mand, en  anglais  et  en  français,  par  feuilles  in-/|°  à  deux  colonnes;  vingt-cinq  feuilles 
forment  un  volume. 
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Secchi  (A.;.  —  Sur  les  spectres  d'étoiles. {S  col.  ;  fr.) 

Falb  (R.).  —  La  comète  de  Halley  et  ses  météorites.  (4  col.  ;  ail.) 

LÛROTH  (J.).  — Sur  la  détermination  de  l'erreur  probable.  (4  col.-,  ail.) 

HoEK  (M.).  —  Sur  la  différence  entre  les  constantes  d'aberration  de 
Delambre  et  de  Strme.  (7  col.  ;  fr.) 

Discussion  de  la  question  :  Si  un  rayon  de  lumière  est  entraîné  par 
le  mouvement  du  milieu  dans  lequel  il  se  propage. 

Liais  (E.).  — Observation  du  passage  de  Mercure  sur  le  Soleil,  le 
5  novembre  1868,  faite  à  Atalaïa  [Brésil).  (5  col.^  fr.) 

Kayser  (E.).  —  Étude  de  la  Lune  au  point  de  vue  de  la  forme  ellip- 
soïdale. (i6coL-,  ail.) 

L'auteur  trouve  0,0329  pour  la  valeur  de  rexcentricité. 

ScHMiDT  (J.).  — Détermination  des  changements  périodiques  de  la 
Comète  II,  1861 .  (18  col.  -,  ail.) 

ScHUR  (W.).  —  Sur  la  détermination  de  l'orbite  de  Vétoile  double  70 
d'Ophiuchus.  (3  p.-,  ail.) 

Lehmann  (  W.).  —  Éléments  des  orbites  des  huit  planètes  principales 
pour  V époque  fondamentale  iSoo.,  janvier  i,  avec  leurs  variations  sécu- 
laires du  premier  et  du  second  ordre.  (  Suite  et  fin  d'articles  insérés 
dans  les  volumes  précédents^  ail.) 

Radau  (R.)  —  Considérations  sur  le  théorème  des  aires.  (8col.^  ail.) 

TiETJEN  (F.).  — Sur  V incertitude  d'une  détermination  d' orbite  par 
trois  observations,  lorsque  celles-ci  sont  situées  à  peu  prés  géocentrique- 
ment  sur  un  même  grand  cercle.  (10  col.  -,  ail.) 

T.  LXXIV,  11°^  1753-1776,  1869. 

Oxjdemans  (J.-A.-C).  —  Observations  de  l'éclipsé  totale  de  Soleil 
du  18  août  1868,  dans  Vîle  du  Petit  Monfawalu,  baie  de  Tomini  [côte 
Est  de  Célèbes).  (2  art.,  24  col.,  i  pi.;  ail.) 

Peters  (G. -II. -F.).  —  Sur  certain<i  corps  passant  devant  le  Soleil,  (ail.) 
11   s'agit   de  corpuscules  observés  à  Naples ,   considérés  d'abord 

comme   des    astéroïdes,  et   reconnus  ensuite  pour  n'être   que   des 

oiseaux. 
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ScHMiDT  (I.-F.-J.).  —  Pointa  de  radiation  et  densité  horaire  des 
météores.  [16  col. .,  a\\.) 

TiETJEN  (F.).  —  Observations  spectroscopiques  du  Soleil.  (6  col.j 
ail.)  .        ■ 

Weiler  (A.).  —  Sur  r élimination  du  nœud  dans  le  problème  des 
trois  corps.  (16  col.  -,  ail.) 

ScHJELLERTjp.  —  Une  uranomélrie  du  x^  siècle.  (8  col.  5  ail.) 

Challis.  —  Sur  la  théorie  de  la  constante  de  l'aberration,  (aiigl.) 

Schubert  (E.).  —  Perturbations  générales  des  coordonnées  rectan- 
gulaires de  Parthénope  par  Jupiter  et  Saturne^  en  unités  du  septième 
ordre  décimal,  et  détermination  de  l'orbite  par  leur  moyen.  (14  col.  ^ 
angl.) 

Kadau  (R.).  —  Nouvelles  remarques  sur  le  problème  des  trois  corps. 
(8  col.  ^  ail.) 

WiTTSTEiN.  —  Sur  la  déviation  de  la  verticale  à  de  grandes  hauteurs. 
(4  col.;  ail.) 

Jordan  (W.).  — Sur  la  détermination  de  l'exactitude  des  observa- 
tions répétées  d' une  seule  inconnue .  (18  col.;  ail.) 

VoN  AndrjE.  —  Lettre  au  sujet  du  Mémoire  précédent,  (dan.) 

PowALKY.  —  Les  phénomènes  dans  les  contacts  intérieurs  du  passage 
de  Vénus  en  1769.  (6  col.  -,  ail.) 

Zôllner(F.).  —  Observation  des  protubérances.  (4  col.,  ipl.5  ail.) 

Breen  (H.).  —  Sur  les  corrections  des  éléments  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne donnés  par  Bouvard  {Paris,  1821). 

ZôLLNER  (J.-C.-F.).  —  Nouveau  spectroscope  et  contributions  à 
l'analyse  spectrale  des  étoiles.  (12  col.  ;  ail.) 

ScHÔNFELD.  — Tables  des  variations  d'éclat  de  â  de  la  Balance. 
(16  col.  5  ail.) 

Erman  (A.).  —  Sur  quelques  déterminations  magnétiques . 
I.  Eléments  du  magnétisme  terrestre  et  ses  variations  séculaires 
pour  Berlin.  (22  col.;  ail.) 

Sull.  des  Sciences  rnathém.  et  asiro/i.,  t.  I.  (Mars  1870.)  '^ 
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T.  LXXV,  ii«'  1777-1796;  1869-70. 

ScHÔNFELD.  —  Résultats  d'études  sur  la  variation  de  (5  de  la  Lyre  et 
de  â  de  Céphée.  (  24  col.  ;  ail.) 

Celouia  (G.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  Clytie.  (2  col.;  ital.) 

Argelander.  —  Sur  les  étoiles  observées  par  Piazzi,  mais  non  in- 
scrites dans  son  nouveau  Catalogue.  (29  col.  ;  ail.) 

Peters  (C.-F.-W.).  — Quelques  remarques  sur  le  prochain  passage 
de  Vénus,  en  1874.  (6  col.;  ail.) 

Klinkerfues.  —  Lettre  au  Rédacteur.  (6  col.  ;  ail.) 
Sur  la  détermination  des  orbites  par  des  observations  géocentri- 
ques. 

BoGusLAw  VON  Prondzynski.  —  Sur  le  nombre  des  équations  entre 
les  angles  et  les  sinus  dans  la  comparaison  des  réseaux  de  triangles. 

(4  col.;  ail.) 

Weingarten  (J.).  —  Sur  la  réduction  des  angles  d'un  triangle  sphé- 
roïdique  à  ceux  d'un  triangle  plan  ou  sphérique.  (6  col.  ;  ail.) 

Oppolzer  (Th.).  — Sur  la  comète  vue  par  Pons  en  février  iSoS. 
(ail.) 

AVeiler  (A.).  — Sur  Vélimination  du  nœud  dans  le  problème  des 
trois  corps.  (i5  col.  ;  ail.) 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  du  Soleil.  (2  art.,  21  col.;  ail.) 

Veltmann  (W.)  —  Hypothèse  de  Fresnel  pour  l'explication  des  phé- 
nomènes d'aberration.  (i5  col.  ;  ail.) 

Leppig  (H.).  —  Observations  des  taches  du  Soleil,  faites  à  V Obser- 
vatoire de  Leipzig.  (8  col.;  ail.) 

MôLLER  (Axel).  —  Perturbations  générales  de  Pandore.  (7 col.;  ail.) 
Les  calculs  ont  été  faits  par  la  méthode  de  Hansen. 

Erman  (A.).  —  Sur  quelques  déterminations  magnétiques. 
1.   Deux  déterminations  magnétiques  dans  l'Inde,  par  K.  Koppe, 
et  leur  emploi  théorique.  (17  col.;  ail.) 

Jordan  (W.).  —  Sur  V  exactitude  des  triangulations  de  V  Allemagne 
du  Sud.  (18  col.;  ail.) 
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Paschen,  —  Sur  V application  de  la  photographie  à  l' observation  des 
passages  de  Vénus  sur  le  Soleil.  (i4col.^  ail.) 

JOURNAL     DE     MATHÉMATIQUES     PURES     ET     APPLIQUÉES    OU    RcCUeil 

mensuel  de  Mémoires  sur  les  diverses  parties  des  Mathématiques, 
publié  par  Joseph  Liou ville,  membre  de  l'Académie  des  Sciences 
et  du  Bureau  des  Longitudes,  professeur  au  Collège  de  France. 
2«  série,  T,  XIV  i  1869  (*). 

LiouviLLE  (J.).  —  Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Besge.  (6"  p.) 

LiouviLLE  (J.).  —  .Sur  les  nombres  entiers  de  la  forme  12k -\- 5. 
(2  p.) 

GouRNERiE  (J.  DE  la).  — Mémoire  sur  les  lignes  spiriques.  (54  p.) 

«  Les  lignes  spiriques  ou  sections  planes  du  tore ,  dit  M.  de  la 
Gournerie,  ont  anciennement  occupé  les  géomètres,  comme  on  le 
voit  dans  les  savantes  Notices  historiques  que  MM.  Quételet  et 
Chasles  ont  données  sur  ces  courbes-,  mais,  jusque  dans  ces  der- 
nières années,  on  s'était  borné  à  étudier  leurs  diverses  formes.  C'est 
principalement  à  cet  ordre  de  recherches  que  se  rapporte  le  Mémoire 
de  M.  Pagani,  couronné  par  l'Académie  de  Bruxelles  en  1824- 

»  Depuis  cette  époque,  MM.  Yvon  Villarceau,  J.-A.  Serret,  Garlin, 
Cornu,  Mannheim  et  Darboux  ont  trouvé  des  théorèmes  importants 
sur  les  spiriques.  Enfin,  leur  théorie  a  été  enrichie  des  résultats  con- 
sidérables obtenus  par  MINL  Salmon,  Moutard,  Darboux,  Laguerre  et 
Crofton  sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points 
doubles  à  l'infini  sur  un  cercle,  car  les  spiriques  sont  une  variété  de 
ces  lignes. 

M  Je  me  propose  de  faire  connaître  plusieurs  propriétés  nouvelles 
des  spiriques,  et  de  présenter  une  classification  de  ces  courbes.    » 

Le  Mémoire  commence  par  l'étude  d'une  involution  spéciale  du 


(*)  Ce  Recueil  paraît  tous  les  mois  depuis  i836  par  cahiers  in-4^  de  4o  paf.es.  La  pre- 
première  série  se  compose  de  20  volumes  et  se  termine  en  i8.j6;  la  deuxième  série  com- 
prend 14  volumes  jusqu'au  mois  de  janvier  1870.  Prix  par  an  :  3o  fr.  Nous  saisissons 
cette  occasion  pour  féliciter  M.  Gauthier-Villars  des  soins  si  éclairés  qu'il  apporte  à 
l'impression  de  ce  Journal,  et  qui  en  font  une  des  plus  belles  publications  périodiques 
que  nous  connaissions.  G.  D. 


92  BULLETIN  DES  SCIENCES 

quatrième  ordre,  étude  d'où  l'auteur  déduit  une  nouvelle  méthode  de 
résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

La  deuxième  Pai'tie  comprend  quelques  théorèmes  très-simples, 
relatifs  aux  courbes  nommées  anallagmatiques  par  M.  Moutard,  et 
qui  ne  changent  pas  de  forme  quand  on  opère  une  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques  avec  un  pôle  convenablement  choisi. 

La  troisième  Partie  comprend  l'étude  spéciale  des  spiriques  et  des 
tores  droits  ou  obliques  qui  passent  par  ces  courbes. 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  xur  le  mouvement  de  la  température  daus 
le  corps  renfermé  entre  deux  cylindres  circulaires  excentriques  et  dans 
des  cylindres  lemniscatiques.  (i6  p.) 

GouRNEKiE  (J.  DE  la).  —  Mémoire  sur  les  lignes  spiriques  (suite). 

(36  p.) 

Spiriques  homofocales.  Propriétés  métriques  relatives  aux  foyers. 
Classification  des  spiriques.  Etude  des  différentes  classes. 

Jordan  (C).  —  Théorèmes  sur  les  équations  algébriques.  (8  p.) 
Nous  rendrons  compte  de  ce  travail  en  même  temps  que  du  Traité 
des  substitutions  et  des  équations  algébriques. 

Jordan  (C).  —  Sur  V équation  aux  vingt-sept  droites  des  surfaces 
du  troisième  degré.  (20  p.) 

Radau  (R.).  —  Sur  une  propriété  des  systèmes  qui  ont  unplaninva- 
riable.  {5j  p.) 

L'auteur  reprend  d'abord  l'idée  de  Jacobi,  qui  consiste  à  éliminer 
deux  variables  à  l'aide  d'une  seule  intégrale  des  aires.  Le  plan  des 
aires  étant  pris  pour  celui  des  x.,  y.,  on  peut  introduire  des  axes 
mobiles  déterminés  par  une   équation  y( a?,  y)  =  o  (*) ,  qui  donne 

encore  -^  =  o.  Soit  H  la  longitude  de  l'axe  des  x.,  les  vitesses  absolues 

seront  x'  —  t/fl',  t/'-f-a:IÎ',  z'.  En  les  substituant  dans  H  =iT  —  U, 
si  la  fonction  des  forces  U  ne  dépend  que  des  positions  relatives,  H 
renfermera  û',  mais  non  lî.  Si  dès  lors  on  désigne  par  />,  q.,  r,  K  les 
dérivées  de  T  par  rapport  à  a?',  y',  2',  ft',  et  qu'on  exprime  H  en  x., 
t/,  z,  p,  ç,  r,  K,  on  aura  pour  n  points  6n  -+•  1  équations  différen- 

(*)  Pour  abréfjpr,   nous  écrirons  x^  y  au   litMi   Ac  x,,    r,,...,  x„,  y,,  j,, .  .  . ,  j  „. 
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tielles,  dont  deux  seront  : 

dQ._dU       dK_     [ 
dt  ~~  (?K'      dt  ~'°' 

l'une  donne  l'intégrale  des  aires,  K  =  const.,  l'autre  se  réduit  à  une 
quadrature,  il  ne  reste  donc  que  6n  équations  différentielles,  d'où 
deux  variables' s'éliminent  par  les  équationsy=  o,  f  =  o.  De  même, 
trois  intégrales  des  aires  permettent  d'éliminer  quatre  variables.  On 
déterminera  trois  axes  mobiles  par  trois  équations  /j  =0,^2  =  o, 
f^z=o^  et  désignant  par  o:",  t/",  2"  les  trois  rotations  du  système 
autour  de  ces  axes,  on  prendra  pour  les  vitesses  les  expressions 
x'  -\-y^ z  —  ^oy, . . . .  Les  intégrales  des  aires  pourront  s'écrire  : 

OT  /rr .  âT  ,- dT 

dx"       ^  ^       dfo       *  ^        dz" 

K  étant  une  constante,  —  le  cosinus  de  l'inclinaison  du  plan  des  x^y 
K. 

sur  le  plan  invariable,  et  cj»  la  distance  de  l'axe  des  x  au  nœud.  La 

fonction  H  étant  exprimée  en  x^  y,  2,  g?,  jî,  g,  r,  tt,  les  équations  du 

mouvement,  au  nombre  de  6 n -h  2,  seront  : 

da:  _dn         ^__^  ^—^         ^__^. 

dt        dp         dt  dx  dt       d-n  dt  c>9  ' 

mais  les  six  équationsy^  =  o,y',  =  o, ...  les  réduisent  à  6n  —  4i  011 
a  donc  éliminé  ^wa^re  variables.   En  outre,  on  trouvera  la  longitude 

du  nœud  fl  par  la  quadrature  — ^  =  y^r  • 

En  ajoutant  aux  équations  des  axes  les  six  intégrales  du  centre  de 
gravité,  ^mx  =  o,  ^mx'  =  o, . .  . ,  on  réduit  le  nombre  des  varia- 
bles à  6n  —  10,  et  à  6n  —  12  par  l'intégrale  des  forces  vives  et  par 
l'élimination  directe  du  temps  ;  le  problème  des  trois  corps  revient 
ainsi  à  6  équations  du  premier  ordre.  L'élimination  peut  se  faire  en 
prenant  pour  T  l'expression 

T  +  a,/',  +.  ..  + [3,Sma;'4-... 

et  en  supposant  les  multiplicateurs  aj,  «j,  «3,  /3i,  /Sj,  ^z  déterminés 
par  la  condition  que  six  des  dérivées  p^  ç,  r  s'annulent  identique- 
ment. M.  Radau  développe  le  calcul  pour  le  cas  où  les  axes  mobiles 
sont  les  axes  principaux  d'inertie,  et  pour  quelques  autres  cas  en  se 
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bornant  à  trois  corps.  Si,  au  lieu  de  rapporter  le  système  à  son  centre 
de  gravité,  on  le  rapporte  à  l'un  des  points  que  l'auteur  appelle  points 
canoniques,  un  corps  du  système  se  trouve  eo  ipso  éliminé,  sans  que 
la  forme  des  intégrales  soit  changée.  C'est  un  cas  particulier  de  la 
transformation  bien  connue  que  Jacobi  a  proposée  pour  le  problème 
des  trois  corps.  Dans  le  cas  de  trois  corps,  on  exclut  ainsi  le  «  corps 
principal  »,  les  orbites  des  deux  «  planètes  »  se  coupent  dans  le  plan 
invariable,  et  en  désignant  par  r,  Tj  leurs  rayons  vecteurs,  par  M,  w, 
leurs  distances  au  nœud,  par  y,  yi,/*,^!  leurs  vitesses  radiales  et 
aréol aires,  on  aura 

m  y         r^  J       m,  \^'        r?  / 

la  fonction  U  renfermera  r,  r,,  w,  Wi  et  l'inclinaison  relative  X  des 
orbites,  qui  s'exprime  en  y,  /i  par  l'équation 

r+fl-^^ff.cosl=K\ 
Les  équations  du  mouvement  deviennent 


dr       dR 

dy_ 

dH 

du       dR 

df_ 

dR 

dt-  dy' 

dt" 

-Tr' 

dt-  df' 

dt~ 

du 

puis  quatre  analogues  où  les  variables  ont  l'indice  i .  Après  avoir  in- 
tégré  par  deux  ellipses,  on  aurait  pour  chaque  corps  quatre  équa- 
tions donnant  les  variations  des  constantes  canoniques. 

L'auteur  montre  encore  que  la  réduction  des  variables  à  6n  —  12 
peut  s'obtenir  directement  par  la  considération  des  orbites  instan- 
tanées, et  qu'on  arrive  alors  à  la  classification  des  intégrales  du  pro- 
blème des  trois  corps  donnée  par  M.  Bertrand.  Il  termine  en  faisant 
voir  que  la  même  réduction  résulte  de  l'emploi  des  formules  relatives 
à  des  axes  mobiles  : 

dx        ^  „  ^ 

OÙ  J-,  1/,  z  sont  les  coordonnées  (absolues  ou  relatives),  ^,  y?,  ^  les  vi- 
tesses, X,  Y,  Z  les  forces  données,  enfin  x^^  y",  z"  les  trois  rotations 
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du  système  autour  des  axes  mobiles.  Le  nombre  de  ces  équations 
dilï'érentielles  est  6n  —  6,  si  l'on  emploie  les  coordonnées  relatives. 
Pour  éliminer  les  rotations,  on  a  les  trois  équations  f\  =  o,/^',  =  o, 
f\  =  o,  qui  dérivent  de  celles  des  axes  mobiles  5  ces  dernières  et  l'éli- 
mination dedt  réduisent  les  variables  à  6n —  10.  On  arrive  k6n  — 12 
par  les  intégrales  H  =  const.,  K^  =  const.  Mais  on  peut  aussi  arri- 
ver à  6n —  II,  sans  employer  une  seule  intégrale,  si  les  forces  sont  des 
fonctions  homogènes  des  coordonnées  de  la  dimension  e  5  il  suflît, 
pour  cela,  de  diviser  les  coordonnées  par  une  distance  p  du  système, 

les  vitesses  par  p  ^  ,  et  d/  par  p  ^   ;  la  varial)le  p  disparaît  alors,  et 

l'on  eaerne  une  relation  entre  les  nouvelles  variables  —  »   -■,   -,.... 

^  ^  P       P      P 

DiDON  (F.).  —  Méthode  de  Cauchy  pour  l'inversion  de  l'intégrale 
elliptique.  (11  p.) 

Cette  méthode  se  trouve  développée  dans  une  série  de  Notes  insé- 
rées par  Cauchy  en  i843,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  XVII.  Ces  Notes  sont  consacrées  à  l'étude  de 
produits  que  Cauchy  appelle  factorielles  réciproques.,  et  qui  ne  sont 
autre  chose  que  les  fonctions  0  de  Jacobi.  M.  Didon  expose,  avec  les 
notations  de  Jacobi,  les  méthodes  de  Cauchy;  il  en  déduit  en  outre, 
ce  que  n'avait  pas  fait  Cauchy,  le  théorème  relatif  à  l'addition  des 
arguments. 

Mathiexj  (E.).  — Sur  le  mouvement  vibratoire  des  plaques.  (19  p.) 
Poisson  (*)  et  Cauchy  {**)  avaient  déjà  étudié  le  mouvement  vi- 
bratoire des  plaques.  Mais  leur  solution  a  été  critiquée  par  M.  Kirch- 
hoff,  qui  a  montré  que  les  conditions  aux  limites  imposées  par 
Poisson  et  Cauchy  sont  incompatibles.  M.  Mathieu  adresse  à  son 
tour  des  objections  à  la  méthode  de  M.  Kirchhoff  (***),  et  traite  de 
nouveau  la  théorie  du  mouvement  vibratoire. 

LiouviLLE  (J.).  — Nouveau  théorème  concernant  la  fonction  numé- 
rique F{k).  (3  p.) 

On  sait  que  F{k)  désigne,   dans  les  études   de  M.  Liouville,  le 

(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  VIII. 
(**)  Exercices  de  Mathématiques  ;  i8>8. 
(  ***  )  Kirchhoff,  Journal  de  Crelle,  t.  XL. 
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nombre  des  formes  quadratiques  binaires,  primitives  ou  non,  de  dé- 
terminant —  A;,  dont  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est 
impair. 

Cela  posé,  considérons  toutes  les  valeurs  de  t  telles  que 

lo/n  —  25/'>  o 

on  aura 

F(iom)  +  22F(iom  —  25P)  =  2!;,(m). 

^1  (m)  désigne  la  somme  des  diviseurs  de  m. 

LiotJviLLE  (J.).  —  Remarque  au  sujet  de  la  fonction  ^^[n)  qui  ex- 
prime la  somme  des  diviseurs  de  m.  [a  p.) 

BoTJssiNESQ  (J.).  —  Étude  sur  les  surfaces  isothermes  et  sur  les  cou- 
rants de  chaleur  dans  les  milieux  homogènes  chauffés  en  un  de  leurs 
points.  (34  p.) 

LiouviLLE    (J.).    —  Extrait   d'une  lettre    adressée    à    M.    Besge. 

(4  p.) 

M.  Liouville  déduit  de  l'intégrale  définie 


X 


1  -{-  X^  O 

donnée  par  M.  Bertrand,  l'intégrale  suivante 

'  arc  tango:  tt 

5_.    dx  =  H  lOg  2 


Jo 


La  lettre  se  termine  par  des  théorèmes  relatifs  aux  formes  qua- 
dratiques. 

Liouville  (J.).  —  Théorème  concernoMt  la  fonction  numérique 
p,{n).  (3  p.)         ^ 

Si  l'on  a  «  =  dô,  voici  la  définition  de  la  fonction  pi{n)  ; 

p,(«)  =  2(-0    '•    cP 

Weiler  (A.).  —  Note  sur  le  problème  des  trois  corps.  (i6  p.) 

Saint-Venant  (be).  —  Rapport  à  V Académie  des  Sciences  sur  une 
Communication  de  M.  Vallès,  faite  le  ii  décembre  i868  sous  ce  titre  : 
((  Expériences  faites  à  l'écluse  de  l'Aubois  pour  déterminer  l'effet 
utile  de  l'appareil  à  l'aide  duquel  M.  de  Caligny  diminue  dans  une 
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proportion  considérable  la  consommation  d'eau  dans  les  canaux  de 
navigation  ».  (ii  p.) 

Caligmy  (A.  de).  —  Note  sur  les  moyens  de  rendre  automatique 
le  système  d'écluses  de  navigation  décrit,  tome  XI,  2'  série,  page  i45. 

(7P-) 

Caligny  (A.  de).  —  Note  sur  un  appareil  à  faire  des  épuisements 
aw  moyen  des  vagues  de  la  mer.  (6p.) 

LioTj VILLE  (  J.).  —  Sur  la  forme   ternaire  x^  -\-  ly-  -h  "iz^.  (2p.) 

Soit  m  un  entier  de  la  forme  6  m  =h  i,  le  nombre  des  solutions  de 

l'équation 

m  =  x^  -h  ly''  H-  3  2^ 

est  donné  par  la  formule 

N=:F(6m). 

BoiLEAu  (P.).  —  Mémoire  sur  les  bases  de  la  théorie  du  régime  uni- 
forme des  courants  liquides.  (16  p.) 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  Véquation  aux  différences  partielles 
du  quatrième  ordre  A^u  =  o  et  sur  l'équilibre  d'élasticité  d'un  corps 
solide.  (45  p.) 

On  sait  que  les  géomètres  ont  fondé  sur  l'étude  de  l'équation 

_d^u       dUi       d^u  _ 
dx'        dy^       ciz'         ' 

une  des  plus  admirables  et  des  plus  fécondes  théories  des  mathéma- 
tiques modernes.  L'équation  plus  compliquée  A  Au  =  o  n'avait 
peut-être  pas  encore  été  considérée  d'une  manière  générale,  et,  ce- 
pendant, elle  se  rencontre  dans  plusieurs  théories  importantes  de  la 
Physique  mathématique.  M.  Mathieu  l'étudié  en  employant  une 
formule  analogue  à  la  célèbre  équation  de  Green,  et  il  arrive  au 
théorème  suivant  : 

c(  Il  existe  une  fonction,  et  une  seule,  qui  satisfait  à  l'équation 

AA  «  =  o 

dans  l'intérieur  d'une  surface  cr,  qui  y  varie  d'une  manière  continue 
avec  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  et  dont  la  valeur  et  celle 
de  son  A  sont  données  à  la  surface.  » 

Le  Mémoire  se  termine  par  différentes  applications. 
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Calignii  (A.  de).  —  Note  sur  des  appareils  hydrauliques  fonction- 
nant au  moyen  de  l'aspiration  résultant  du  mouvement  acquis  d^une 
colonne  liquide  :  addition  à  un  Mémoire  publié  dans  le  tome  XI  de  ce 
Journal  en   1866,  p.  288.  (3  p.) 

GouRNERiE  (de  la).  —  ISotc  sur  Us  singularités  élevées  des  courbes 
planes.  (10  p.  ) 

«  Dans  un  Mémoire  inséré  au  VU^  volume  du  Quarterly  Journal, 
M.  Cayley  a  établi  que  toute  singularité  d'une  courbe  plane  est  équi- 
valente à  des  nombres  déterminés  de  points  doubles,  de  rebrousse- 
ments,  de  tangentes  doubles  et  d'inflexions,  dételle  sorte  que  lorsque 
ces  quatre  nombres  sont  connus  pour  toutes  les  singularités  d'une 
courbe,  on  peut  immédiatement  appliquer  à  cette  courbe  les  trois 
équations  de  Plùcker,  et  aussi  savoir  à  quel  genre  elle  appartient 
d'après  sa  déficience  [deficiency)^  c'est-à-dire  d'après  la  différence 
qui  existe  entre  les  deux  nombres  de  points  doubles  que  son  ordre 
comporte  et  qu'elle  possède  réellement.  M.  Cayley  a,  de  plus,  donné 
des  formules  pour  calculer  les  quatre  nombres  qui  représentent  une 
singularité,  lorsqu'on  connaît,  pour  les  différentes  branches  qui  la 
constituent,  des  équations  distinctes  résolues  par  rapport  à  l'une  des 
coordonnées.  Je  me  propose  de  montrer  comment  on  peut  déduire 
ces  équations  de  l'équation  générale  de  la  courbe. 

»  Je  donnerai  ensuite  quelques  résultats  sur  les  rayons  de  cour- 
bure à  un  point  multiple,  et  sur  les  contacts  que  les  différentes 
branches  peuvent  avoir  les  unes  avec  les  autres. 

»  Cette  Note  est  composée  de  deux  Parties  -,  la  seconde,  entière- 
ment consacrée  à  des  applications,  a  été,  faute  de  place,  rejetée  au 
numéro  de  janvier  du  volume  suivant.  » 

Caligny  (A  de).  —  Note  sur  un  appareil  propre  à  élever  Veau  au 
moyen  des  vagues  de  la  mer  ou  des  grands  lacs.  (2p.) 

BULLETTIINO  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  Scienze  matema- 
TicHE  E  risicHE,  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  —  Roma,  tipo- 
grafîa  delle  Scienze  matematiche  et  fisiche^  Via  Lata,  n°  21 1  (*). 


(*)  Fondé  en  1868,  paraissant  chaque  mois  par  fascicules  de  6  à  7  feuilles  in-4°  ;  en 
italien  et  en  français.  Prix  :  3.5  centimes  la  feuille. 
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T.  U,  janvier-septembre-,  1869. 

BoNcoMPAGNi  (B.).  —  La  rie  et  les  travaux  du  baron  Cauchy, 
membre  de  l'Académie  des  Sciences i  par  C.-A.  Va/son,  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 

Analyse  détaillée  de  l'Ouvrage  de  M.  Valson,  suivie  d'une  Indica- 
tion des  écrits  d'Augustin  Cauchy,  contenus  dans  huit  Recueils  scien- 
tifiques; par  E.  Narducci.  (102  p.  ;  ital.) 

Nardtjcci  (E.)  —  Sur  la  vie  et  les  écrits  de  François  Woepcke. 
(34  p-  ;  ital.) 

BoMcoMPAGNi  (B.).  —  Sur  l'Ouvrage  d'Albirouni  sur  Vinde.  (54p. , 
ital.) 

Ianichefsky  (E.).  —  Notice  historique  sur  la  vie  et  les  travaux  de 
Nicolas  Jvanovitch  Lobatchefsky.  Discours  prononcé  dans  la  séance 
solennelle  de  V Université  de  Kazan,  le  -^  novembre  1848.  (Traduit  du 
russe,  par  A.  Potocki.)  (4o  p.;  fr.) 

Roy  (A.  le).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  J.-B.  Brasseur. 
(10  p.;  fr.) 

Jacoli  (F.).  —  Anecdote  inédite  relative  à  Bonaventure  Cavalieri. 

(i4p.  ;ital.) 

WoLF  (R.).  —  Matériaux  divers  pour  l'histoire  des  Mathématiques. 
(3op.,  I  pi.;  fr.) 

Sur  l'invention  du  niveau  à  bulle  d'air.  Mort  de  G. -G.  Strauch. 
Correspondance  littéraire  de  Bernoulli .  Nicolas  Fatio  de  Duillier. 
Marc-Michel  Bousquet.  Cosimo  Bartoli. 

Sédillot  (L.-Am.).  —  Les  professeurs  de  Mathématiques  et  de  Phy- 
sique générale  au  Collège  de  France.  1""  et  2^  Période  (iSSo-iSSp). 
(58p.;fr.) 

ABHANDLUNGEN  der  kôniglichen  bohmischen  Gesellschaft 
DER  Wissenschaftejv.  6'^  Rcihc,  Bd.  I;  1867.  —  Prag.  In  Commis- 
sion der  J.  G.  CALvs'schen  k.  k.  Universitâts-Buchhandlung  (*). 

(*)  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohême.  Prague,  librairie  universi- 
taire de  Calve.  Parait  par  volumes  in-4°  tous  les  deux  ans,  en  allemand  et  en  bohème. 
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ScHMiDT  (G.)-  — Sw  ^6*  constantes  physiques  de  la  vapeur  d  eau. 
(5o  p.;  ail.) 

Ces  constantes  sont  la  densité  relative,  les  deux  capacités  calori- 
fiques de  la  vapeur  fortement  surchauffée  et  les  constantes  de  la  for- 
mule de  M.  Regnault  pour  la  chaleur  totale  X,  qu'il  faut  communiquer 
à  l'unité  de  poids  de  l'eau  à  partir  de  zéro  pour  l'amener  à  la  tempé- 
rature <,  et  la  réduire  en  vapeur  sous  la  pression  de  p  kilogrammes 
par  mètre  carré.  L'auteur  examine,  au  point  de  vue  théorique,  les 
résultats  obtenus  par  Zeuner  et  par  Hirn. 

AKCHIV  DER  Mathematik  xjnd  Physik  mit  besonderer  Rûcksicht 
auf  die  Bedûrfnisse  der  Lehrer  an  hôheren  Unterrichtsanstalten. 
—  Herausgegeben  von  Johann  August  Grunert,  Professor  zu 
Greifswald(*).  T.  L-,  1869. 

Nawrath.  —  Sur  la  construction  d'un  polygone  simple,  à  la  fois 
inscrit  et  circonscrit  à  un  polygone  de  même  espèce.  (10  p.  -,  ail.) 

Bretschneider  (C.-A.).  — Le  théorème  de  Malthew  Stewart.  (9  p-  ^ 
ail.) 

Soit  D  un  point  de  la  base  BC  d'un  A  ABC,  AD  =  t,BT>  =  af, 
CD  =  a"  -,  a,  6,  c  les  trois  côtés  du  A.  On  a  at-  =  h- a!  -\-  c^  a!'—  aa'a'^. 
Ce  théorème  de  Géométrie  élémentaire  est  très -utile  et  n'est  pas 
encore  assez  connu. 

RuDELKA  (Jos.).  — Les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumière.  (3  art., 
III  p.  -,  ail.) 

Bjôrlikg  J''.  (C.-F.-E.)  —  Sur  le  mouvement  rectiligne  d'une  molé- 
cule soumise  à  une  force  attractive  ou  répulsive,  qui  est  une  fonction  al- 
gébrique,  rationnelle  et  entière  de  la  distance  à  un  centre  fixe.  (i3p.  ^  fr.) 

Grxjnert  (J.-A.)  —  Sur  les  cordes  communes  des  sections  coniques 
et  de  leurs  cercles  de  courbure,  et  en  particulier  sur  les  maxinia  et  les 
minima  de  ces  cordes.  (34  P-  7  ^H-) 

Veksluys  (J.).  —  Applications  nouvelles  des  déterminants  à  V Al- 
gèbre et  à  la  Géométrie.  (19  p.  ^  fr.) 

(*)  Fondé  en  iSiJi.  Prix  :  3  Thlr.  pour  chaque  volume  composé  de  quatre  cahiers 
gr.  in-S".  Il  parait  un  ou  deux  volumes  par  an,  en  allemand,  en  français  et  en  latin. 
Greifswald,  C.  A.  Koch's  Vcrlagsbuchhandlung,  Th.  Kunikc. 
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Le  principal  théorème  contenu  dans  ce  travail  se  rapporte  à  l'équa- 
tion homogène  d'une  surface  du  second  degré  en  coordonnées  tétraé- 
driques  5  suivant  que  le  discriminant  de  cette  équation  est  négatif  ou 
positif,  la  surface  admet  ou  n'admet  pas  de  génératrices  rectilignes. 

Grunert  (  J.-A.). —  Sur  les  projections  conformes  des  cartes  géo- 
graphiques. (34  p- ;  ail.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  trapèze  et,  en  par- 
ticulier, sur  sa  détermination  graphique,  (y  p.  ;  ail.) 

LiNDMAN  (Chr.-Fr.).  —  Remarques  sur  quelques  séries.  (4  Pi  lat) 

Grunert  (  J.-A.) .  —  Sur  une  lettre  remarquable,  écrite  par  Lagrange, 
âgé  de  dix-huit  ans^  au  comte  G.-C.  da  Fagnano.  (9  p.  ;  ail.) 

Seeling  (P.).  —  Diverses  propositions  de  la  théorie  des  nombres. 
(a  p.  ^  ail.) 

Imschenetsky  (  V.-G.).  —  Sur  V intégration  des  équntions  aux  déri- 
vées partielles  dupremier  ordre  (*).  (198  p.  ;  fr.) 

Ce  Mémoire  contient  un  exposé  complet  et  très-intéressant  des 
travaux  de  Jacobi,  de  Bour,  de  Boole,  de  M.  Bertrand  et  de  M.  Liou- 
ville  sur  cette  branche  importante  de  l'Analyse. 

Nous  reproduisons  d'ailleurs  une  partie  de  l'Introduction  : 

«  La  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  de  la  forme  la  plus  générale,  créée  par  les  travaux 
des  plus  grands  géomètres  des  temps  modernes,  forme  actuellement 
la  partie  la  plus  approfondie  et  la  plus  achevée  du  calcul  intégral. 
Dans  l'histoire  du  développement  de  cette  théorie,  on  rencontre  ce 
fait  remarquable,  que  les  successeurs  immédiats  de  Lagrange,  son  vé- 
ritable fondateur  (1772),  considérèrent  comme  impossible  de  suivre 
la  voie  qu'il  avait  tracée;  tandis  qu'au  contraire  les  derniers  progrès 
de  cette  théorie  l'ont  ramenée  de  nouveau  aux  principes  de  Lagrange. 
PfafT,  le  premier,  se  plaçant  à  un  nouveau  point  de  vue,  est  parvenu 
à  la  solution  complète  du  problème.  Mais  sa  méthode,  théorique- 
ment exacte,  s'est  trouvée  peu  commode  dans  la  pratique,  par  suite 
des  difficultés  que  présente  l'intégration  successive  de  plusieurs  sys- 
tèmes d'équations  différentielles.  Cauchy  (1819)  et  Jacobi  (1837),  P^'' 


(*)  Traduit  du  russe  par  J.  Hoûel.  Un  tirage  à  part  a  été  fait  de  ce  Mémoire  et  a  déjà 
été  signalé  dans  notre  précédent  numéro. 
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des  procédés  différents,  et  sans  que  le  second  eût  aucune  connais- 
sance des  travaux  du  premier,  montrèrent  que  le  but  auquel  con- 
duisait la  méthode  de  Pfafï  pouvait  être  atteint  plus  simplement  par 
la  seule  intégration  complète  du  premier  des  systèmes  d'équations 
différentielles  qui  se  rencontrent  dans  cette  méthode.  La  question 
paraissait  dès  lors  complètement  épuisée.  Néanmoins,  l'infatigable 
et  fécond  génie  de  Jacobi  n'abandonna  pas  ses  investigations  sixr  ce 
problème  auquel  il  avait  déjà  fait  faire  de  si  grands  pas,  et  auquel 
s'attachait  un  nouvel  intérêt  depuis  que  les  recherches  d'Hamilton 
avaient  mis  en  évidence  la  liaison  qui  existe  entre  cette  théorie  et 
l'intégration  des  équations  différentielles  de  la  Dynamique.  Pendant 
que  Jacobi  se  livrait  à  ses  nouvelles  études  sur  cette  double  question, 
la  théorie  continuait  ses  progrès,  grâce  aux  remarquables  publications 
d'autres  analystes,  Liouville,  Bertrand,  Donkin,  Bour,  etc.,  qui  se 
sont  occupés  du  môme  objet,  et  dont  les  découvertes  devaient  laisser 
moins  à  faire  au  géomètre  allemand,  quoique  souvent  aussi  elles 
dussent  coïncider  avec  les  résultats  qu'il  obtenait  de  son  côté.  Nous 
ne  pouvons  émettre  ici  que  de  simples  conjectures,  puisque  le  tra- 
vail de  Jacobi  n'a  paru  qu'après  sa  mort,  rédigé  par  Clebsch  d'après 
les  matériaux  trouvés  dans  ses  papiers. 

»  Ces  détails  expliquent  les  réclamations  de  priorité  auxquelles 
cette  publication  a  donné  lieu  de  la  part  de  plusieurs  auteurs,  relati- 
vement soit  aux  théorèmes  fondamentaux  de  la  nouvelle  méthode  de 
Jacobi,  soit  à  son  principe  général.  Mais,  sans  aucun  doute,  le  nom 
de  ce  grand  géomètre  restera  attaché  à  cette  théorie,  fondée  sur  ses 
conceptions  et  constituée  par  lui-même  sous  une  forme  systématique 
complète,  lors  même  que  des  parties  isolées  et  secondaires  de  cet 
ensemble  appartiendraient  à  d'autres  inventeurs. 

»  En  me  bornant,  pour  le  moment,  à  cette  courte  esquisse  du  dé- 
veloppement successif  de  ce  problème,  je  me  réserve  de  revenir  plus 
longuement  sur  les  détails  historiques  dans  les  notes  qui  accompa- 
gnent le  texte,  et  je  vais  donner  maintenant  un  aperçu  général  du 
contenu  de  ce  Mémoire. 

»  Dans  le  Chapitre  I,  j'examine  les  différentes  formes  d'inté- 
grales des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  -,  et,  de 
l'intégrale  complète,  je  déduis  l'intégrale  générale,  par  la  métliode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  en  me  fondant  sur  les  pro- 
priétés des  déterminants  fonctionnels. 
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»  Dans  le  Chapitre  II,  je  considère  la  forme  particulière  d'inté- 
grale qui  conduit  à  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées 
partielles,  et  je  donne  un  abrégé  de  la  théorie  de  ces  dernières, 
d'après  Lagrange  et  Jacobi. 

»  Dans  le  Chapitre  III,  j'expose  l'état  général  de  la  question,  con- 
formément aux  vues  indiquées  dans  le  dernier  travail  de  Jacobi,  et 
j'y  introduis  les  conditions  d'intégrabilité  de  Liouville  et  de  Donkin. 
Après  avoir  montré  que,  dans  le  cas  particulier  de  deux  variables 
indépendantes,  la  méthode  de  Jacobi  revient  identiquement  à  celle 
de  Lagrange  et  de  Charpit,  je  reprends  la  question  générale,  et  j'ef- 
fectue une  première  simplification  des  équations,  par  l'élimination 
de  la  fonction  inconnue,  en  tant  qu'elle  y  entrait  explicitement-,  je 
signale,  en  outre,  le  défaut  du  procédé  employé  par  Jacobi. 

»  On  voit,  par  le  contenu  des  Chapitres  précédents,  que  l'objet 
principal  de  mon  étude  est  la  nouvelle  méthode  de  Jacobi.  Après 
l'avoir  exposée,  j'ai  fait  remarquer,  d'accord  avec  l'opinion  exprimée 
par  Bour  dans  un  Mémoire  imprimé,  et  par  Bertrand  dans  ses  le- 
çons publiques,  que  Jacobi  n'a  pas  donné  à  la  construction  de  sa 
théorie  toute  la  simplicité  possible.  En  suivant  les  indications  de  ces 
deux  géomètres,  conformes  aux  résultats  de  mes  propres  recherches, 
j'ai  essayé,  dans  le  Cliapitre  IV,  d'établir  le  théorème  fondamental  de 
la  méthode  de  Jacobi  sur  les  principes  les  plus  simples. 

)>  Dans  le  Chapitre  V,  j'expose  avec  détail  la  marche  des  intégra- 
tions qu'exige  la  méthode  de  Jacobi.  D'abord,  pour  présenter  le  pro- 
cédé fondamental  sous  la  forme  la  plus  simple,  je  n'ai  pas  réduit, 
dans  les  équations,  les  variables  à  leur  nombre  minimum  5  en  outre, 
j'ai  indiqué  les  difficultés  qui  pouvaient  se  rencontrer,  et  j'ai  exa- 
miné des  cas  où  le  procédé  s'applique  très-simplement.  Enfin,  par 
l'élimination  des  variables  superflues,  j'ai  établi  la  théorie  de  la 
méthode  dans  tout  son  développement,  et  j'ai  donné  des  exemples 
pour  bien  faire  comprendre  la  marche  du  calcul. 

M  Le  Chapitre  VI  est  consacré  à  l'intégration  des  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Après  avoir  montré 
que  la  solution  de  cette  question  plus  générale  peut  se  faire  par  les 
procédés  qui  ont  servi  à  résoudre  le  problème  traité  dans  les  Cha- 
pitres précédents,  j'applique  cette  théorie  à  des  problèmes  déter- 
minés et  indéterminés  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  con- 
duisant   à  l'intégration  d'équations    simultanées    linéaires  ou   non 
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linéaires.  Pour  terminer,  je  considère  à  un  nouveau  point  de  vue 
la  question  générale,  intéressante  d'ailleurs  par  elle-même,  des  con- 
ditions d'intégrabilité  immédiate  d'une  expression  aux  dilïérentielles 
ordinaires  d'ordre  quelconque. 

»  Dans  le  Chapitre  \II,  j'expose  la  théorie  de  l'intégration  des 
équations  simultanées  aux  dilïérentielles  ordinaires  de  la  forme  ca- 
nonique ;  j'explique  la  liaison  qui  existe  entre  le  théorème  de  Poisson 
relatif  aux  intégrales  de  ces  équations  et  le  théorème  fondamental  de 
la  méthode  de  Jacobi,  et  je  démontre  le  procédé  de  Bertrand  pour 
l'intégration  des  équations  de  la  dynamique  au  moyen  du  théorème 
de  Poisson;  j'applique  à  un  même  exemple  les  deux  théories. 

»  Enfin,  dans  le  Chapitre  VIII,  pour  compléter  l'aperçu  des  mé- 
thodes d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordi^e,  j'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d'ajouter  un  exposé  géné- 
ral de  la  méthode  de  Caucliy.  » 

M.  Imschenetsky  a  fait  une  autre  étude  aussi  consciencieuse  que 
celle  dont  nous  venons  de  citer  l'Introduction,  et  relative  aux  équa- 
tions du  second  ordre.  Nous  en  parlerons  prochainement. 

Bretschneidee.  (C.-A.). —  Les  courbes  polaires  harmoniques .  {24^ ■■) 
ail.) 
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VALSOjN  (C-A.),  professeur  à  la  Faculté  dés  Sciences  de  Grenoble. 
—  La  vie  et  les  travaux  du  baron  Cauchy,  membre  de  l'Académie 
des  Sciences;  avec  une  Préface  de  M.  Hermite,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciejices.  —  2  vol.  in-8:,  1868.  Paris,  Gautliiers-Villars. 
Prix:  8  francs. 

Le  premier  •  volume  de  M.  Valson  raconte,  avec  de  minutieux 
détails,  la  vie  de  l'illustre  géomètre,  considéré  comme  chrétien  fer- 
vent plus  encore  que  comme  savant.  Nous  nous  proposons  ici  de 
rendre  compte  du  second,  spécialement  consacré  à  l'œuvre  scien- 
tifique de  Cauchy.  En  présence  de  sept  cent  quatre-vingt-neuf 
Mémoires  relatifs  aux  théories  les  plus  diverses  incessamment  abor- 
dées, abandonnées  et  reprises,  M.  Valson  a  renoncé  à  la  tâche  de  tout 
analyser,  même  sommairement,  mais  il  a  tout  énuméré  et  tout  classé  ; 
nous  ne  pouvons  avoir  la  prétention  d'en  faire  autant,  et  nous  nous 
bornerons  à  signaler  les  traits  principaux  de  l'OEuvre  dont  l'impoi  - 
tance,  qui  grandit  chaque  jour,  assure  à  Cauchy  l'un  des  plus  grands 
noms  que  puisse  citer  l'histoire  des  Mathématiques. 

Augustin-Louis  Cauchy,  né  à  Paris,  le  2 1  août  1 789,  entra  à  l'École 
Polytechnique  à  l'âge  de  seize  ans.  Quatre  ans  plus  tard,  en  181 1,  il 
débutait  avec  éclat  dans  la  science  par  la  solution  aussi  simple  qu'élé- 
gante d'une  question  proposée  par  Poinsot.  Tout  en  rendant  justice 
au  consciencieux  et  utile  travail  de  M.  Valson,  je  dois  signaler  l'ab- 
sence regrettable  du  nom  de  l'illustre  géomètre  dans  l'analyse  de  ce 
premier  Mémoire,  aussi  bien  que  dans  le  récit  des  circonstances  qui 
s'y  rapportent.  Poinsot  et  Cauchy  ne  s'aimaient  pas;  leurs  contem- 
porains ne  l'ont  pas  ignoré.  Candidats  tous  deux  à  la  succession  de 
Lagrange  dans  la  Section  de  Géométrie,  ils  étaient  dignes  l'un  et 
l'autre  dhm  tel  héritage.  Ampère,  dont  le  nom  est  resté  tout  au  moins 
l'égal  de  celui  de  Cauchy,  était  au  nombre  des  concurrents,  et  l'échec 
du  jeune  géomètre,  âgé  alors  de  vingt-quatre  ans,  n'autorisait  nulle- 
ment son  trop  enthousiaste  biographe  à  écrire  :  «  S'il  ne  fut  pas 
nommé ,  c'est  qu'au  scrutin  des  considérations  d'un  autre  ordre 
furent  mises  en  balance  avec  le  mérite.  »  La  question  ne  vaut  pas 
qu'on  l'étudié-,  mais,  en  se  reportant  en  i8i3,  pour  comparer  les  tra- 
vaux publiés  par  Cauchy  à  ceux  de  Poinsot  et  d'Ampère,  âgés,  l'un 
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de  trente-quatre  ans,  l'autre  de  trente-huit,  il  semble  qu'un  jugement 
équitable  pouvait  alors  les  préférer  tous  deux  à  leur  jeune  et  brillant 
concurrent . 

La  Section,  il  est  vrai,  plaçait  au  premier  rang  un  quatrième  can- 
didat; mais  à  quoi  bon  le  rappeler  ?  L'histoire  des  méprises  acadé- 
miques est  un  lieu  commun  inépuisable  qui  n'étonne  plus  maintenant 
et  n'instruit  personne.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  ne  rattache  nullement 
à  l'avantage  obtenu  par  Poinsot  l'inexplicable  absence  de  son  nom 
dans  le  livre  de  M.  Valson.  Poinsot  avait  fait  en  Géométrie  une 
découverte  véritable,  celle  de  quatre  nouveaux  polyèdres  réguliers; 
il  s'était  demandé  s'il  en  existe  d'autres,  et  le  Mémoire  présenté  par 
Cauchy  à  la  première  Classe  de  l'Institut  était  la  réponse  à  cette 
question. 

«  Le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  à  la  Classe,  disait  le 
jeune  auteur,  contient  diverses  recherches  sur  la  Géométrie  des  so- 
lides; la  première  partie  oftre  la  solution  de  la  question  proposée  par 
M.  Poinsot  sur  le  nombre  des  polyèdres  réguliers  que  l'on  peut  con- 
struire.  » 

Le  doute  n'est  donc  pas  possible,  et  l'histoire  de  la  question  n'exi- 
geait aucune  érudition. 

Cauchy,  dans  son  premier  Mémoire,  montrait  d'éminentes  qualités 
devenues  chez  lui  de  plus  en  plus  rares.  La  forme  est  aussi  excellente 
que  le  fond,  et  la  rigueur  des  raisonnements  semble  s'allier  sans 
effort  à  la  plus  lumineuse  clarté.  Les  deux  Mémoires  de  i8i  i  et  de 
1812,  sur  la  théorie  des  polvèdres  et  les  premières  études  sur  le 
nombre  des  valeurs  d'une  fonction  montrent  que  Cauchy,  en  arrê- 
tant plus  longtemps  son  esprit  sur  chacune  de  ses  découvertes,  aurait 
pu,  s'il  l'eût  voulu,  leur  imprimer  ce  cachet  de  perfection  définitive 
que,  trop  souvent  depuis,  il  n'a  pas  eu  le  loisir  de  chercher.  C'est  par 
sa  grande  hâte  de  produire  que  Cauchy  a  été  si  loin  de  mériter  l'éloge 
que  lui  décerne  cependant  M.  Valson  : 

«  Il  ne  quittait  pas  un  sujet  avant  de  l'avoir  complètement  appro- 
fondi et  élucidé,  de  manière  à  satisfaire  les  exigences  des  esprits  les 
plus  difficiles.    » 

S'il  est  un  nom  illustre  dans  l'histoire  de  la  science,  auquel  cette 
louange  ne  soit  pas  applicable,  c'est,  sans  contredit,  celui  de  Cauchy, 
et,  lorsque  l'on  peut  louer  en  lui  tant  de  rares  et  exceptionnels 
mérites,   c'est  un  tort  véritable  envers  sa  mémoire  de  citer  précisé- 
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ment  celui  qui,  de  l'aveu  de  tous  et  évidemment  par  sa  faute,  lui  a 
complètement  fait  défaut. 

La  théorie  des  intégrales  doubles,  et  leur  application  à  la  recherche 
des  intégrales  définies,  fut  pour  Cauchy  l'occasion  d'un  succès  plus 
brillant  encore,  et,  pour  les  géomètres  les  plus  illustres,  l'objet  d'un 
véritable  étonnement. 

Une  intégrale  simple  ou  double  est  la  limite  d'une  somme  d'élé- 
ments infiniment  petits,  et  les  géomètres  jusqu'alors,  si  l'on  en  excepte 
l'illustre  Gauss,  admettaient  que,  sans  en  changer  la  valeur,  on  peut 
intervertir  les  opérations  et  ajouter  les  mêmes  éléments  dans  un  autre 
ordre . 

Il  faut  exclure  le  cas  où  certains  éléments  deviennent  infinis. 
Gauss,  dans  un  beau  Mémoire,  avait  remarqué  que,  réciproquement, 
quand  l'ordre  des  intégrations  change  la  valeur  d'une  intégrale  double, 
l'élément  intégré  devient  nécessairement  infini.  Cauchy,  conduit  par 
ses  propres  recherches  au  même  résultat,  en  a  su  déduire  des  consé- 
quences plus  importantes  et  plus  précises.  Non  content  d'affirmer  que 
l'ordre  des  intégrations  peut  influer  sur  la  valeur  d'une  intégrale,  il 
calcule  dans  un  cas  étendu  la  différence  des  deux  résultats,  et,  par  un 
de  ces  artifices  élégants  qui,  chez  lui,  semlilent  naturels,  en  déduit, 
pour  le  calcul  des  intégrales  définies,  la  méthode  la  plus  ingénieuse 
et  la  plus  féconde  qui  eût  été  donnée  jusque-là. 

Legendre  s'est  montré  strictement  et  un  peu  sèchement  juste 
lorsque,  en  rendant  compte  de  ce  beau  Mémoire,  il  écrivit  : 

«  Nous  n'examinons  pas  si  les  nouvelles  méthodes  de  M.  Cauchy 
sont  plus  simples  que  celles  qui  étaient  déjà  connues,  si  leur  appli- 
cation est  plus  facile,  et  si  l'on  peut  trouver  par  leur  moyen  quelque 
réstJtat  que  ne  pourraient  donner  les  méthodes  connues  ;  car,  quand 
même  on  répondrait  négativement  à  ces  questions,  il  n'en  resterait 
pas  moins  à  l'auteur  le  mérite  : 

»  1°  D'avoir  construit,  par  une  marche  uniforme,  une  suite  de 
formules  propres  à  transformer  les  intégrales  définies  et  à  en  faciliter 
la  détermination  ; 

»  2°  D'avoir  remarqué  le  premier  qu'une  intégrale  double  prise 
entre  des  limites  données  pour  chaque  variable  n'oifre  pas  toujours 
le  même  résultat  dans  les  deux  manières  d'effectuer  les  intégrations; 

»  3°  D'avoir  déterminé  la  cause  de  celte  différence  et  d'en  avoir 
donné  la  mesure  exacte  au  moyen  des  intégrales  singulières,  dont 
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l'idéo  ap|)articiit  à  l'auteur  et  qui  peuvent  être  regardées  comme  une 
découverte  en  Analyse  ^ 

)>  4°  Enfin  d'avoir  donné  par  ses  méthodes  de  nouvelles  formules 
intégrales  fort  remarquables,  qui  peuvent  bien  se  déduire  des  formules 
connues,  mais  auxquelles  personne  n'était  encore  parvenu. 

n  II  nous  paraît,  par  tous  ces  motifs,  que  M.  Cauchy  a  donné,  dans 
ses  recherches  sur  les  intégrales  définies,  une  nouvelle  preuve  de  la 
sagacité  qu'il  a  montrée  dans  plusieurs  de  ses  autres  productions.    » 

Legendre  aurait  pu,  sans  exagération,  hausser  de  plusieurs  tons  la 
iioie  de  ses  louanges.  En  signalant  une  erreur  commise  jusque-là  par 
h's  maîtres  de  la  science,  Cauchy  avait  fait  preuve  de  sagacité;  mais, 
en  cherchant  et  trouvant  l'expression  précise  de  l'erreur,  en  poussant 
a  bout  les  conséquences  de  cette  remarque,  en  se  rendant  maître  d'un 
sujet  aussi  délicat  sans  en  restreindre  la  généralité,  en  y  rattachant 
enfin  tant  de  conséquences  éloignées  et  imprévues,  il  prenait  rang,  à 
l'âge  de  vingt-trois  ans,  parmi  les  géomètres  inventifs  de  son  époque. 
Les  Commissaires  de  l'Académie  auraient  pu  le  proclamer  plus  nette- 
ment. 

L'idée  absolument  nouvelle  contenue  dans  le  Mémoire  sur  les  inté- 
grales doubles  devait  être  mise  dans  tout  son  jour  par  les  écrits  ulté- 
rieurs de  l'illustre  analyste;  elle  forme,  pour  ainsi  dire,  le  motif  do- 
minant et  le  ressort  aussi  simple  que  précieux  de  ses  plus  admirables 
découvertes . 

En  étudiant  les  intégrales  doubles,  Cauchy  avait  aperçu  le  rôle 
considérable  des  valeurs  infinies  d'une  fonction.  La  suite  des  mêmes 
idées  appliquées  à  la  recherche  des  intégrales  imaginaires  devait 
bientôt  après  lui  fournir  la  remarque  la  plus  importante  peut-être 
aux  progrès  de  la  science  analytique.  La  définition  d'une  intégrale 
prise  entre  des  limites  imaginaires,  sa  valeur  indépendante  de  la  route 
suivant  laquelle  on  intègre,  son  changement  brusque  lorsque  cette 
route  franchit  certains  points  pour  lesquels  la  fonction  devient  infinie 
ou  mal  déterminée,  les  conséquences  relatives  au  calcul  des  intégrales 
définies,  aux  racines  des  équations,  au  développement  en  séries  et  à 
la  périodicité  des  intégrales,  forment  une  longue  chaîne  de  vérités 
nouvelles  que  l'on  ne  saurait  trop  admirer,  et  dont  il  faut  renoncer 
à  louer  dignement  la  découverte;  aucun  géomètre,  à  aucune  époque, 
n'a  fait  faire  à  l'Analyse  pure  un  progrès  plus  considérable. 

Cette  grande  théorie  n'est  pas  née  tout  d'un  coup  :  qui   pouriait 
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s'en  étonuerP  Elle  s'est  lentement  ordonnée  et  développée  dans  l'esprit 
de  l'illustre  inventeur,  et  je  reproche  à  M.  Valson  de  n'en  pas  avoir 
suffisamment  marqué  les  phases  et  signalé  le  progrès.  Les  premiers 
Mémoires  contiennent  des  imperfections  et  des  inexactitudes,  corri- 
gées plus  tard  par  Cauchy  lui-même.  Les  fonctions  imaginaires  n'y 
sont  pas  distinctement  définies,  et  l'intervention  de  leurs  valeurs 
multiples  semble  n'y  jouer  aucun  rôle.  Sans  rien  enlever  à  la  gloire 
de  Cauchy,  cela  importe  au  lecteur,  que  l'admiration  uniforme  de 
M.  Valson  ne  saurait  guider.  J'ajouterai  que  les  indications  du  savant 
auteur  sont  parfois  entachée^s  de  graves  inexactitudes  et  de  singulières 
inadvertances.  La  défînitition  du  résidu,  ce  fondement  de  tant  de  tra- 
vaux de  Cauchy,  n'est  pas  exacte.  Quand  une  fonction /^ (a:)  devient 

infinie  pour  la  valeur  x  =  a^  a  est  racine  de  l'équation  vy-Tx  ^=  ^'  ^^1 

si  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  est  m,  le  produit  {x  —  0>)"^f{^) 
a  pour  X  =  a  une  valeur  finie.  En  la  nommant  C  on  peut,  pour  les 

.         C  , 

valeurs  de  x  voisines  de  a,  assimiler  la  fonctiony(a;)  à — —',  l'er- 
reur commise  sera  infiniment  petite  par  rapport  à  la  grandeur  éva- 
luée 5  mais  cette  substitution,  qui  semble  si  naturelle,  est  absolument 
inféconde;  Cauchy  a  donné,  en  s'en  apercevant,  une  grande  preuve 
de  pénétration,  et  le  résidu,  qui  joue  un  si  grand  rôle,  n'est  pas, 
comme  le  dit  M,  Valson,  la  valeur  de  la  constante  C.  Le  calcul  des 
résidus,  créé  en  apparence  pour  donner  plus  d'élégance  et  de  sim- 
plicité aux  résultats  relatifs  à  la  théorie  des  intégrales  définies,  s'ap- 
plique avec  grand  avantage  à  toutes  les  parties  de  la  science;  Cauchy 
l'a  introduit  très-utilement  dans  l'étude  des  équations  dillérentielles. 
Le  rôle  de  Cauchy  dans  cette  partie  de  la  science,  comme  dans  presque 
toutes  ses  branches  d'ailleurs,  est  considérable.  La  théorie,  si  com- 
plètement étudiée  avant  lui,  des  équations  linéaires  à  coefficients  con- 
stants lui  doit  une  forme  nouvelle,  dans  laquelle  le  cas  particulier 
où  les  racines  de  l'équation  caractéristique  deviennent  égales  est 
compris  dans  les  mêmes  formules  que  le  cas  général.  J'attache,  je 
l'avouerai,  moins  de  prix  que  M.  Valson  à  l'idée  d'introduire  dans  les 
intégrales,  pour  remplacer  les  constantes  arbitraires,  les  valeurs  ini- 
tiales de  la  fonction  inconnue  et  de  ses  dérivées.  Si  l'on  veut,  en 
elîèt,  pousser  les  calculs  jusqu'au  bout,  les  opérations  exigées  par  les 
diverse?  formules  sont  non-seulement  équivalentes,  mais  identiques  : 
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c'est  par  l'élégance  seule  de  la  forme  que  l'emportent  les  formules  de 
Caucliy,  et  c'est  le  seul  progrès  en  effet  dont  parût  susceptible  la 
solution  d'un  problème  si  bien  étudié  par  ses  devanciers. 

Caucliy  a  étudié,  à  plusieurs  reprises,  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  à  coefficients  constants,  et  ses  formules,  remar- 
quables par  leur  élégance  et  leur  généralité,  ont  été  pour  lui  l'occa- 
sion de  ces  transformations  ingénieuses  et  imprévues  dont  il  avait  le 
secret.  Le  Journal  de  l'École  Polytechnique  contient  un  beau  Mémoire 
de  lui  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 
En  le  mentionnant  avec  les  louanges  qu'il  mérite,  pourquoi  ne  pas 
rappeler  le  nom  de  Fourier,  qui  a  découvert  la  formule  sur  laquelle 
il  repose,  et  celui  de  Poisson,  qui,  dans  un  cas  particulier,  avait 
trouvé  longtemps  avant  Cauchy  le  plus  remarquable  des  résultats  qui 
s'en  déduisent? 

Dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  non  linéaires 
du  premier  ordre,  la  part  de  Caucliy  est  considérable,  et  l'un  des 
progrès  les  plus  importants  lui  est  dû  incontestablement.  Mais 
Hamilton,  à  son  tour,  l'a  devancé  en  lui  inspirant  de  nouvelles  re- 
cherches, dans  lesquelles  il  a  été  moins  hexu-eux  que  Jacobi.  De  telles 
rencontres  n'enlèvent  rien  à  la  gloire  de  Cauchy,  mais  il  importe 
de  les  signaler,  et,  pour  justifier  entièrement  son  titre,  une  étude 
complète  sur  les  travaux  de  Cauchy  devrait  être,  à  bien  peu  de  chose 
près,  l'histoire  du  progrès  des  Sciences  mathématiques  pendant  qua- 
rante ans.  M.  Valson,  dont  le  but  paraît  être  de  louer  Cauchy  plus 
encore  que  de  le  juger,  pouvait,  en  élargissant  sa  tâche,  lui  décerner 
l'hommage  le  plus  précieux  et  le  plus  juste  à  la  fois.  Poinsot  et  Poisson, 
Jacobi  et  Abel,  Gauss  et  Dirichlet,  ont  été,  comme  Cauchy,  les  chefs 
et  les  modèles  des  géomètres  contemporains,  et  leurs  noms  auraient 
pu  briller  à  côté  du  sien  sans  que  les  avantages  de  détail  obtenus 
souvent  par  chacun  d'eux  laissassent  dans  l'esprit  du  lecteur  une  im- 
pression d'infériorité.  Le  génie  de  Cauchy  est  digne  de  tous  nos  res- 
pects-, mais  pourquoi  s'abstenir  de  rappeler  que  la  trop  grande  abon- 
dance de  ses  travaux,  en  diminuant  souvent  leur  précision,  en  a  plus 
d'une  fois  caché  la  force  ?  La  dangereuse  facilité  d'une  publicité  im- 
médiate a  été  pour  Cauchy  une  tentation  irrésistible  et  souvent  un 
écueil.  Son  esprit,  toujours  en  mouvement,  apportait  chaque  semaine 
à  l'Académie  ses  travaux  â  peine  ébauchés,  des  projets  de  Mémoire 
et  des  tentatives  parfois  infructueuses,  et,  lors  même  qu'une  brillante 
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découverte  devait  couronner  ses  etlbrts,  il  forçait  le  lecteur  à  le  suivre 
dans  les  voies  souvent  stériles  essayées  et  abandonnées  tour  à  tour 
sans  que  rien  vînt  l'en  avertir.  Prenons  pour  exemple  la  théorie  des 
substitutions  et  du  nombre  de  valeurs  d'une  fonction.  A  qui  doit-elle 
ses  plus  grands  progrès  ?  A  Cauchy  sans  aucun  doute,  et  il  est  vérita- 
ble que  son  nom,  dans  l'histoire  de  cette  belle  question,  s'élève  à  une 
grande  hauteur. au-dessus  de  tous  les  autres.  Mais,  sur  cette  théorie 
qui  lui  doit  tant,  Cauchy  a  composé  plus  de  vingt  Mémoires.  Deux 
d'entre  eux  sont  des  chefs-d'œuvre.  Que  dire  des  dix-huit  autres  ? 
rien,  sinon  que  l'auteur  y  cherche  une  voie  nouvelle,  la  suit  quelque 
lemps,  entrevoit  la  lumière,  s'ellbrce  inutilement  de  l'atteindre  et 
quitte  enfin,  sans  marquer  aucun  embarras,  les  avenues  de  l'édifice 
qu'il  renonce  à  construire. 

Les  eflbrts  des  plus  grands  géomètres  pour  démontrer  les  théorèmes 
laissés  par  Fermât  comme  autant  d'énigmes  à  la  postérité  mérite- 
raient peut-être  un  exact  historien.  Dans  cette  lice  glorieuse  où  sont 
descendus  tour  à  tour  Euler  et  Lagrange,  Gauss  et  Dirichlet,  Legen- 
dre  et  Kummer,  M.  Lamé  enfin,  dont  les  efforts  ont  été  dignement 
jugés  par  Cauchy,  on  pourrait  sans  injustice  accorder  la  palme  à  l'au- 
teur des  Exercices  de  Mathématiques,  et  la  preuve  du  théorème  sui- 
tes nombres  polygones  était  peut-être  la  plus  difficile  à  découvrir. 
Mais  est-il  possible  de  cacher  qu'en  revenant,  à  bien  des  reprises, 
sur  un  autre  théorème  de  Fermât,  il  en  a  remué  les  difficultés 
sans  en  avoir  résolu  une  seule?  Les  habitués  de  l'Académie  des 
Sciences  n'ont  pas  oublié  avec  quelle  ardeur,  pendant  plusieurs  se- 
maines, Cauchy,  préoccupé  de  cette  question  et  toujours  plein  d'es- 
poir, apportait  à  chaque  séance  des  principes  nouveaux  entrevus  la 
veille  et  dont  il  n'avait  pu  encore  pénétrer  toutes  les  suites.  Combien 
de  fois,  dans  son  empressement,  l'ont-ils  vu  déposer  sur  le  bm-eau  le 
titre  d'un  Mémoire  inachevé  qu'il  envoyait  à  l'imprimerie  à  la  der- 
nière heure,  en  achetant  la  chance  d'antidater  de  quelques  joiu^s  une 
découverte  importante  par  la  certitude  d'attacher  son  grand  nom  à  un 
travail  hâtif  et  imparfait.''  De  tels  souvenirs  sont  caractéristicjues  ^  ils 
ne  prouvent  nullement  qu'inférieur  à  lui-même  Cauchy  fût  quelque- 
fois abandonné  de  sa  rare  perspicacité  :  l'appréciation  serait  très- 
injuste.  Cauchy,  pendant  toute  sa  carrière,  a  conservé,  avec  la  rapi- 
dité de  la  pensée,  la  même  puissance  d'invention  et  de  pénétra- 
tion.  Son   génie  toujours   prêt  le  rendait  maitie  en   peu  d'instants 
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des  plus  difficiles  problèmes.  Mais  toute  recherche  exige  des  tâton- 
nements et  des  essais  infructueux,  que  Lagrange,  Jacobi  et  Gauss 
ont  connus  sans  aucun  doute  tout  autant  que  lui.  Ce  qui  distingue 
Cauchy,  dont  le  génie  a  égalé  le  leur,  c'est  d'en  avoir  longuement  et 
minutieusement  informé  le  public. 

Cauchy,  en  s'exerçant  à  bien  des  reprises  sur  la  théorie  de  la  lu- 
mière, a  montré  sous  une  forme  nouvelle  toutes  les  ressources  de  son 
esprit  d'invention,  et  la  théorie  créée  par  Fresnel  lui  doit  de  vérita- 
bles progrès-,  bien  souvent,  il  ne  faut  nullement  s'en  étonner,  sur  de 
tels  sujets  on  le  voit,  il  est  vrai,  tâtonner,  revenir  sur  ses  assertions, 
et  changer  avec  grand  profit  pour  la  science  le  principe  de  ses  mé- 
thodes. 

Cauchy,  par  exemple,  affirmait,  au  début  de  ses  recherches,  que 
les  vibrations  de  la  lumière  polarisée  sont  dans  le  plan  même  de  po- 
larisation, auquel  peu  de  temps  après  il  les  suppose  perpendiculaires, 
pour  renoncer  plus  tard  à  cette  hypothèse  et  revenir  à  sa  première 
assertion,  qui  est  celle  de  Fresnel.  On  retrouve  les  mêmes  incertitudes 
et  les  mêmes  variations  relativement  à  la  densité  variable  de  l'éther 
dans  les  divers  milieux,  et,  chaque  fois  qu'une  opinion  est  adoptée, 
elle  est  présentée  comme  certaine  et  rigoureusement  démontrée.  Quoi 
qu'il  en  soit,  les  résultats  énoncés  par  Cauchy  sur  la  réflexion ,  1  a  double 
réfraction  et  la  polarisation  des  rayons  réfléchis  et  transmis  par  un 
corps  cristallisé  d'une  manière  quelconque  sont  justement  placés  par 
les  physiciens  au  nombre  des  lois  les  plus  complexes  et  les  plus  nettes 
à  la  fois  que  leur  fournisse  l'analyse  mathématique^  susceptibles, 
par  leur  précision,  d'être  vérifiés  expérimentalement,  ils  ont  trouvé 
dans  les  belles  recherches  de  M.  Jamin  une  confirmation  éclatante. 
De  telles  rencontres  sont  dignes  d'admiration;  il  ne  faut  pas  toutefois 
en  exagérer  la  portée,  et  l'on  doit,  au  point  de  vue  mathématique, 
apporter  de  nombreuses  restrictions  à  la  rigueur  des  démonstrations. 
Cauchy,  après  avoir  établi  les  équations  différentielles  du  mouvement 
d'un  système  de  molécules  qu'il  assimilait  à  l'éther,  avait  commencé 
par  en  chercher  l'intégrale  générale  en  assignant  à  la  fonction  incon- 
nue la  forme  d'une  intégrale  définie  cjuadruple.  Les  analystes  seuls 
pouvaient  apprécier,  dans  ce  résultat  qui  devait  renfermer  implicite- 
ment la  science  entière,  le  mérite  d'une  grande  difficulté  vaincue. 
iMais  c'est  souvent  ne  rien  voir  que  de  tout  voir  à  la  fois  :  dans  cette 
belle  formule  les  lois  physiques  du  phénomène  restent  tellement  ca- 
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cliées,  qu'on  ne  peut,  jusqu'ici,  concevoir  aucun  espoir  de  les  en  déga- 
ger. Cauchy  n'a  pas  tenté  une  si  grande  entreprise.  Non-seulement 
l'intégrale  générale,  mais  les  équations  diflércntielles  dumouvementne 
jouent  aucun  rôle  dans  ses  recherches,  où  plus  d'une  hypothèse  arbi- 
trairement acceptée  sépare  les  principes  de  leurs  conséquences.  Après 
avoir  défini  ce  qu'il  nomme  un  mouvement  simple,  Caucliy,  par  une 
conséquence  naturelle,  donne  le  nom  de  rayon  simple  à  celui  qui  ré- 
sulte d'un  tel  mouvement  de  l'éther.  Il  admet  ensuite,  comme  l'avaient 
fait  avant  lui  Mac  Cullagh  et  Neumann,  qu'un  rayon  simple  tombant 
sur  la  surface  qui  sépare  deux  milieux  peut  donner  naissance,  dans 
le  cas  le  plus  général,  à  deux  rayons  rélléchis  et  à  deux  rayons  ré- 
fractés, qui  sont  comme  lui  des  rayons  simples.  Tout  cela  étant  admis 
sans  démonstration,  Cauchy  utilise  habilement  les  conditions  qui 
doivent  être  remplies  à  la  surface  pour  déterminer  les  constantes  et 
parvenir  aux  formules  précises  que  l'expérience  a  heureusement 
confirmées,  et  qu'il  applique  à  tous  les  rayons  sans  aucune  restric- 
tion. 

La  Mécanique  céleste  ne  pouvait  manquer  d'attirer  l'attention  de 
Cauchy,  et  il  y  a  marqué  glorieusement  sa  trace.  La  théorie  des  per- 
turbations planétaires  lui  doit  une  ingénieuse  méthode  dont  l'applica- 
tion très-facile  et  très-simple  n'a  pas  moins  frappé  l(;s  géomètres  par  sa 
valeur  propre  que  par  les  circonstances  remarquables  dans  lesquelles 
elle  s'est  produite.  M.  Le  Verrier  avait  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  un  important  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  planète  Pallas. 
Plus  désireux  d'obtenir  des  résultats  exacts  et  complets  que  de  per- 
fectionner les  méthodes,  le  savant  astronome  avait  employé  avec  une 
patience  sans  égale  toutes  les  ressources  connues  de  la  science,  en  uti- 
lisant avec  autant  de  prudence  que  d'habileté  les  méthodes  que  la 
grande  inclinaison  de  l'orbite  rendait  d'une  application  fort  difficile. 
Le  Mémoire  fut  renvoyé  à  Cauchy.  Fallait-il,  pour  en  vérifier  les 
conclusions,  recommencer  d'aussi  pénibles  calculs  ?  L'Académie  n'en- 
tendait pas  évidemment  imposer  une  telle  tâche  à  son  illustre  rap- 
porteur j  Cauchy  cependant,  sans  s'étonner  de  ces  immenses  calculs, 
voulut  juger  non-seulement  la  méthode,  mais  les  résultats  -,  la  diffi- 
culté particulière  du  problème  devint  pour  lui  une  ressource  nouvelle, 
et,  par  la  richesse  toujours  prête  de  ses  inventions,  il  sut  véi^fier  mi- 
nutieusement l'exactitude  des  chiffres  en  marquant  une  fois  de  plus, 
par  la  promptitude  du  travail  simplifié,  son  incontestable  supériorité. 
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La  science  fut  enrichie  d'un  Chapitre  réellement  nouveau,  et  la  mé- 
thode de  Cauchy,  commentée  depuis  avec  beaucoup  de  sagacité  et  de 
science  par  d'habiles  et  profonds  géomètres,  doit  prendre  rang  parmi 
les  théories  classiques  de  la  Mécanique  céleste. 

L'admiration  de  M.  Valson  pour  l'illustre  géomètre  est  absolue  et 
sans  réserve,  et  l'absence,  peut-être  volontaire,  de  toute  critique,  di- 
minue à  mes  yeux,  je  l'avoue,  le  mérite  considérable  pourtant  d'un 
travail  où  s'allie,  à  une  science  très-exacte,  un  esprit  méthodique  et 
soigneux.  Cauchy,  dit  M.  Valson,  était  un  éminent  professeur^  la 
louange  est  méritée,  mais,  si  l'on  veut  la  développer,  il  ne  faut  pas, 
à  l'exemple  du  savant  auteur,  énumérer,  sans  en  omettre  un  seul, 
tous  les  mérites  de  méthode  et  de  diction,  qu'un  maître  plein  de  zèle 
puisse  unir  à  la  science  la  plus  profonde,  pour  les  attribuer  sans  dis- 
tinction à  Cauchy.  L'illustre  inventeur  a  grandement  contribué  par 
son  enseignement  à  l'Ecole  Polytechnique  aux  progrès  des  hautes 
études  mathématiques.  11  a  laissé  dans  la  mémoire  des  élèves  d'élite, 
tels  que  MM.  Combes  et  de  Senarmont,  une  juste  et  reconnaissante 
admiration.  Il  a  formé  au  Collège  de  France  des  savants  qui,  devenus 
célèbres,  se  plaisaient  à  reporter  vers  lui  la  meilleure  part  de  leurs 
succès  et  l'origine  de  leurs  plus  beaux  travaux  ;  il  a  permis  enfin  à 
l'Université  de  France,  aussi  longtemps  que  son  nom  a  brillé  sur  les 
affiches  delà  Sorbonne,  de  l'opposer,  sans  accepter  d'infériorité,  aux 
noms  de  Gauss,  de  Jacobi  et  de  Dirichlet,  dont  s'enorgueillissaient  les 
Universités  allemandes.  Tout  cela  est  strictement  vrai,  il  est  juste  et 
bon  de  le  dire;  mais  ces  louanges  s'adressent  au  savant  éminent  bien 
plus  encore  qu'au  professeur  habile,  et,  s'il  m'est  permis  d'en  juger 
par  les  leçons  que  j'ai  entendues  à  une  époque  où  l'illustre  maître 
avait  conservé  toute  la  vigueur  de  son  talent,  l'enseignement  de  Cau- 
chy, si  précieux  pour  les  vrais  géomètres,  n'était  nullement  fait  pour 
instruire  et  surtout  pour  développer  les  esprits  ordinaires.  Lorsqu'en 
1849,  ^^^  applaudissements  de  tous  les  amis  de  la  science,  Cauchy 
fut  appelé  à  occuper  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  la  chaire  de 
Mécanique  céleste,  ses  premières  leçons,  il  faut  l'avouer,  trompèrent 
complètement  l'espoir  d'un  auditoire  d'élite  plus  surpris  que  charmé 
par  la  variété  un  peu  confuse  des  sujets  abordés,  La  troisième,  il 
m  en  souvient,  fut  presque  entièrement  consacrée  à  l'extraction  de 
la  racine  carrée,  et,  le  nombre  17  étant  pris  pour  exemple,  les  calculs 
furent  poussés  jusqu'à  la  dixième  décimale  par  des  méthodes  connues 
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de  tous  les  auditeurs,  et  que  Cauchy  croyait  nouvelles  parce  que  la 
veille  sans  doute  elles  avaient  spontanément  traversé  son  esprit.  Je 
ne  revins  plus  et  j'eus  grand  tort,  car  les  leçons  suivantes  m'auraient 
initié  dix  ans  plus  tôt  aux  plus  brillantes  découvertes  de  l'illustre 
maître.  Me  contestera-t-on  le  droit  d'ajouter  que  je  n'aurais  pas  à 
exprimer  un  tel  regret,  si  à  ses  éminentes  qualités  comme  géomètre 
Caucliy  avait  ajouté  le  talent  et  l'art  du  professeur  ? 

M.  Valson,  dans  l'un  des  Chapitres  du  premier  volume,  a  assigné 
à  Cauchy  parmi  les  géomètres  contemporains  un  rang  tout  singulier, 
qui  ne  souffre  que  pour  le  seul  Gauss  la  possibilité  d'une  compa- 
raison. C'est  de  quoi  je  ne  saurais  convenir^  mais  le  parallèle  de 
Cauchy  et  de  Gauss  serait  intéressant.  Si,  sans  craindre  de  com- 
mettre ces  deux  grandes  renommées,  j'osais  un  jour  le  tenter,  je 
voudrais,  par  des  études  préalables,  raviver  dans  mon  esprit  et  pré- 
ciser les  souvenirs  d'admiration  qu'elles  doivent  réveiller  l'une  et 
l'autre. 

Mais  il  ne  faudrait  pas,  pour  tous  deux,  procéder  de  même  façon, 
et  cela  seul  est  une  indication.  Les  écrits  de  Gauss  sont  classiques, 
les  découvertes  seules  de  Cauchy  le  deviennent  peu  à  peu,  et  le  temps, 
qui  n'enlèvera  rien  à  la  gloire  de  l'un,  doit,  sans  aucun  doute,  ac- 
croître celle  de  l'autre;  ce  n'est  donc  pas  en  relisant  les  ouvrages  de 
Cauchy  que  je  voudrais  me  préparer  à  le  louer,  c'est  en  repassant 
dans  mon  esprit  les  derniers  progrès  de  la  science,  en  y  retrouvant 
dans  plus  d'une  théorie  renouvelée  le  souvenir  et  la  marque  de  son 
génie,  en  contemplant  son  influence  croissante  sur  d'éminents  disci- 
ples, en  songeant  à  la  source  féconde  d'études  et  de  recherches  qu'il 
leur  a  léguée,  que  je  nx'effbrcerais  de  comprendre  l'importance  de 
son  rôle  et  de  l'exprimer  dignement.  Pour  accroître,  au  contraire,  la 
juste  admiration  qu'éveille  le  seul  nom  de  Gauss,  il  suffirait  d'étu- 
dier, sans  en  passer  une  page,  l'un  quelconque  de  ses  beaux  Mémoires, 
si  bien  caractérisés  par  lui-même  dans  la  courte,  expressive  et  mo- 
deste devise  :  Pauca  sed  matura.  La  balance,  cela  n'est  pas  douteux, 
pencherait  du  côté  de  Gauss  :  c'est  le  sentiment  unanime  des  géomè- 
tres. La  comparaison,  sur  plus  d'un  point,  tournerait  cependant  à 
l'avantage  de  son  rival,  et  c'est  une  grande  gloire  pour  Cauchy.  Mais, 
lorsqu'en  remontant  la  série  des  siècles  pour  découvrir  un  émule  à 
l'illustre  analyste  français,  M.  Valson  a  intitulé  le  dernier  Chapitre 
de  son  premier  volume  :  Parallèle  de  Cauchy  et  de  Pascal,  il  a  préparé 
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à  son  k'cteur  une  impression  de  surprise  sans  mélange,  sur  laquelle 

je  ne  veux  pas  insister. 

J.  BERTRAND. 

Nous  croyons  faire  plaisir  à  nos  lecteurs  en  ajoutant  à  l'article  si  intéressant 
qu'on  vient  de  lire,  et  qui  est  extrait  du  Journal  des  Savants  (avril  1869),  le 
tableau  résumé  des  travaux  d'Augustin  Cauchy  qu'on  trouve  dans  le  second 
volume  de  M.  Valson,  p.  16. 

OUVRAGES  DÉTACHÉS  (*). 

Cours  (V Analyse  de  V École  royale  Polytechnique,  i*"  Partie   (seule  publiée). 

Analyse  algébrif/ue;  i  vol.  in-8°  ;  1821. 
Résiuné  des  Leçons  données  à  V Ecole  Polytechnique  sur  le  Calcul  i/ijinitésimal  ; 

I  vol.  in-4°;  1823. 
Leçons  sur  les  applications  du  Calcul  infinitésiimd  a  la  Géométrie  ;  2  vol.  in-4''; 

1826- 1828. 
Leçons  sur  le  Calcul  différentiel;  i  vol.  in-4'';  1829. 
Exercices  de  Mathématiques;  5i  livraisons  in-4''  ;  i82G-i83o. 
Résumés  analytiques;  5  livraisons  in-4'';  Turin,  i833. 
Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques  (Mémoire  sur  la  dispersion  do  la  lumière) , 

8  cahiers  in-4'';  Prague,  i835-i836. 
Exercices  d^  Analyse  et  de  Physique  mathématique  ;  4  vol.  in-4";  1840-1847. 

MÉMOIRES. 

Sept  cent  quatre-vmgt-neuf  Mémoires,  Rapports,  Notes,  etc.,  répartis  comme 
il  suit  : 

Mémoires  détachés 18 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 549 

Mémoires  de  l'Institut 23 

Mémoires  des  Savants  étrangers 3 

Journal  de  r École  Polytechnique i4 

.\nnales  de  Gergonne 4 

Bulletin  de  Férussac i5 

Bulletin  de  la  Société  Philomathique i5 

Journal  de  M.  Liouville 7 

.  MÉMOIRES  PUBLIÉS  EN  CORPS  D'OUVRAGE. 

Anciens  Exercices  de  Matliéniaticpies 88 

Nouveaux  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique .  .       53 

Total 789 

Si  l'on  classe  les  mêmes  Mémoires  par  ordre  de  matière,  sans  tenir  compte  de 
ceux  qui  font  double  emploi  comme  se  rapportant  à  la  fois  à  plusieurs  sujets 

(*)  Nous  avons  complote  la  libtc  donnée  par  iM.  Valson. 
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distincts,  on  obtient  le  résultat  suivant  : 

Arithmétique,  théorie  des  nombres. 69 

Géométrie 3ç^ 

Analj'so ...  n% 

Intégrales  définies.  —  Résidus .  .  81 

Fonctions  symétriques.  —  Substitutions 40 

Séries. .  . 73 

Théorie  des  équations 48 

Fonctions  périodiques  inverses 39 

Équations  différentielles 84 

Mécanique 1 1 3 

Optique \o% 

Astronomie 72 

Espérons  que  ces  Mémoires,  dont  plusieurs  sont  devenus  extrêmement  rares, 
seront  tous  réimprimés,  et  que  la  France  élèvera  à  Cauchy,  une  de  ses  gloires 
mathématiques,  un  monument  digne  de  lui,  en  publiant  la  Collection  complète  de 
ses  œuvres.  Cauchy  ne  manque  pas  chez  nous  de  disciples  zélés,  d'admirateurs 
dévoués.  Plusieurs,  peut-être,  hésiteraient  à  diriger  l'ensemble  d'une  publication 
aussi  considérable.  Aucun ,  nous  en  sommes  convaincu ,  ne  refusera  ses  soins  et 
ses  conseils  pour  la  branche  de  la  science  dont  il  s'est  plus  particulièrement 
occupé  à  la  suite  de  Cauchy.  G.  D. 


IIANKEL  (D*^  Hermakk),  ordentlichcr  professer  der  Malhematik. 

UnTERSUCHUNGEN    iJBEU    DIE   UNENDLICH  OFT  OSCILLITIEJVDEN    LKD 

l'NSTETiGEN  FuNCTiowEN.  Eiu  Bcitrag  zur  Festsiellung  des  Begriffs 
der  Function  ûberhaupt.  Universitatsprogramm  zum  6  Merz  1870. 

—  In-4°,  5i  S.;  1870.  Tiibingen,  Druck  von  L.  F.  Fues  (*). 

Pour  donner  un  aperçu  du  contenu  de  cet  intéressant  Mémoire, 
nous  allons  reproduire  les  principaux  passages  de  Y  Introduction. 

Ce  qui  manquait  surtout  aux  mathématiciens  de  l'antiquité,  c'était 
l'idée  de  variabilité.  S'ils  étaient  forcés  de  l'introduire  un  instant 
pour  définir  certaines  courbes  engendrées  par  le  mouvement,  ils 
s'empressaient  d'abandonner  les  considérations  cinématiques,  dès 
qu  ils  voulaient  établir  en  toute  rigueur  les  propriétés  de  ces  courbes. 
C  est  Descartes  qui  a  ouvert  le  premier  l'ère  des  Mathématiques  mo- 

(  *  )  Recherches  sur  les  fonctions  oscillantes  et  discontinues  un  nombre  infini  de  fois. 
Etude  pour  contribuer  à  fixer  la  notion  de  fonction;  par  le  D""  Hasrel,  professeur  ordi- 
naire de  Mathématiques  à  l'Université  de  Tubinguc. 
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dénies,  eu  représentant  par  des  courbes  les  valeurs  variables  des 
racines  d'une  équation  entre  deux  grandeurs.  Pour  désigner  une  telle 
dépendance,  Leibnitz  et  Jean  Bernoulli  adoptèrent  la  dénomination 
de  fonction. 

Pour  Euler  et  les  autres  géomètres  du  xv!!!*"  siècle,  fonction  fut 
synonyme  di! expression  analytique,  explicite  ou  implicite.  On  com- 
mença par  considérer  ces  expressions  comme  déterminées  au  moyen 
des  opérations  algébriques  (addition,  multiplication,  etc.),  et  les 
fonctions  étaient  dites  algébriques  ou  transcendantes,  suivant  que  le 
nombre  des  opérations  était  fini  ou  infini.  On  admettait  la  possibilité 
générale  d'un  tel  développement  des  transcendantes,  et  on  leur 
attribuait  sans  hésitation  toutes  les  propriétés  des  fonctions  algé- 
briques indépendantes  du  nombre  dés  opérations.  On  fut  longtemps 
avant  de  remarquer  que  certaines  expressions  purement  analytiques, 
telles  que 

.13  1  r"^     dx 


sin  -  •) 

X 


e^ 


pour  a;  =  o,  présentent  des  singularités  essentiellement  différentes 
de  celles  qui  se  rencontrent  dans  les  fonctions  algébriques  (*). 

Lorsque  des  courbes  tracées  arbitrairement  différaient  par  un  ca- 
ractère quelconque  des  courbes  algébriques,  on  les  appelait  curvœ 
discontinuœ,  seu  mixtœ^  seu  irregulares  (**),  par  opposition  aux  curcœ 
continuée^  déterminées  par  des  équations,  et  l'on  était  convaincu 
de  l'impossibilité  de  représenter  les  courbes  discontinues  par  des 
équations  analytiques.  Lorsque,  dans  le  problème  des  cordes  vibrantes, 
on  introduisit,  comme  fonction  arbitraire,  la  dépendance  entre 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  pareilles  courbes,  ce  fut  une  première  dé- 
rogation à  la  définition  admise  jusque-là  de  l'idée  de  fonction,  et 
d'Alembert  était  en  droit  de  soutenir  que  c'était  «  contre  les  règles 
de  l'Analyse  »  (***).  La  polémique  qui  s'éleva  à  ce  sujet  entre  d'Alem- 
bert, Euler,  Daniel  Bernoulli  et  Lagrange,  a  été  admirablement  ré- 
sumée par  Tviemann,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Ueher  dis  Darstell- 
harkeil  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe,  §  1 1****). 

(*)  Vojez  d'Alembert,  Histoire  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1747»  P-  236. 

(**)  EcLER,  Introductio  in  Analrsin  infinitorum,  t.  Il,  p.  6. 

(***)  Opuscules  mathématiques,  t.  I,  p.  .33. 

(****)  Abhandlungen  der  Giittingischen  Geselhchaft,  t.  XIII,   1867. 
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La  difficulté  s'accrut  encore  bien  davantage,  lorsque,  en  traitant 
des  fonctions  bien  définies  entre  certaines  Imites  seulement,  on  fut 
amené  à  les  considérer  en  dehors  de  ces  limites,  et  à  déterminer  leurs 
valeurs  correspondantes  à  toutes  les  valeurs  de  la  variable.  Le  premier 
exemple  de  ce  cas  embarrassant  fut  la  célèbre  question  des  loga- 
rithmes des  nombres  négatifs,  qui  donna  lieu  à  de  vifs  débats  entre 
Euler  et  d'Alëmbert.  On  s'en  tira  au  moyen  d'un  nouveau  principe, 
que  l'on  pourrait  appeler  principe  de  continuation  (  Princip  der  Fort- 
setzung)^  et  qui  s'énoncerait  ainsi  :  «  Deux  fonctions  définies  par 
des  développements  différents  de  forme,  et  relatifs  à  deux  intervalles 
différents,  mais  contigus,  doivent  être  considérées  comme  ne  formant 
qu'une  seule  et  même  fonction,  lorsqu'elles  jouissent,  chacune  dans 
son  intervalle,  de  propriétés  identiques,  jj 

Tout  en  admettant  tacitement  ce  principe,  les  géomètres  du  siècle 
dernier  ne  le  formulèrent  jamais  explicitement,  et  ne  cherchèrent 
nullement  à  préciser  les  conditions  sous  lesquelles  deux  dévelop- 
pements différents,  correspondants  à  des  suites  différentes  de  valeurs 
de  la  variable,  pouvaient  être  regardés  comme  appartenant  à  une 
même  fonction. 

On  peut  citer  bon  nombre  de  démonstrations  insuffisantes  ou 
inexactes,  de  propositions  mal  déterminées  ou  même  tout  à  fait  fausses, 
présentées  par  les  géomètres  les  plus  illustres,  et  qui  témoignent  de 
l'incertitude  qui  régnait  alors  sur  les  fondements  de  la  théorie  des 
fonctions.  Lagrange  donnait  encore  en  i8i3,  dans  la  seconde  édition 
de  sa  Théorie  des  fonctions  awa/j/fiÇMCS,  une  démonstration  défectueuse 
du  théorème  de  Taylor.  C'est  en  1829  (*),  que  Cauchy  a  fait  remar- 
quer, pour  la  première  fois,  que  ce  théorème  pouvait  être  en  défaut, 
malgré  la  convergence  de  la  série.  Gauss  a  le  premier  énoncé,  d'une 
manière  expresse,  en  1816  (**),  qu'il  n'est  pas  permis  de  prendre  en 
général  l'intégrale  d'une  fonction  entre  des  limites  qui  comprennent 
entre" elles  une  valeur  pour  laquelle  la  fonction  devient  infinie.  En 
1826,  Abel  a  établi  la  vraie  définition  d'une  puissance  et  les  règles  de 
convergence  de  la  série  du  binôme  (***)  ;  avant  lui.  Poisson  signalait 


(*)  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel ,  10^  Leçon,  p.  to5. 

(**)  Theorematis  de  resolubilitate  functionum,  etc.  demonstratio  tertia  (Gai'SS  JVerke, 
t.  m,  p.  63). 

(***)  Journal  de  Crelle,  t.  1,  p.  3it.  —  OErn>res  complètes,  t.  I,  p.  fifi. 
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dans  cette  théorie,  divers  paradoxes,  dont  Poinsot  lui-même  n'avait 
pu  trouver  l'explication  (*).  Mentionnons  encore  les  nombreuses 
tentatives  pour  étendre  la  définition  des  facultés  numériques  au  cas 
des  valeurs  négatives  ou  fractionnaires  de  la  variable^  c'est  à  Weier- 
strass  qu'il  était  réservé  de  mener  cette  entreprise  à  bonne  fin  (**). 
Cette  conception  des  fonctions,  d'après Euler  et  ses  contemporains, 
reçut  une  rude  atteinte  lorsque  Fourier  démontra,  en  1807  (***),  la 
possibilité  de  développer  en  séries  périodiques,  non-seulement  des 
fonctions  anahjtiques  admettant  parallèlement  un  autre  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  la  variable,  mais  encore  des  fonc- 
tions entièrement  arbitraires  et  n'étant  assujetties  à  aucune  loi  simple, 
c'est-à-dire  celles  qu'Euler  appelait  funcliones  discontinuœ ,  et  que 
M.  Hankèl  désigne  sous  le  nom  de  fondions  illégitimes  {illégitime 
Functionen). 

11  s'ensuivait  de  là  forcément  que  l'ancienne  idée  de  fonction  n'é- 
tait plus  admissible.  En  eifet,  puisque  ces  fonctions  discontinues 
pouvaient,  elles  aussi,  être  représentées  par  des  expressions  analyti- 
ques, on  n'avait  plus  le  droit  de  regarder  les  propriétés  des  fonc- 
tions algébriques  comme  étant  des  propriétés  typiques,  applicables  à 
toutes  les  transcendantes.  Et  d'autre  part,  si  une  seule  et  même  série, 
pour  des  valeurs  de  la  variable  comprises  dans  deux  intervalles  con- 
tigus,  pouvait  représenter  des  lois  analytiques  différentes,  le  prin- 
cipe de  continuation  était  par  cela  même  ruiné. 

Dirichlet,  dans  ses  travaux  sur  les  séries  de  Fourier  (****  ) ,  remplaça 
les  anciennes  définitions  par  une  autre,  aussi  générale  que  possible, 
en  appelant  fonction  de  x  toute  quantité  y  qui,  dans  un  certain  in- 
tervalle, prend,  pour  chaque  valeur  attribuée  à  a?,  une  valeur  déter- 
minée, la  loi  de  dépendance  pouvant,  dans  cet  intervalle,  varier  d'une 
manière  arbitraire,  et  n'être  exprimable  par  aucune  des  opérations 
mathématiques.  Mais  cette  définition  pèche  à  son  tour  par  excès  de 
généralité,  les  fonctions  ainsi  conçues  ne  conservant  plus  aucune 
propriété  générale,  et  les  valeurs  d'une  fonction  pour  les  différentes 
valeurs  de  la  variable  n'ayant  plus  entre  elles  aucune  espèce  de  re- 
lation. 

(*)  Recherches  sur  l'Analyse  des  sections  angulaires  ;  182.5. 

(**)  Journal  de  Crelle,  t.  LI,  i856,  p.  i. 

(***)  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  t.  I.  p.  112. 

("***)   Repci toriinn  der  Plirsih,  lierawgci^eben  Ton  Ddve,  l.  I,  183^,  p.  if)S. 
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Il  fallait  donc  compléter  la  conception  de  Diriclilet,  et  Caucliy 
avait  déjà  travaillé  dans  ce  sens  dès  l'année  i8i5.  C'est  Riemann 
qui  est  enfin  parvenu  à  fonder  cette  notion  sur  une  base  solide  {*). 
Prenant  pour  point  de  départ  la  conception  de  Diriclilet,  il  établit 
celle  d'une  fonction  (monogène)  d'une  variable  complexe,  et  donna 
ainsi  un  corps  à  une  définition  trop  vague,  en  se  rapprochant  de 
l'ancien  point  de  vue. 

Malheureusement  il  ne  fut  pas  donné  au  fondateur  de  la  théorie 
des  fonctions  de  variables  complexes  d'édifier  son  système  d'après  un 
plan  complet  et  uniforme  5  il  n'a  pu  nous  en  laisser  que  des  frag- 
ments, qui  nous  en  font  apprécier  toute  la  grandeur.  Les  fondements 
du  nouveau  système  ne  sont  pas  encore  assez  à  l'abri  de  toute  objec- 
tion, pour  que  l'on  puisse  asseoir  sur  eux  l'ensemble  de  l'édifice 
analytique.  Par  exemple,  le  principe  auquel  Riemann  a  attaché  le 
nom  de  Diriclilet  a  été  dans  ces  derniers  temps  l'objet  de  nombreuses 
controverses.  Les  objections  s'appuient  sur  certains  cas  d'exception 
que  l'on  peut  imaginer  a  priori^  et  dans  lesquels  les  fonctions  pré- 
sentent des  discontinuités  que  l'on  ne  peut  exclure  sans  discussion, 
et  qui  invalident  cependant  les  conclusions  que  l'on  comptait  appli- 
quer à  toutes  les  fonctions  qui  répondent  à  la  définition . 

M.  Hankel  a  pensé  que  le  seul  moyen  d'éclaircir  ce  qui  concerne 
ces  discontinuités,  et  de  préparer  la  solution  du  problème  de  la  na- 
ture des  fonctions,  c'était  de  s'alîranchir  de  toutes  les  représentations 
que  les  mathématiciens  les  plus  récents  rattachent  encore  à  la  con- 
ception d'Euler,  et  d'établir  des  distinctions  parmi  la  multitude  des 
relations  possibles  entre  les  grandeurs  de  deux  variafbles,  qui  sont 
renfermées  dans  la  pure  conception  de  la  fonction  d'après  Diriclilet, 
en  portant  principalement  son  attention  sur  les  fonctions  illégitimes, 
si  peu  étudiées  jusqu'ici.  L'objet  de  son  Mémoire  est  de  traiter  ces 
cas  paradoxaux  des  fonctions,  en  considérant  d'abord  les  variables 
réelles  et  les  valeurs  réelles  et  finies  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante. 

Après  avoir  établi,  dans  le  §  P"^,  le  sens  qu'il  attache  dans  ce  Mé- 
moire au  mot  fonction^  l'auteur  énumère  (§  II)  les  dillérentes  espèces 


(*)  Grtindlagen  fur  eine  allgemeine  Théorie  der  Fitnctionen  einer  verànderlichen 
complexen  Growe;  Gôttingen,  i85i.  —  Une  traduction  italienne  de  ce  Mémoire  a  paru 
dans  les  Annali  di  Matemalica  para  ed  appïicata,  t.  II;  i8.5g. 

Bull,  des  Scic'i/ces  mntliém.  et  astron.,  t.  I.  (Avril  18^0.)  9 
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possibles  de  continuité  et  de  discontinuité  des  fonctions  en  certains 
points.  11  considère  ensuite  (§  III)  les  fonctions  continues  en  général, 
et  fait  voir  que,  outre  les  fonctions  analytiques  ordinaires  à  oscilla- 
tions finies,  en  nombre  fini  dans  un  intervalle  donné,  on  peut  aussi 
concevoir  des  fonctions  oflrant  un  nombre  infini  d'oscillations  d'am- 
plitude infiniment  petite.  Jusqu'à  présent,  on  n'avait  représenté  ana- 
lytiquement  que  des  fonctions  ayant  un  nombre  infini  d'oscillations 
dans  le  voisinage  seulement  de  certains  points  particuliers.  A  l'aide 
d'un  principe  dont  l'auteur  a  puisé  l'idée  dans  un  exemple  donné 
par  Riemann  (*),  et  auquel  il  donne  le  nom  de  principe  de  la  con- 
densation des  singularités  (§  IV),  il  est  parvenu  (§  V)  à  former  des 
séries  absolument  convergentes,  et  oscillant  en  chaque  point  dans 
toute  l'étendue  d  un  intervalle  fini  (**)• 

Ces  fonctions  sont  toujours  susceptibles  d'intégration-,  mais  la 
question  de  savoir  si  elles  ont  une  dérivée  est  sujette  à  des  difficultés 
particulières.  Cette  question  n'a  été  que  très-rarement  traitée,  l'exis- 


(*)   Ueber  die  Darstellbarkeit  u.  s.  w.,  art.  6. 

(**)  Pour  éclairer  toutes  ces  discussions,  il  ne  sera  pas  inutile  de  citer  au  moins  un 
des  exemples  donnés  par  M.  Hankel. 

Soit  y(/)  une  fonction  remplissant  entre  ^' =;  —  t  et_>=:-(-i,  excepté  pour  j' =  o, 
les  conditions  de  continuité  qui  permettent  le  développement  par  la  série  de  Taylor, 
et  qui,  pour  .r  =  -h  e,  converge  vers  -t-  i,  et,  pour  x  =  —  •,  vers  —  i,  s  étant  infiniment 
petit.  On  sait  qu'une  telle  fonction  peut  se  représenter  par  une  série  trigonométrique 
ou  par  une  intégrale  de  Fourier. 

I,a  série 

■"^  tp  (  sin  nxTt) 


/u)=2;' 


qui  s'en  déduit  est  alors  continue  pour  toutes  les  valeurs  irrationnelles  de  x,  et  admet 
une  dérivée  si  l'on  fait  tendre  l'accroissement  vers  o  par  des  valeurs  irrationnelles. 

Pour  X  rationnel  é[;al  à  -  »  on  a,  abstraction  faite  des  termes  qui  s'évanouissent  avec  s, 

1^ 


De  plus 


Ainsi,  quand  r  tend  vers  —  i  la  valeui-  de  la  fonction  est  différente  suivant  que  x  reste 

inférieur  ou    supérieur  à  sa  limite.  Il    y  a  discontinuité  pour  toutes  les  valeurs  rom- 
mensurablcs. 
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tence  d'une  tangente  en  chaque  point  d'une  courbe  étant  considérée 
comme  d'une  évidence  géométrique  immédiate  et  comme  une  consé- 
quence forcée  de  la  loi  de  continuité^  devant  laquelle  on  s'inclinait 
comme  devant  une  nécessité  naturelle,  inhérente  aux  lois  mathéma- 
tiques. La  tentative  faite  par  Ampère  en  1806  (*)  n'est  rien  moins 
que  satisfaisante.  La  question  a  été  reprise  en  1861  par  M.  La- 
marle  (**)•,  toutefois  sa  démonstration,  malgré  l'approbation  de 
géomètres  éminents,  n'a  pas  encore  réuni  l'assentiment  universel. 
Mais  lors  même  que  cette  mystérieuse  loi  de  continuité  régirait  en 
réalité  tous  les  mouvements  dans  la  nature,  ce  ne  serait  pas  une  rai- 
son pour  restreindre,  en  aucune  façon,  le  domaine  des  mathématiques 
pures,  et  cette  sorte  d'évidence  intuitive  que  l'on  invoque  a  déjà 
conduit,  dans  les  recherches  géométriques,  à  trop  de  conclusions 
erronées  pour  que  l'on  soit  en  droit  de  la  placer  sur  la  même  ligne 
qu'une  démonstration  scientifique.  L'opinion  qui  semble  prévaloir 
aujourd'hui,  et  qui  fut  celle  de  Gauss,  de  Dirichlet  et  de  Jacobi,  est 
que  l'existence  de  la  dérivée  d'une  fonction  continue  n'est  pas  une 
conséquence  nécessaire  de  la  continuité,  mais  constitue  une  hypothèse 
particulière,  qui  se  trouve  naturellement  satisfaite  par  les  fonctions 
définies  au  moyen  de  l'intégration;  et,  bien  qu'il  y  ait  encore  plus 
d'un  mathématicien  qui  fasse  profession  de  ne  pas  croire  aux  fonc- 
tions continues  sans  dérivées,  le  travail  de  M.  Hankel,  qui  nous 
montre  des  fonctions  exprimées  analytiquement  par  des  séries  abso- 
limient  convergentes,  et  n'admettant  pas  néanmoins  de  dérivée,  nous 
semble  devoir  modifier  ces  convictions. 

Les  §5  M  et  VII  sont  consacrés  à  l'étude  des  fonctions  linéaire- 
ment discontinues,  c'est-à-dire  des  fonctions  qui  présentent,  dans 
un  intervalle  fini,  un  nombre  infini  de  solutions  de  continuité.  Ces 
fonctions  se  partagent  en  deux  classes  essentiellement  distinctes  : 
celles  qui  forment  une  discontinuité  ponctuée,  et  celles  qui  sont  tota- 
lemei/tt  discontinues.  Ces  deux  classes  ne  se  comportent  pas  de  la 
même  manière  au  point  de  vue  de  l'intégrabilité,  les  premières  étant 
toujours  intégrables,  les  secondes  jamais.  Dans  le  §  IX,  des  fonc- 
tions discontinues  des  deux  classes  sont  représentées  par  des  expres- 
sions analytiques. 

(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XIII*  Cahier,  p.  i^S. 
(**)  Exposé  géométrique  du  Calcul  différentiel,  t.  I,  p.  96. 
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Le  paragraphe  linal  est  consacré  h  la  discussion  de  la  notion  de 
fonction,  et  conclut  à  la  nécessité  d'adopter  la  définition  donnée  par 
Riemann. 

C'est  l'étude  des  précieux  écrits  de  Riemann,  et  surtout  de  son 
beau  Mémoire  déjà  cité  [Ueher  die  Darstellbarkeit  u.  s.  w.)  qui  a  ins- 
piré à  M.  Hankel  son  travail  sur  ces  questions  délicates,  qui,  comme 
le  dit  Riemann,  d'après  Dirichlet,  «  sont  intimement  liées  avec  les 
principes  du  Calcul  infinitésimal,  et  servent  à  y  introduire  plus  de 
précision  et  de  clarté.  » 

J,   HoiJEL. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  A.  Clebsch, 
professor  in  Gôttingen,  und  C.  Neumann,   professor  in  Leipzig, 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  (*).  T.  I;  1869. 
Wf.bef.  (H.).  —  Sur  V intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

fp  u       (Pu       .      

(37  p.;  ail.) 

On  sait  que  cette  équation  se  présente  dans  plusieurs  questions  de 
Physique  mathématique  :  théorie  du  mouvement  de  la  chaleur  dans 
les  espaces  cylindriques,  vibrations  transversales  des  membranes  ten- 
dues et  des  plaques  élastiques,  etc. 

En  général,  dans  les  problèmes  à  résoudre,  la  constante  k  qui  figure 
dans  l'équation  précédente  n'est  pas  donnée  à  l'avance  j  mais  elle  doit 
être  déterminée  d'après  certaines  conditions  aux  limites  qui  seraient 
incompatibles  avec  l'équation  différentielle  si  k  était  choisi  arbitraire- 
ment. Ces  conditions  aux  limites  sont  de  diliérente  nature,  à  cause  de 
la  variété  des  questions  dans  lesquelles  on  rencontre  l'équation  pro- 
posée. Ainsi,  dans  la  théorie  des  plaques  élastiques,  il  faut  que  m, 

(*)  Annales  mathématiques,  publiées  par  A.  Clebscii,  professeur  à  Gœttingue,  et 
C.  Neumann,  professeur  à  Leipzig.  Librairie  de  B.-G.  Teubner.  —  Ce  Recueil  parait  en 
Cahiers  détachés  gr.  in-8,  d'à  peu  près  200  pages.  Quatre  Cahiers  forment  un  volume 
d'environ  \o  feuilles.  Prix  :  5^Thlr.  En  allemand,  en  français,  etc. 
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sans  être  nul  pour  tous  les  points  situés  à  V intérieur  d'une  courbe 
fermée,  devienne  égal  à  zéro  sur  le  périmètre  de  la  courbe.  Dans 
certains  problèmes  de  la  théorie  de  la  chaleur,  il  doit  y  avoir,  sur  le 
périmètre  de  la  courbe,  entre  la  température  u  et  son  coefficient  dif- 
férentiel Y">  P^'*  suivant  la  normale,  une  relation  de  la  forme 

du 

u-\-  a.  r—  =.0.  . 

Etc. 

M.  Weber  est  le  premier  à  notre  connaissance  qui  donne  dans 
l'étude  de  ces  questions  des  démonstrations  rationnelles  et  irrépro- 
chables au  point  de  vue  de  la  rigueur.  La  Physique  mathématique  a 
exercé  et  exercera  encore,  cela  n'est  pas  douteux,  une  grande  influence 
sur  le  progrès  des  Mathématiques  pures  \  elle  présente  le  grand  avan- 
tage de  poser  des  problèmes  dont  les  conditions  sont  déflnies  par  la 
nature,  et  qui  sont  susceptibles,  en  général,  d'une  solution  unique. 
Mais  il  importe,  croyons-nous,  qu'elle  soit  traitée  avec  toute  la  ri- 
gueur que  comportent  les  autres  parties  des  Mathématiques.  iV  ce 
point  de  vue,  la  lecture  du  Mémoire  dont  nous  venons  de  transcrire 
le  titre  nous  paraît  des  plus  instructives.  La  méthode  de  M.  Weber 
est  analogue  à  celle  dont  Riemann  a  fait  un  si  heureux  emploi  dans 
l'étude  de  l'équation  plus  simple 

d-  u       d^  u 

-xr—     -+-   -C =  O. 

Sans  entrer  dans  l'analyse  détaillée  des  résultats,  nous  remarque- 
rons qu'ils  établissent  la  plus  grande  analogie  entre  la  fonction  u  sa- 
tisfaisant à  l'équation 

et  la  fonction  Acosfex  -i-  BsinA;j:,  intégrale  de  la  suivante  : 

/   \  (Pu       , 

(2)  —^k'u  =  o, 

qui  contient  une  variable  de  moins,  mais  qui  est  tout  à  fait  semblable 
à  la  proposée  (i). 

Par  exemple,  on  sait  que  si  k  est  donné,  on  ne  peut  pas  disposer 


126  BULLETIN  DES  SCIENCES 

des  constantes  A  et  B,  de  manière  que  AcosJfea;  -h  Bsin/ia:  s  annule 
pour  deux  valeurs  de  a?,  a  et  6;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que 

a  —  6  soit  un  multiple  de  j->  d'où 

,    Il  T. 

a  —  b 

De  même,  cherchons  une  fonction  u  de  deux  variables,  satisfai- 
sant à  l'équation  proposée,  et  s'annulant  sur  tous  les  points  d'une 
courbe  fermée.  Ce  problème  sera  impossible  si  k  est  arbitraire,  et  ne 
satisfait  pas  à  une  certaine  équation  transcendante,  ayant  une  infinité 
de  racines. 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  résolution  elFective  de  l'équation 
proposée  dans  le  cas  d'un  espace  plan  limité  par  des  paraboles  con- 
focales. 

LiJROTH  (J.).  —  Sur  quelques  propriétés  d^une  classe  de  courbes  du 
quatrième  ordre,  (ly  p.-,  ail.) 
Soit  l'équation 

1  [UiX  -h  bij-  -+■  C',)*=  G. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  et  con- 
tient quinze  constantes,  autant  qu'il  y  en  a  dans  l'équation  la  plus 
générale  des  courbes  du  quatrième  ordre.  M.  Clebsch  a  donc  obtenu 
un  résultat  des  plus  curieux  (*)  en  établissant  que  la  forme  précé- 
dente d'équation  n'est  pas  propre  à  représenter  toutes  les  courbes  du 
quatrième  ordre  ;  elle  ne  s'applique,  en  réalité,  qu'à  celles  pour  les- 
quelles s'annule  un  invariant,  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  coef- 
ficients. M.  Lûroth  ajoute  plusieurs  propositions  à  celles  qu'avait 
déjà  données  M.  Clebsch  sur  ces  courbes,  si  près  d'être  les  plus  gé- 
nérales de  leur  degré. 

Cayley  (A.) . —  Sur  la  solution  deV équation  quartique  ct\}-\-6^]\=o . 
{2  p.^angl.) 

Clebsch  (A.)  et  Gordan  (P-)-  —  Sur  la  théorie  des  formes  cubiques 
ternaires.  (34  p.;  ail.) 

Très-important  travail  d'ensemble,  où  les  auteurs  reprennent  cette 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  LIX,  p.  i25. 
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théorie  déjà  étudiée  par  MM.  Aronhold,  Brioschi,  etc.  Les  auteurs 
font  eonnaîlre  beaucoup  de  relations  nouvelles  ;  malheureusement  les 
travaux  de  cette  nature  sont  difficiles  à  analyser.  Le  Mémoire  se  ter- 
mine par  la  démonstration  des  belles  formules  de  M.  Aronhold,  qui 
établissent  un  lien  si  intime  entre  la  théorie  des  formes  cubiques  et 
celle  des  fonctions  elliptiques . 

GoRDAN    (P)-   —    '^w'*    '^*    formes    ternaires   du    troisième   degré. 

M.  Gordan  a  établi,  dans  ces  derniers  temps  (*),  un  résultat  qui  a 
attiré  l'attention  de  tous  les  géomètres  :  à  chaque  tbrrae  binaire  cor- 
respond un  système  de  covariants  en  nombre  limité,  système  que 
l'auteur  appelle  complet.,  et  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  Tout 
autre  covariant  s'exprime  en  fonction  entière  des  formes  du  système 
complet.  Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Gordan  s'est  proposé  d'étendie 
le  même  théorème  aux  formes  cubiques  ternaires. 

Geiser.  —  Sur  les  tangentes  doubles  d'une  courbe  plane  du  quatrième 
ordre.  (10  p.^  ail.) 

Si  d'un  point  p  on  mène  des  tangentes  à  une  surface  du  troisième 
ordre,  ces  tangentes  forment  un  cône  du  sixième  degré.  Si  le  point  p 
est  pris  sur  la  surface,  ce  cône  se  décompose  en  un  plan  double,  le 
plan  tangent  au  point  p,  et  en  un  cône  du  quatrième  ordre.  On  con- 
naît déjà  un  plan  tangent  double  de  ce  cône,  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face en  p-.,  les  autres  plans  tangents  doubles  du  cône  doivent  l'être 
aussi  de  la  surface,  et,  par  conséquent,  doivent  passer  par  ime  de  ses 
vingt-sept  droites.  On  a  donc  vingt-huit  plans  tangents  doubles  du 
cône  circonscrit,  et,  par  suite,  vingt-huit  tangentes  doubles  de  l'une 
quelconque  des  sections  planes  de  ce  cône,  qui  sont  des  courbes  du 
quatrième  ordre. 

Tel  est  le  point  de  départ  de  M.  Geiser:  on  voit  qu'il  établit  une 
relation  entre  le  problème  des  droites  sur  une  surface  du  troisième 
degré,  et  celui  des  tangentes  doubles  aux  courbes  du  quatrième 
ordre.  Cette  analogie  entre  les  deux  problèmes  a  été  démontrée  ana- 
lytiquement  par  M.  Jordan,  dans  son  Traité  des  Substitutions. 

{*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXVI,  p.  1117  et  1172. 
Depuis,  l'auteur  a  publié  un  Mémoire  étendu  sur  ce  sujet,  justement  clans  le  Recueil  dont 
nous  commençons  l'analyse,  t.  Il,  Cahier  2,  p.  227-281.  —  f'oir  aussi  Cayleï,  t.  CXI. VI  des 
Philosophical  Transactions,  p.  ici,  et  Gorda?),  fournal  de  M.  Borchardt,  l-L^lS-fP-  320. 
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ScHEUiNG  (E.).  —  Communication  relative  au,  troisième  lolume  des 
Œuvres  de  Gauss.  (i6  p.;  ail.) 

Jordan  (C).  —  Commentaire  sur  Galois.  (i6p.i  fi\) 
Ce  travail,  écrit  avec  beaucoup  de  clarté,  est  plus  qu'un  commen- 
taire, et  contient  des  théorèmes  nouveaux  et  ijnportauts.  Nous  cite- 
rons le  suivant  : 

«  Si  les  racines  de  deux  équations  irréductibles  F  (^)  =  o,  f[z)  =  o 
sont  liées  par  des  relations  algébriques,  ces  relations  peuvent  se  dé- 
duire d'une  seule  équation  ayant  la  forme 

dans  laquelle  les  racines  sont  séparées.    » 

KÔNiGSBERGER.  —  Les  équatioTis  modulaires  des  fonctions  hyper  ellip- 
tiques du  premier  ordre,  pour  la  transformation  du  troisième  degré. 
(4p.iall.) 

KôNiGSBERGER.  —  Équaliou  différentielle  à  laquelle  satisfont  les  pé- 
riodes des  fonctions  hyperelliptiques  du  premier  ordre.  (3p.;  ail.) 

KôNiGSBERGER.  —  Recti/îcation  d'uu  théorème  d\Ahel  concernant  les 
fonctions  algébriques.  (2  p.;  ail.). 

On  connaît  l'expression  générale  qu'a  donnée  Abel,  pour  une  fonc- 
tion algébrique,  dans  son  Mémoire  sur  l'impossibilité  de  résoudre  gé- 
néralement les  équations  d'un  degré  supérieur  au  c[uatrième  (*). 
Cette  expression  est  de  la  forme 

I  -  n — r 

v  =  r,-h  p1-\-  r,p"  H-  . .  .  +  /■„_,/>,"  , 

où  Abel  affirme  que  pi  est  une  fonction  d'ordre  ^i.  —  i .  C'est  là  le 
point  critiqué  par  l'auteur,  qui  corrige  le  théorème  de  la  manière 
suivante  : 

Si  V  est  une  fonction  algébrique  d'ordre  p  et  de  degré  m,  on  aura 

I  2  n—i 

V  =  qo  +  p"-i-q7p"+  .■  ■  -h  qn-xp  "  , 
où  n  est  un  nombre  premier,  ç^,  (/j, ...,  ç„_i  des  fonctions  algébriques 

d'ordre  p  el  du  degré  m  —  i  au  plus,  et  p  une  fonction  telle,  que  /)" 

soit  aussi  du  ^*  ordre. 

• _^ . 

(*)  Journal  de  Crellcy  t.  I,  p.  65;  et  OEuvres  complètes,  t.  I,  p.  5. 
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Clebsch  (A.).  —  Sur  les  courbes  qui  correspondent  aux  fondions 
abéliennes  de- la  classe p  =  2.  (3  p.;  ail.) 

Dans  cette  courte  Note,  l'auteur  reprend  une  question  qu'il  avait 
déjà  traitée  dans  l'Ouvrage,  devenu  classique,  qu'il  a  publié  en  colla- 
boration avec  M.  Gordan  :  Théorie  der  AbeVschen  Funclionen  (*). 

Bessel  (A.).  —  Sur  les  invariants  des  systèmes  simples  de  formes  bi- 
naires simultanées.  (22  p.-,  ail.) 

M.  Hermite,  dans  ses  Etudes  sur  la  résolution  de  l'équation  du 
cinquième  degré,  établit  que  tout  invariant  d'une  forme  binaire  du 
cinquième  degré  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  trois  in- 
variants fondamentaux,  et  de  l'invariant  du  dix-huitième  degré  qui 
est  égal  à  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière  de  ces  trois  inva- 
riants. M.  Bessel  parvient  à  des  théorèmes  semblables  pour  les  sys- 
tèmes les  plus  simples  de  formes  binaires  simultanées. 

Neumann  (C).  — Recherches  géométriques  sur  le  mouvement  d'un 
corps  solide.  (i3  p.^  ail.) 

Etant  donnés  deux  triangles  égaux  dans  l'espace,  amener  l'un  de 
ces  triangles  à  coïncider  avec  l'autre  par  un  mouvement  hélicoïdal, 
et  construire  l'axe  de  rotation. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels. 
(2  p.;  ail.) 

Harbordt  (F.)  —  Le  système  simultané  d'une  forme  biquadratique 
et  d'une  forme  quadratique  binaires.  (i5  p.;  ail.) 

Etude  des  invariants  et  des  covariants.  Représentation  typique. 

Brill  (A.).  —  Sur  les  équations  différentielles  de  la  théorie  de  la  lu- 
mière. (28  p.;  ail.) 

Milieux  isotropes.  Equations  différentielles  en  coordonnées  curvi- 
lignes. Application  d'un  résultat  d'intégration  dû  à  Euler. 

Clebsch  (A.).  —  De  la  représentation  sur  le  plan  des  surfaces  algé- 
briques, et  en  particulier  des  surfaces  du  quatrième  et  du  cinquième 
ordre.  (63  p.;  ail.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  et  à  la  théorie  générale  d'une 

(*)  Lejpzif;,  Teubner,  1866.  ln-8,  XIII-333  p.  Prix  :  2  IhJr.  lôNgr. 
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classe  de  problèmes  dont  M.  Clebsch  s'est  déjà  beaucoup  occupé  (*), 
et  dont  il  est  impossible  de  méconnaître  l'importance. 

Imaginons  une  surface  de  degré  N  telle,  que  les  coordonnées  ho- 
mogènes d'un  de  ses  points  soient  des  fonctions  homogènes  et  en- 
tières de  trois  paramètres  |i,  ^j,  ^3,  représentées  par  des  équations 
de  la  forme 

pX3  =f^{l^,  Hj,  Sa), 

où  les  quantités  Xj,  X2,  x^-,  x^  désignent  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point,  0  un  facteur  indéterininé,  *i^  fi-,  fi-^f^',  j\  des  fonctions 
homogènes  du  degré  n.  Svipposons  que  l'on  puisse,  des  équations  pré- 
cédentes, tirer  les  \  comme  fonctions  rationnelles  des  x.  Alors,  si  l'on 
considère  |,,  ^2,  ^3  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
dans  un  plan,  à  un  point  du  plan  correspondra  toujours  un  seul  point 
de  la  surface,  et  réciproquement.  On  dit  alors  que  la  surface  est  ein- 
deulig  abgebildet,  qu'elle  est  représentée  d'une  manière  unique  sur 
le  plan.  L'expression  allemande  est  assez  difficile  à  traduire,  mais  la 
question  n'en  est  pas  moins  fort  intéressante,  et  M.  Clebsch  a  rendu 
service  à  la  science  en  en  reprenant  l'étude  générale.  Quand  une 
surface  est  appliquée  sur  un  plan,  l'étude  des  courbes  algébriques 
qu'elle  contient  est  faite  implicitement. 

A  côté  de  la  théorie  générale,  le  Mémoire  contient  des  exemples 
nombreux  :  surfaces  du  troisième  ordre,  du  quatrième  ordre  avec 
droite  double,  etc.,  etc. 

Pour  le  troisième  ordre,  des  considérations  géométriques  simples 
permettent  de  résoudre  le  problème.  Considérons,  en  eifet,  une  droite 
mobile,  assujettie  dans  son  mouvement  à  rencontrer  deux  droites  de 
la  surface.  Elle  coupera  la  surface  en  un  troisième  pointa:,  et  un  plan 
quelconque  en  un  point  ^.  Un  point  ^  ou  un  point  x  suffisent  à  dé- 
terminer la  droite.  On  voit  donc  qu'à  un  point  ^  répondra  un  seul 
point  x^  et  réciproquement.  La  surface  est  donc  appliquée  sur  le  plan, 
dans  le  sens  que  nous  avons  donné  plus  haut. 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  LXV,  p.  SSg-SSo  :  Die  Géométrie  auf  den  Flàchen  dritler 
Ordnung. —  T.  LXIX,  p.  142-184  :  Ueber  die  Fliichcn  vierter  Ordnung,  welche  eine 
Doppclcurvc  zweiten  Grades  besitzen. —  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  LXVII,   p.  ij38. 
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JNeumajvn  (C).  —  Note  sur  un  écrit  publié  récemment  et  traitant  de 
l  '  Électrodynamique .  (  8  p .  ;  ail .  ) 

Cet  écrit,  intitulé  :  Die  Principien  der  Electrodynamik  (*)  est  dû  à 
M.  Neumann,  qui  a  publié  un-grand  nombre  d'excellents  traités  sur 
des  points  variés  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique.  Les  prin- 
cipes qui  en  forment  la  base  ont  été  l'objet  de  quelques  critiques, 
produites  par  M.Clausius dans  les  Annales  de  Poggendorff  {l .  CXX.X.Y ^ 
p.  606).  L'auteur  défend  son  œuvre,  et  répond  aux  objections  en  ex- 
posant d'une  manière  très-claire  les  hypothèses  fondamentales  qu'il  a 
faites  pour  expliquer  les  phénomènes  électrodynamiques. 

La  formule  employée  par  M.  Neumann  est  la  suivante,  qui  donne 
le  potentiel  w  de  deux  masses  électriques  : 


mm 
r 


'['^?(sj"]' 


On  voit  que  le  potentiel  ne  dépend  pas  seulement  de  la  situation 

respective  des  deux  masses,  comme  dans  la  loi  de  JNewton.  La  dé- 

.    ,    dr 
rivée  -j-  de  la  distance,  par  rapport  au  temps,  fait  intervenir  ici  la 

vitesse  relative  des  deux  masses  électriques. 

L'auteur  a  montré,  dans  son  livre,  qu'on  pouvait  expliquer  cette 
formule  hypothétique,  en  admettant  que  l'action  électrique  a  besoin 
d'un  certain  temps  pour  se  transmettre  d'un  point  à  un  autre. 

Dans  tous  les  cas,  l'expression  donnée  plus  haut  pour  le  potentiel 
permet,  si  on  l'admet,  d'expliquer  tous  les  phénomènes  d'induction 
et  d'action  électrodynamique  (**)• 

(*)  Tûbingue,  1868. 

(**)  Ne  pouvant  pour  le  moment  consacrer  un  article  développé  à  cette  intéressante 
question,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les  sources  suivantes  : 

RiEMANN  (B.)  :  «  Ein  Beitrag  zur  Electrodynamik  ».  {Annales  de  Poggendorff , t. CWW, 
1867,  p.  237.) 

LoRENZ  :  «  Ueber  die  Identitàt  der  Schwingungen  des  Lichts  mit  den  elektrischen  Sti'ô- 
men  ».  {Ibid.,  p.  243.) 

Clausius  :  «  Ueber  die  von  Gaiiss  ungeregte  neue  Auffassung  electrodynamischen  Er- 
scheinungen  ».  {Ann.  de  Pogg.,  t.  CXXXV,  1868,  p.  606.) 

Weber  (W.)  :  «  Ueber  einen  einfachen  Ausspruch  des  allgemeinen  Grundgesetzes  der 
elektrischen  Wirkung  ».  {Ann.  de  Pogg.,  t.  CXXXVI,  1869,  p.  485.) 

Neumann  (C.)  :  «  Theoria  nova  phaenomenis  electricis  applicanda.  »  [Ann.  di  Matema- 
tica,  t.  II,  série  II,  p.  120.) 

f>  Neumann  :  «  Ueber  die  oscillirende  Entladung  einer  Franklin'schen  Tafel  ».  {Nachrich- 
ten  von  der  K.  Geselhchaft  zu  Gottingen;  1869,  janvier.) 

Betti  (E.)  :  «  Teorica  délie  forze  che  agiscono  secundo  la   legge  di  Newton,  c  ^.ua 
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Neijmanjn  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  Vélher  dans  les  cristaux. 
(34  p.;  ail.) 

Clebsch  (A.)  et  Gorcan  (P.).  —  Sur  les  formes  hiternaires  avec  des 
variables  contragredientes .  (42  p.;  ail.) 

Étude  sur  la  théorie  d'une  espèce  particulière  de  formes.  Ces  formes 
contiennent  deux  séries  de  variables,  celles  qui  se  transforment  par 
une  substitution  linéaire,  aJj,  x^^  ifs,  et  celles  qui  se  transforment  en 
même  temps  par  la  substitution  inverse,  Mj,  M2,  W3.  En  d'autres  termes, 
égalées  à  o,  elles  donneraient  une  relation  entre  les  coordonnées  ho- 
mogènes d'un  point  et  les  coordonnées  tangentielles  d'une  droite.  De 
telles  formes  se  rencontrent  souvent  comme  dérivées  d''une  forme  fon- 
damentale, sous  le  nom  de  covariants  mixtes  ou  de  concomitants  (mixtes). 
Les  auteurs  les  considèrent  ici  comme  formes  fondamentales,  et  en 
commencent  l'étude  directe  et  détaillée. 

Brill  (A.).  —  Note  relative  au  nombre  des  modules  d'une  classe  de 
fonctions  algébriques.  (5p.;  ail.) 

Cette  Note  se  rapporte  à  un  des  points  les  plus  délicats  de  la  théo- 
rie des  fonctions  abéliennes.  Riemann  avait  donné  une  formule  dont 
l'exactitude  a  été  contestée  par  M.  Cayley  (*).  M.  Brill  examine  un 
cas  particulier  où  la  formule  de  Riemann  et  celle  de  M.  Cayley  doi- 
vent conduire  à  des  résultats  différents.  La  conclusion  est  en  faveur 
de  Riemann. 

MxJLLER  (H.\  —  De  la  géométrio  des  surfaces  du  second  ordre. 
(18  p.;  ail.) 

Etude  sur  les  courbes  gauches  du  troisième  ordre  et  sur  leurs  sé- 
cantes. 

JoNQuiÉREs  (E.  de).  —  Sur  les  réseaux  de  courbes  et  de  surfaces  al- 
gébriques. (8  p.  ;  fr.) 

Zeuthen  (H.  G.).  —  Notes  sur  un  système  de  coordonnées  linéaires 
dans  f espace.  (23  p.;  fr.) 

Le  système  de  coordonnées  linéaires  proposé  par  M.  Zeutlien  est 

applicazione  alla  elettricilà  statica  ».  (//  Nuovo  Cimento,  t.  XVIII,  i863,  p.  385;  t.  XIX, 
i863,  p.  og,  77,    i^g,  857;  t.  XX,   i86:'(,   p.    19,   i3i.  —  «  Sopra  la  Elettrodinamica  ». 
{Ibid.,  t.  XXVll,  1867,  p.  4o2.)  foir  aussi  Nuovo  Cimento.  (T.  XXVII,  mai  et  juin  1868.) 
(*)  ^'oir  Clebsch  und  Gokdan,  Théorie  de/  Ahel'schcn  Fuiictioncn  :  Préface. 
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analogue  à  celui  que  M.  Cayley  a  indiqué  en  1860  (*),  et  dont  il  a 
fait  aussi  usage  dans  un  Mémoire  récent  (**)•  Si  l'on  appelle  moment 
d'une  droite  par  rapport  à  un  axe,  le  moment  d'une  force  égale  à 
l'unité  et  placée  sur  cette  droite,  les  six  coordonnées  employées  par 
M.  Zeuthen  sont  les  six  moments  d'une  droite  par  rapport  aux  arêtes 
d'un  tétraèdre.  Entre  ces  six  coordonnées  doivent  avoir  lieu  évidem- 
ment deux  relations,  puisqu'une  droite  se  détermine  seulement  par 
quatre  paramètres.  L'une  de  ces  deux  l'clations  est  homogène,  et  très- 
simple,  l'autre  n'est  pas  homogène  et  prend  une  fornie  très-compli- 
quée. L'auteur  applique  le  nouveau  système  de  coordonnées  à  l'étude 
des  complexes  linéaires  et  des  surfaces  complexes  de  Plûcker.  11  fait 
aussi  remarquer  que  l'étude  des  complexes  linéaires  avait  déjà  été 
faite  implicitement  avant  Plûcker  par  M.  Chasles.  «  On  peut  donc, 
dit-il,  dans  les  tomes  XVI  (***]  et  LU  (****)  des  Comptes  rendus^  puiser 
une  discussion  des  complexes  linéaires  qui  est  antérieure  à  celle  de 
M.  Plûcker.   » 

Reye  (Th.).  —  Génération  géométrique  des  surfaces  du  troisième,  du 
quatrième  ordre,  et  en  général  d'un  ordre  quelconque ,  au  moyen  des  ré- 
seaux de  surfaces  d'ordre  inférieur.  (12  p. 5  ail.) 

M.  Reye  est  connu  des  géomètres  par  plusieurs  importants  Mé- 
moires de  Géométrie  et  par  un  Traité  complet  intitulé  :  Die  Géométrie 
der  Lage.  Vorlrâge  von  D'  Theodor  Reye  (*****). 

Le  Mémoire  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  contient  plu- 
sieurs propositions  d'un  grand  intérêt  pour  la  théorie  des  surfaces. 
Comme  le  fait  remarquer  l'auteur,  la  génération  des  figures  au  moyen 
de  figures  plus  simples  constitue  un  des  moyens  d'investigation  les 
plus  puissants  de  la  Géométrie  synthétique. 

Pour  les  courbes,  on  sait  depuis  longtemps  que,  si  l'on  considèix" 
deux  faisceaux  de  courbes  se  correspondant  projectivement,  et  d'ordres 
p  et  q.,  ces  deux  faisceaux  peuvent  engendrer,  par  l'intersection  des 
courbes  qui  les  composent,  toute  courbe  de  l'ordre  p  -\-  q.  Ce  tliéo- 

(*)  Quart.  Math.  Journal,  t.  III,  p.  226. 

(**)   Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Societr,  vol.  XI,  part.  Il  :  On    tlie 
six  coordinates  of  a  line. 
(***)  P.  1420-1433. 
(****)  P.  1094. 
(*****)  Hanovre,  i858.  Cari  Rûmplcr;  en  deux  Parties.  In-S".  Prix:  i3fr.  35  c. 


i34  BULLETIN  DES  SCIENCES 

rème  ne  s'étend  pas  généralement  aux  surfaces,  et  l'on  ne  peut  con- 
struire une  surface  d'ordre  p  -h  (]  au  moyen  de  faisceaux  d'ordre/) 
et  g,  que  si  la  surface  proposée  contient  en  nombre  infini  des  courbes 
C''  (*),  ce  qui  n'arrive  pas  généralement. 

Pour  parer  à  ces  inconvénients,  jM.  Reye  construit  les  surfaces,  non 
plus  au  moyen  des  lignes  d'intersection  de  deux  séries  de  surfaces, 
C'''',  mais  par  des  points  (/,  m,  n)  déterminés  par  l'intersection  de 
trois  séries  de  surfaces. 

Si  nous  avons  bien  compris,  par  exemple,  le  mode  de  génération 
des  surfaces  du  quatrième  ordre,  voici  comment  on  pourrait  l'exposer 
analytiquement. 

Considérons  deux  réseaux  du  second  degré 

(a)  À  F  -f-  ,u  F,  -^  V  F2  =  o, 

(a)  >/0  +  fji'0,-f-v'0,  =  0, 

et  établissons  entre  les  paramètres  la  relation 

(1)  XV  H-  {J.(J.'  +  vv'  =  o. 

Quand  les  trois  paramètres  X',  p',  v'  resteront  fixes,  les  paramètres 
X,  p.,  V  pourront  varier  en  restant  assujettis  à  la  relation  (i),  et  les  sur- 
faces du  réseau  (a)  passeront  par  la  courbe  dont  les  équations  sont 

F       F,       F, 


V 


U  V 


On  peut  dire  d'après  cela  qu'à  une  surface  du  réseau  (a)  corres- 
pond une  courbe  du  réseau  (a),  et  réciproquement.  Si  l'on  cherche 
le  lieu  des  intersections  de  la  surface  et  de  la  courbe  correspondante, 
il  faut  éliminer  X',  p.',  v'  entre  les  équations  (a)  et  (2),  et  l'on  obtient 
la  surface  du  quatrième  degré  dont  l'équation  est 

FO-i-F.O, +  F,Os=o. 

Cette  surface  est  le  lieu  des  points  d'intersection  d'une  surface  de 
l'un  des  réseaux  et  de  la  courbe  qui  lui  correspond  dans  l'autre. 
Elle  est  donc  construite  par  points  et  non  par  lignes. 


(*)  L'auteur  emploie  des  notations  qui  abrègent  beaucoup  les  raisonnements  :  F  , 
F,,  F,  désignent  des  surfaces  d'ordre />;  C  ",  Ci  expriment  des  coiirbes  intersections 
de  surfaces  f'',  F'';  (/,  /«,  n)  sont  les  points  d'intersection  de  F  ,  f'",  f". 
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Hankel  (H.).  —  Les  fonctions  cylindriques  (*)  de  première  et  de  se- 
conde espèce.  (35  p.;  ail.) 

On  sait  que  ces  fonctions  ont  été  étudiées  par  un  très-grand  nom- 
bre de  géomètres.  Dans  ces  derniers  temps,  MM.  Neumann  (**)  et 
Lommel  (***j  ont  publié  des  traités  développés  sur  ce  sujet,  qui  tient 
une  place  si  importante  dans  la  théorie  du  développement  des  fonc- 
tions, surtout  en  Astronomie.  M.  Hankel  donne  ici  de  nouveaux  dé- 
veloppements en  série,  et  examine  d'une  manière  détaillée  le  cas  où 
la  variable  prend  des  valeurs  complexes  (****  i. 

KiNKELiN  (H.).  —  Nouvelle  démonstration  de  l'existence  des  racines 
complexes  dans  une  équation  algébrique.  (5  p.;  all.^' 

Neumann  (C).  —  Note  sur  le  pendule  cycloïdal.  (•2  p.;  ail.) 
Considérons  un  pendule  cycloïdal,  et  soient  a,  y  les  points  entre 
lesquels  oscille  le  mobile.  Construisons  un  cercle  qui  touche,  à  la  fois, 
la  droite  horizontale  ay  et  la  cycloïde  au  point  le  plus  bas  (3.  Si  l'on 
projette  horizontalement  le  mobile  m  sur  le  cercle  en  m',  le  mobile 
projection  m'  se  déplacera  d'une  manière  uniforme  sur  le  cercle. 
Cette  construction  géométrique  donne  donc  d'une  manière  très-simple 
la  loi  du  mouvement  sur  la  cycloïde. 

DuRÈGE  (H.)-  —  Sur  une  série  de  tangentes  menées  successivement  à 
une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  ou  un  point  de  re- 
broussement.  (24  p.;  ail.) 

Imaginons  qu'on  mène  une  tangente  en  un  point  A,  d'une  courbe 
du  troisième  ordre.  Cette  tangente  va  couper  la  courbe  en  un  nou- 
veau point  A2  ;  on  mène  une  tangente  en  ce  nouveau  point  qui  va 
couper  la  courbe  en  un  point  A3,  etc.,  etc.  En  continuant  indéfi- 
niment ces  constructions,  on  obtiendra  une  suite  de  points  A^,  Aa, 
A3,  ...,  A„,  —  On  peut  se  demander  si  le  point  A„  approche  d'une 
position  limite  quand  n  augmente  indéfiniment  ;  si,  dans  certains  cas, 


(*)  Fonctions  de  Bessel  satisfaisant  à  l'équation 
d.r^         .V  dx 


(-S)-»- 


(**)   Théorie  der  Bessel'schen  Functioneii.  Leipzig,  Teubner,   1867. 
(***)  Studien  iiber  die  Bessel'schen  Functionen.  Leipzig,  Teubner,  1868. 
(  ****)  Depuis,   M.  Neumann  a  publié  sur  cette  question  un   nouveau  travail  inséré 
dan»  les  Mémoires  de  P Académie  de  Saxe. 
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il  pourra  coïncider  avec  A,  (on  aurait  dans  ce  cas  un  polygone  de  de- 
«ré  n  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à  la  courbe),  etc.,  etc.  On  peut 
encore  mener  d'un  point  pris  sur  la  courbe  une  tangente  quelconque, 
du  nouveau  point  de  contact  une  nouvelle  tangente,  etc.  M.  Durège 
fait  lëtude  de  toutes  ces  questions  dans  le  cas  particulier  où  la  courbe 
a  un  point  double  ou  un  point  de  rebroussement. 

Stukm  (R.)-  —  ^''^  problème  de  V homographie ,  et  son  application  aux 
surfaces  du  second  ordre.  (42  p.^  ail.) 

Beltrami  (E.).  —  Sur  In  thèorir  de  la  courbure  des  surfaces. 
(8  p.-,  ail.) 

Cet  élégant  article  contient  plusieurs  expressions  nouvelles  de  la 
courbure  d'une  surface  et  de  la  courbure  géodésique. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  équations  de  la  division  des  fonctions  abé- 
liennes.  (9  p.;  fr.) 

Extrait  du  Traité  des  équations  algébriques  et  des  substitutions.  L'au- 
teur arrive  à  d'importants  résultats,  dont  voici  l'énoncé  :  La  résolu- 
tion de  l'équation  qui  donne  la  division  des  périodes  dans  les  fonc- 
tions abélienues  <à  an  périodes  se  ramène  à  celle  d'une  suite  d'équa- 
tions simples,  qui  auront  toutes  pour  ordre  un  nombre  premier  (et 
par  suite  seront  abélienues),  sauf  une  seule,  dont  l'ordre  est  égal  à 

(0="— i)/j>-"-' ...(/?'— i)/?  ]      1,1     1  V       •  -^ 

-i — -i- — -'-  1  ou  au  double  de  ce  nombre  si  »  =  2 ,  n  _>>  -2 . 

Korj\d;)rfer  (G.).  —  De  In  représentation  sur  le  plan  d'une  sur- 
face rJu  quatrième  ordre,  arec  un  ou  plusieurs  points  singuliers  (*). 
(35  p.-,  ail.) 

MiJLLER  (H.).  —  l'étude  synthétique  d^un  faisceau  de  surfaces  du  se- 
cond ordre,  [y  p.;  ail.) 

Clebsch  (A.).  —  Remarques  sur  la  géométrie  des  surfaces  gauches 
du  ti'oisième  ordre.  (3p.;  ail.) 

Classification  simple  et  intuitive  des  courbes  tracées  sur  ces  sur- 
faces. 


(*)  T'oir,  ail  sujet  de  ces  problèmes,  la  Note  que  nous  avons  mise,  p.  129,  à  la  suile 
d'un  Mémoire  de  M.  Clebsch. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

HOFFMANN  (L.),  Baumeister  in  Berlin,  und  NATANI  (L.).  — 
Mathematisches  Worterbùch.  Alphabetische  Zusammenstellung 
sdmmtlichcr  in  die  malhematischen  Wis<iensi;hafien  gehorendc*'  Ge- 
genstànde,  in  erklàrenden  und  beweisenden,  synihelisck  und  analytisch 
.  bearbeilefen  Ahhandlungen.  —  y  Bde  gr.  8;  1 858- 1867.  Berlin, 
Verlagvon  Wiegandt  und  Hempel  (*). 

En  raison  du  développement  qu'ont  pris  de  nos  jours  les  sciences 
exactes,  rien  ne  serait  plus  désirable  qu'une  bonne  Encyclopédie 
mathématique  contenant  l'exposition  par  les  meilleures  méthodes 
des  théories  fondamentales,  renvoyant  aux  auteurs  spéciaux  pour  les 
sujets  accessoires  ou  pour  ceux  qui  exigeraient  de  trop  longs  dévelop- 
pements, et  fournissant  sur  toutes  les  parties  des  renseignements  bi- 
bliographiques et  historiques  aussi  complets  que  possible. 

Il  est  vrai  que  la  réalisation  d'une  aussi  vaste  entreprise  dépasserait 
les  forces  d'un  seul  homme,  et  ne  pourrait  être  menée  à  bonne  fin 
que  par  une  association  de  géomètres.  Il  existe  cependant  des  Ou- 
vrages qui,  sans  atteindre  entièrement  le  but,  n'en  ont  pas  moins 
rendu  de  grands  services.  Celui  de  tous  qui  a  le  mieux  représenté  la 
science  de  son  temps,  l'ancien  Dictionnaire  de  Klûgel,  avec  les  suites 
de  Mollweide  et  de  Grunert  (**),  est  encore,  à  l'heure  présente,  un 
livre  précieux  à  consulter  au  point  de  vue  de  l'histoire  scientifique. 

L'Ouvrage  plus  moderne  que  nous  annonçons  ici  ne  présente  pas 
la  même  unité  de  plan  que  le  précédent,  le  continuateur  s'étant 
écarté,  avec  grande  raison,  des  traces  du  premier  auteur.  En  effet,  la 
rédaction  des  quatre  premiers  volumes  (A  —  P )  est  loin  de  justifier 


(*)  Hoffmann  (L.),  architecte  à  Berlin,  et  Nat\ni(L.).  —  Dictionnaire  mathématique. 
Recueil  alphabétique  de  toutes  les  matières  relatives  aux  Sciences  mathématiques,  expli- 
quées et  démontrées  dans  des  articles  rédigés  sjnthétiquement  et  analjtiquement .  — 
Berlin,  Wiegandt  et  Hempel.  1858-1867.  —  7  vol.  gr.  in-8,  imprimés  sur  deux  colonnes. 
Prix  :  3o  Thlr. 

(**)  Mathematisches  Worterbùch,  oder  Erkliirung  der  Begriffe,  Lehrsàtze,  Auf^aben 
und  Methoden  der  Mathem.atik,  mit  den  nôthigen  Beweisen  und  literarischen  Nach- 
richten  begleitet,  in  alphabetischer  Ordnung.  Von  Georg  Simon  Klûgel,    Prof.   d.  Math. 

u.  Physik  auf  der  Friedrichs-Universitàt  zu  Halle,  u.  s.  w.  Leipzig,  Schwickcrt.  ln-8. 

T.  I-IH  (A-P),  i8o3-i8o8,  par  Klijgel.  —  T.  IV  (Q-S),  1823,  par  C.-Br.  Mollweibe.  — 
T.  V  (T-Z),  i83i,  et  Suppléments,  t.  I  et  H,  1 833- 1 836,  par  i.-K.  Grunert. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  X.  I.  (Mai  1870.)  iO 
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les  promesses  du  titre  ;  les  articles  se  rapportant  aux  sujets  les  plus 
variés  des  Mathématiques  pures  et  appliquées,  de  l'Astronomie,  de 
la  Physique,  etc.,  y  sont  traités  d'une  manière  trop  superficielle  pour 
que  nous  ayons  à  nous  en  occuper  ici. 

A  la  mort  d'Hofïmann,  en  1864,  les  éditeurs  chargèrent  M.  Na- 
tani  d'achever  l'œuvre  interrompue,  et  le  nouveau  rédacteur  a  tenu 
à  réparer,  autant  que  le  permettaient  les  circonstances,  l'insuffisance 
des  premiers  volumes.  Tout  en  continuant  la  série  des  articles  sur 
les  Mathématiques  appliquées,  il  a  refait  presque  toute  la  partie  des 
Mathématiques  pures,  et  il  a  pu  ensuite,  en  faisant  tirer  à  part  les 
articles  les  plus  importants,  en  composer  un  Traité  complémentaire 
de  Calcul  intégral,  d'après  les  méthodes  les  plus  récentes  (*). 

jNous  citerons  seulement  les  sujets  des  principaux  articles  rédigés 
par  M.  Natani  : 

Méthode  des  moindres  carrés.  (i6  p.) 

Formes  quadratiques  (Théorie  des  nombres).  (3o  p.) 

Équations  indéterminées  du  second  degré. 

Résidus  quadratiques.  (36  p.) 

Quadrature  analytique.  (197  p.)  Cet  article  traite  avec  dévelop- 
pement du  calcul  des  intégrales  indéfinies  et  définies,  tant  simples 
que  multiples,  et  contient  une  Table  d'intégrales. 

Intégration  des  équations  aux  différentielles  totales.  (12:")  p.) 

Intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles,  suivant 
la  méthode  de  Pfafi,  perfectionnée  par  l'auteur  [Journal  de  Crclle- 
Borchardt,  t.  LVIII).  (85  p.) 

Théorie  des  quantités  imaginaires  et  des  fonctions  de  vai'iables 
complexes,  principalement  d'après  les  méthodes  dc>  Cauchy.  (149  p) 

Ces  quatre  derniers  articles  composent  le  volume  intitulé  :  Die 
hohere  Analysisf.  Nous  regrettons  que  l'auteur  n'y  ait  pas  ajouté, 
comme  complément,  un  Chapitre  sur  les  Quaternions  d'Hamilton. 

Précis  de  Géométrie  élémentaire  [Raumlehre) .  (i  i5  p.) 


(*)  Die  iiohere  Analysis.  Ininer  Abhandhuigen.  Mit  Bernchsichtigung  dcr  Théorie  dcr 
complexen  Orôssen  und  anderer  neiieit  Untersuchungeu.  Supplément  zti  den  Lehrbi'tchern 
der  DIfferenzial-  und  I/iteffral-Rechniing.  —  Die  Vauiationsuecunl'ng.  j4nhang  zur  hii- 
heren  Annlysis.  —  Von  L.  Natasi.  Berlin,  186G.  —  1  vol.  gr.  iii-8  (568-.')4  p.).  Prix  : 
5  \  Thlr. 

Ce  volume  est  la  réunion  de  cinq  articles,  tirés  des  tomes  V  et  VII  du  Mathematisches 
Wôrte.rhuch. 
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Des  séries.  (76  p,) 

Théorie  des  mouvements  vibratoires.  (3.7  p.) 

Statique.  (36  p.) 

Théorie  du  choc  des  corps.  (27  p.) 

Théorème  de  Sturm,  avec  extension  aux  racines  complexes, 
{12  p.) 

Théorie  des  substitutions  linéaires  (déterminants,  formes  bi- 
naires, etc.).  (80  p.) 

Trigonométrie.  (46  p.) 

Calcul  des  variations.  (01  p.) 

Théorie  mathématique  de  la  chaleur.  (161  p.) 

Calcul  des  probabilités.  (aS  p.) 

Roues  hydrauliques  et  turbines.  (63  p.) 

La  pai^tie  typographique  de  cet  Ouvrage  laisse  à  désirer,  princi- 
palement à  cause  de  la  disposition  à  deux  colonnes  que  l'on  avait 
adoptée  pour  ménager  la  place,  et  qui  devient  un  embarras,  dès 
que  l'on  a  des  formules  un  peu  longues  à  inscrire.  Les  nombreuses 
figures  sur  fond  noir,  insérées  dans  le  texte,  sont  nettement  exé- 
cutées 

J.     HotJEL. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
ZEUTHEN  (H.-G.).   —  Sur   les   singularités  ordinaires    d'une 

COURBE    GAUCHE    ET    d'uNE    SURFACE    DÉVELOPPABLE.    Ill-4i  43  p. 

Annali  di  Matematica,  2®  série,  t.  IIl,  p.  175-217,  1869-70. 

Tous  les  géomètres  connaissent  la  polémique  qu'eut  à  soutenir 
Poncelet  avec  Gergonne  au  sujet  de  la  belle  et  féconde  théorie 
des  polaires  réciproques.  Gergonne  reconnut,  dès  le  commence- 
ment, l'importance  de  la  découverte,  et,  adoptant  les  idées  de  Pon- 
celet, les  développant  sous  une  forme  plus  claire  et  plus  élémen- 
taire, il  dégagea  le  premier,  de  la  manière  la  plus  nette,  le  célèbre 
principe  de  dualité  ou  de  réciprocité  que  mettaient  en  évidence  la 
théorie  des  polaires  réciproques  pour  les  figures  planes  et,  pour  les 
figures  sphériquos,  la  notion  beaucoup  plus  ancienne  des  ligures 
supplémentaires. 

10. 
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Poncelet  avait  montré  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  du 
second  degré  est,  dans  tous  les  cas,  une  courbe  du  second  degré. 
Trompé  par  l'analogie,  Gergonne  étendit  ce  théorème  aux  courbes 
de  degré  supérieur  et  affirma  qu'une  courbe  de  degré  n  a  pour  polaire 
réciproque  une  courbe  de  même  degré.  C'était  admettre  implicite- 
ment que,  d'un  point,  on  ne  peut  mener  à  une  courbe  qu'un  nombre 
de  tangentes  égal  à  son  degré.  Gergonne  énonça  cette  proposition 
avec  sa  clarté  habituelle,  notamment,  si  nos  souvenirs  sont  bien  pré- 
cis, dans  son  article  sur  les  lois  générales  qui  régissent  les  surfaces 
courbes. 

Plusieurs  années  auparavant ,  dans  un  travail  dont  Gergonne 
n'avait  sans  doute  aucun  souvenir  (t.  Mil  des  Annales)^  Poncelet 
avait  déjà  établi  une  propositioîi  contradictoire  avec  la  précédente,  et 
montré  qu'on  peut,  en  général,  mener,  à  une  courbe  de  degi^é  w, 
n[n — i)  tangentes  passant  par  un  point.  Gergonne  aurait  pu  con- 
tester l'exactitude  de  ce  résultat.  A  cette  époque,  on  n'avait  que 
des  idées  très-imparfaites  sur  le  théorème  de  Bezout.  On  savait  bien 
que  deux  courbes  quelconques  des  degrés  m  et  w  se  coupent  en  gé- 
néral en  mn  points,  mais  on  n'avait  pas  encore  acquis  la  notion  des 
solutions  infinies,  et  l'on  ne  regardait  le  nombre  mn,  donné  par  le 
théorème  de  Bezout,  que  comme  un  maximum  au-dessous  duquel 
pouvait  rester,  dans  certains  cas,  le  nombre  des  solutions  communes. 
Or  les  deux  courbes  considérées  par  Poncelet,  et  dont  les  points  d'in- 
tersection étaient  les  points  de  contact  cherchés,  n'étaient  pas  indé- 
pendantes l'mie  de  l'autre.  C'est  à  peu  près  ce  que  dit  Gergonne^ 
mais,  reconnaissant  que  sa  proposition  sur  le  nombre  des  tangentes 
n'était  pas  justifiée,  il  corrigea  ses  théorèmes  à  double  colonne,  en 
introduisant  une  idée  très-importante,  celle  de  classe  d'une  courbe. 

Cette  notion  de  la  classe  est  restée  dans  la  science,  et  nous  croyons 
inutile  de  la  définir  h  nos  lecteurs.  Le  degré  d'une  courbe  est  égal  à 
la  classe  de  sa  polaire  réciproque.  Toute  courbe  d'une  classe  égale  à 
son  degré  a  pour  polaire  réciproque  une  courbe  de  même  degré  ou 
classe.  C'est  ce  qui  explique  le  théorème  relatif  aux  courbes  du 
second  degré,  qui  sont  de  la  seconde  classe. 

Mais  ici  se  présentait  une  difficulté  nouvelle,  dont  la  solution  com- 
plète devait  demander  bien  des  eiîorts,  mais  aussi  amener  une  longue 
suite  de  belles  et  importantes  découvertes. 

Soient  une  courbe  de  degré  n  et  sa  polaire  réciproque  de  degré  IV. 
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On  devrait  avoir,  d'a(>rès  la  proposition  de  Poncelet, 

w=N(N  — i), 
N=/i(/i  — i). 

Ces  deux  équations  sont  évidemment  incompatibles. 

On  pouvait  sans  doute  expliquer  d'une  manière  vague  ce  para- 
doxe en  faisant  remarquer  que,  si  la  courbe  proposée  est  la  courbe  la 
plus  générale  parmi  celles  de  son  degré,  w,  il  n'en  est  plus  de  même 
de  la  polaire  réciproque-,  celle-ci  ne  contient  pas,  dans  son  équation, 
le  nombre  de  coefficients  indépendants  que  comporte  l'équation  gé- 
nérale du  N'^™*  degré,  c'est  une  courbe  très-particulière  parmi  celles 
de  ce  degré;  il  n'y  a  donc  rien  d'étonnant  à  ce  que  la  classe  de  cette 
courbe  subisse  une  grande  réduction. 

Poncelet  ne  se  contenta  pas  heureusement  de  cette  explication  gé- 
nérale, et,  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Crelle,  il  donna  quelques 
principes  qui  devaient  mettre  sur  la  voie  d'une  explication  définitive. 

Dans  le  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques 
[Journal  de  Crelle,  t.  IV)  se  trouvent  énoncés  deux  résultats  impor- 
tants : 

Tout  point  double  abaisse  la  classe  d'une  courbe  de  deux  unités; 

A  un  point  d'inflexion  dans  une  courbe  correspond  un  point  de  re- 
broussement  dans  la  polaire. 

11  n'y  a  que  peu  de  choses  à  ajouter  à  ces  deux  principes  pour  lever 
la  difficulté  qui  préoccupait  Poncelet;  pourtant,  plusieurs  années 
après,  cet  illustre  géomètre,  dans  V Analyse  des  transversales  [Journal 
de  Crelle^  t.  VTII,  p.  Spi),  n'avait  rien  ajouté  d'essentiel,  et  il  ne  re- 
vient sur  la  question  que  pour  corriger  une  erreur  qu'il  avait  com- 
mise sur  les  points  multiples  d'ordre  supérieur  à  2,  11  montre 
qu'un  point  multiple  d'ordre  p  abaisse  la  classe  àep[p  —  i)  imités, 
et  non  dejo  unités,  comme  il  l'avait  affirmé  dans  son  précédent  Mé- 
moire ;^iais  aucun  pas  noiiveau  n'est  fait  vers  la  solution  définitive 
du  problème.  Poncelet  montre  cependant  qu'un  point  de  rebrousse- 
ment  (dont  il  n'indique  pas  l'ordre)  abaisse  la  classe  d'au  moins  trois 
unités. 

C'est  à  Plûcker,  déjà  connu  à  cette  époque  par  de  belles  recheiches 
de  Géométrie,  qu'il  était  réservé  de  donner,  en  s'appuvant  toutefois 
sur  les  théorèmes  de  Poncelet,  la  solution  la  plus  complète  et  la  plus 
satisfaisante  de  la  question. 
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Dans  un  Mémoire  de  quelques  pages,  inséré  au  Journal  de  Creile 
(t.  XII,  p.  io5),  Plûcker  ajoute  au  théorème  de  Poncelct  sur  le 
points  doubles  le  suivant  : 

Tout  point  double  de  rebroussement  abaisse  la  classe  de  trois  unités. 

D'après  cela,  dit-il,  étant  donnée  la  courbe  la  plus  générale  du  de- 
gré m,  cette  courbe  a  un  nombre  de  points  d'inflexion  M=  3m  (m — 2), 

et  un  nombre  de  tangentes  doubles  N  =  -m{m — 2)  (m'  —  9). 

La  courbe  polaire  réciproque,  du  degré  mim — i)  aura  donc 
M  points  de  rebroussement  correspondant  aux  M  points  d'inflexion 
et  N  points  doubles  correspondant  aux  tangentes  doubles  de  la  pro- 
posée. Sa  classe  qui  devait  être 


-m(m  —  i)\  -  m{m  -—  1] 
2  L  2 


se  réduit  donc  de  2N-f-3M  unités  et  redescend  ainsi  à  m. 

Dans  le  cas  de  m  =  3,  la  réduction  provient  des  points  d'inflexion 
de  la  proposée,  qui  sont  au  nombre  de  9. 

Dans  le  cas  de  m  :=  4^  elle  provient  des  24  points  d'inflexion  et 
des  28  tangentes  doubles  de  la  courbe  du  quatrième  degré.  Et  ainsi 
de  suite, 

Plûcker  n'indique  pas  ici  comment  il  avait  trouvé  le  nombre  N  des 
tangentes  doubles,  et  le  nombre  M  des  points  d'ii^llexion.  Mais  ses 
publications  postérieures  nous  permettent  de  combler  cette  lacune. 
Il  avait  déterminé,  par  une  analyse  directe  et  rigoureuse,  le  nombre  M 
des  points  d'inflexion  5  quant  au  nombre  N  des  tangentes  doubles,  il 
l'avait  déduit  de  l'explication  même  du  paradoxe  signalé  par  Pon- 
celet,  en  écrivant  que  2N  +  3M  est  égal  à  la  réduction  connue 
a  priori 


-  m{m  —  i)    -  ni{m  —  i)  --  1 


de  la  classe  de  la  polaire  réciproque. 

C'est  Jacobi  qui  a  donné  des  démonstrations  directes,  à  la  fois  pour 
le  nombre  des  tangentes  doubles  et  celui  des  points  d'inflexion,  dans 
un  beau  Mémoire  du  Journal  de  Creile  (t.  XL,  Beweis  des  Satzes,  dass 

cine  Carre  n  Grades  im  Allgcmcinen  -  n{n  —  2)  [n-  —  9)   Doppellan- 
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genten  hat).  Jacobi,  toutefois,  dans  le  préambule  de  son  IMémoire, 
nous  paraît  avoir  été  injuste  pour  Plûcker.  Certainement  Poncelet 
avait,  avec  une  grande  sagacité,  reconnu  la  réduction  de  la  classe, 
due  aux  points  multiples,  mais  il  n'avait  pas  su  faire  disparaître  les 
difficultés  moins  grandes  qui  restaient  à  surmonter,  et,  malgré  tous 
ses  eiïorts,  il  n'avait  pu,  comme  il  le  reconnaissait  lui-même  (*), 
donner  une  solution  complète  de  la  question  que,  le  premier,  il  avait 
posée  aux  géomètres. 

C'est  dans  la  Théorie  des  courbes  algébriques  (**)  publiée  en  iSSp,  à 
Bonn,  que  Plûcker  a  réuni  (p.  209)  tous  les  résultats  qu'il  avait  trou- 
vés sur  les  points  singuliers  et  donné  pour  la  première  fois  d'une 
manière  complète  les  formules  qui  lient  entre  elles  les  singidarités. 
Soient 

n  l'ordre  d'une  courbe  ou  la  classe  de  sa  polaire; 

m  sa  classe  ou  l'ordre  de  la  polaire; 

X  le  nombre  de  ses  points  doubles,  ou  des  tangentes  doubles  de  la 
polaire  ; 

y  le  nombre  de  ses  points  de  rebroussement,  ou  des  points  d'in- 
flexion de  la  polaire; 

u  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles,  ou  des  points  doubles  de  la 
polaire  ; 

^'  le  nombre  de  ses  points  d'inflexion,  ou  des  points  de  rebrousse- 
ment de  la  polaire. 

Les  singularités  que  nous  venons  de  signaler  sont  celles  qu'on  ap- 
pelle ordinaires,  parce  qu'elles  se  trouvent  toujours  sur  une  courbe 
ou  sur  sa  polaire.  Cela  posé,  on  aura,  entre  les  nombres  qui  précèdent, 
les  relations  suivantes,  dont  trois  seulement  sont  distinctes  : 

(0  m  =  n{n —  \)  —  ix —  3j-, 

(2)  "  n=tn{ni — i)  —  7.11—  3  v, 

(3)  t/ :=  3?i{ii  — 2)  — 6.r  —  8>', 

(4)  j  =  3/n(m — 2)  —  6u — 8v, 

(*)  Dans  son  Mémoire  sur  la   Théorie  des  Polaires  réciproques  déjà  cite. 

(**)  Pllcrer  (D''  Julitis)  :  Théorie  der  alqebraischen  Curven  gegrilndet  auf  einc  neue 
Dehandlungswcisc  der  analjtischen  Géométrie.  Mit  einer  Tafcl.  Bonn,  Aclolph  Marcus, 
i83n. 
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(5)  u  =  -  n {n  —  Ci) (n^  —  g)  —  {2x  -h-  3f)[n{n  —  i)  —  6] 

-h  ix[x  —  i)  -(-  -  y{y  —  i)  ■+-  6^j, 

(6)  X  =  -  m{m  —  2){m' —  g)  —  {iu  -h  3f)  [m{m  —  i)  — 6] 

-+-  2u{u  —  i)  -h-  v{v  —  i)  -i-6iw. 

Ces  relations  présentent  bien,  prises  deux  à  deux,  la  symétrie 
qu'exige  le  principe  de  dualité  et  leur  ensemble  n'est  pas  altéré,  si  l'on 
échange  les  singularités  de  la  courbe  avec  celles  de  la  polaire.  Plûcker 
les  démontre  toutes  directement,  et  trouve  ainsi  dans  leur  accord  une 
vérification  de  ses  raisonnements.  En  les  combinant,  on  obtient  les 
deux  relations  simples 

(7)  'n  —  n  =  -{v-x), 

(8)  (m  --  n)  {m  -t-  /i  —  9)  =  2(m  —  x],  etc.,  etc. 

Elles  se  déduisent  toutes,  d'ailleurs,  des  trois  premières.  Enfin  on 
peut  les  retrouver  très-simplement  en  se  rappelant  les  deux  prin- 
cipes suivants,  dont  elles  sont  la  traduction  : 

1°  Tout  point  double  abaisse  la  classe  de  2  unités,  et  tout  point 
double  de  rebroussement  de  3  unités  ; 

2**  Tout  point  double  diminue  de  6,  et  tout  point  de  rebroussement 
de  8  unités,  le  nombre  des  points  d'inflexion,  qui  en  général  est  égal 
à  3w(rt  —  2). 

Les  formules  qui  précèdent  constituaient  une  découverte  très-im- 
portante, elles  donnaient  un  exemple  de  relations  numériques  entre 
des  nombres  qu'on  aurait  pu  croire  indépendants.  C'était  là  un  fait 
tout  nouveau  en  Analyse;  ces  relations  ouvraient  la  voie  à  tout  un 
ordre  de  recherches  importantes  dans  lequel  Plûcker  a  été  suivi  et 
imité  par  un  grand  nombre  de  géomètres. 

Pourtant,  on  fit  d'abord  quelque  difficulté  d'attribuer  ces  formules 
à  Plûcker;  Steiner  les  appelait  les  formules  connues  (*)  :  il  y  avait  là 
une  injustice,   réparée  promptement  par  les  savants  qui  ont  donné 


(*)  Foir,  par  exemple,  un  Mémoire  inséré  au  tome  XVIII  du  Journal  de  M.  Liouville, 
p.  309,  où  Steiner  donne  les  formules  sans  citer  Pli'icker. 


"MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMlQtES.  i45 

aux  relations  précédentes  le  nom  de  celui  qui  les  avait  découvertes. 

Avant  de  quitter  les  courbes  planes,  rappelons  que  les  fox'uiules 
précédentes  ne  s'appliquent  pas  aux  singularités  dites  élevées,  points 
triples,  tangentes  multiples," etc.,  etc.  C'est  M.  Cayley  qui,  le  pre- 
mier, dans  un  Mémoire  inséré  au  Quarlerly  Journal,  t.  \1I,  a  ré- 
solu cette  difficile  question  et  montré  que  toute  singularité  élevée 
peut  s'évaluer  au  moyen  d'un  certain  nombre  de  singularités  ordi- 
naires (*).  Ainsi,  un  point  multiple  pourra,  dans  les  formules,  se 
remplacer,  par  exemple,  par  seize  points  doubles,  un  point  d'in- 
flexion, cinq  points  de  rebroussement,  six  tangentes  doubles,  etc. 
On  pourra  consulter  aussi,  à  ce  sujet,  un  Mémoire  de  M.  de  laGour- 
nerie  dans  le  Journal  de  M,  Liouville^  décembre  1869  et  janvier  1870. 

C'est  encore  à  M.  Cayley  qu'était  réservé  l'honneur  d'étendre  aux 
courbes  gauches  les  formules  de  Pliicker.  Les  principaux  résultats 
obtenus  par  ce  savant  se  trouvent  consignés  au  tome  X  du  Journal 
de  M.  Liouville,  p,  245.  Les  singularités  y  sont  définies  avec  beau- 
coup de  clarté,  et,  au  risque  de  paraître  trop  long,  nous  essayerons 
d'en  donner  une  idée  à  nos  lecteurs. 

Une  courbe  gauche,  étant  considérée  dans  l'espace,  les  plans  oscu- 
lateurs  de  la  courbe  enveloppent  une  surface  développable,  dont  les 
génératrices  rectilignes  sont  les  tangentes  à  la  courbe.  Cette  surface 
développable  et  la  courbe  forment  ce  que  M.  Cayley  appelle  un  sys- 
tème simple.  Les  points  de  la  courbe  sont  les  points  du  système^  les 
génératrices  de  la  surface,  tangentes  de  la  courbe,  sont  les  lignes 
du  système;  enfin  les  plans  tangents  de  la  surface,  plans  oscula- 
teurs  de  la  courbe,  sont  les  plans  du  système. 

On  appelle  ligne  par  deux  points  une  ligne  passant  par  deux  points 
non  consécutifs  du  système  ;  ligne  par  deux  plans  une  ligne  située 
dans  deux  plans  tangents  du  système.  Les  expressions  point  dans 
deux  lignes  (du  système)  et  plan  par  deux  lignes  s'expliquent  de  la 
mêmemanière . 

Les  lignes  par  deux  points  sont,  on  le  voit,  des  sécantes  doubles  de 
la  courbe.  Si  un  observateur  avait  l'œil  placé  en  un  de  leurs  points, 
deux  branches  de  courbe  paraîtraient  se  couper  dans  la  direction  de 
la  ligne.  C'est  ce  qu'on  appelle  un  point  double  apparent.  Ces  lignes 


(.*)  Foir  aussi  Journal  de  M.  Borchardt,  une  Note  sur  les  singularités  supérieures  des 
tourbes  planes;  t.  LXIV,  p.  369. 
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sont  aussi  les  arêtes  doubles  des  cônes  ayant  leur  sommet  en  un  de 
Icîurs  points  et  contenant  la  courbe, 

La  ligne  dans  deux  plans  est  l'intersection  de  deux  plans  tangents 
à  la  surface  développable  ^  c'est  donc  une  tangente  double  de  la  sur- 
face développable. 

Le  point  dans  deux  lignes  se  trouve  sur  deux  génératrices  de  la  dé- 
veloppable 5  il  est  donc  sur  la  ligne  double  de  cette  surface. 

Enfin,  \eplan  par  deux  lignes  contenant  deux  tangentes  à  la  courbe 
est  un  plan  tangent  double  pour  les  cônes  passant  par  la  courbe  et 
ayant  leur  sommet  dans  ce  plan. 

Désignons  par 

m  l'ordre  de  la  courbe,  c'est-à-dire  le  nombre  de  points  qu'elle  a 
dans  un  plan  quelconque  5 

7'  le  nombre  de  lignes  du  système  rencontrant  une  droite,  c'est-à- 
dire  l'ordre  de  la  surface  développable  ; 

n  le  nombre  de  plans  du  système  passant  par  un  point,  c'est-à- 
dire  la  classe  de  la  surface  développable. 

Voici  les  singularités  considérées  par  M.  Cayley  : 
Quand  quatre  points  consécutifs  du  système,  ou  trois  lignes  consé- 
cutives, sont  dans  un  même  plan,  il  y  a  deux  plans  consécutifs  iden- 
tiques. On  dit  qu'il  y  a  un  plan  stationnaire .  Soit 
a  le  nombre  des  plans  stationnaires. 

Cette  singularité  corrrespond  à  l'inflexion  dans  les  courbes  planes. 
Si  quatre  plans  consécutifs,  ou  trois  lignes  consécutives,  se  ren- 
contrent en  un  même  point,  c'est-à-dire  si  deux  points  consécutifs 
deviennent  identiques,  on  dit  qu'il  y  a  un  point  stationnaire.  Cette 
singularité  correspond  au  rebroussement.  Soit 
jS  le  nombre  des  points  stationnaires. 

Les  autres  singularités  correspondent  aux  points  doubles  et  aux 
tangentes  doubles.  Leur  définition  était  indiquée  par  les  méthodes 
de  démonstration  de  M.  Cayley.  Soient  : 

g  le  nombre  des  lignes  en  deux  plans  qui  passent  en  un  point, 
c'est-à-dire  des  tangentes  doubles  qu'on  peut  mener  du  point 
à  la  surface  développable; 

h  le  nombre  des  lignes  par  deux  plans  passant  en  un  point,  c'est-à- 
'dire  le  nombre  des  points  doubles  apparents  pour  un  observa- 
teur placé  d'une  manière  quelconque-. 
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X  le  nombre  de  points  en  deux  lignes  eontcTius  dans  un  plan, 
c'est-à-dire  l'ordre  de  la  ligne  doublé  de  la  surface  dévelop- 
pable  ^ 

y  le  nombre  de  plans  par  deux  lignes  passant  en  un  point,  c'est-à- 
dire  de  plans  tangents  doubles  du  cône  contenant  la  courbe 
et  ayant  son  sommet  en  ce  point. 

Il  suffit,  pour  obtenir  les  relations  entre  les  neuf  éléments  que 
nous  avons  -successivement  définis,  d'appliquer  les  formules  de  Plii- 
cker  à  une  section  plane  de  la  développable  et  à  un  côn(;  contenant 
la  courbe.  On  trouve  ainsi  : 

«  =  r  {  r  —  I  )  —  2x  —  3  w, 

r=  n  (n  —  i)  —  ig  —  3a, 

u  =  3r{r  —  2)  —  6x—  Sm, 

m=3n{n  —  "2)  —  6^- —  8  a, 

et 

r=  m  (m  —  i)  —  2A  —  3^, 

m  =  r  [r  —  i )  —  2 >-  —  3 n, 
n  =3m{m — 2) —  6A  —  8^, 
(3=3r(r  — 2)  — 6/  — 8«. 

Par  exemple,  pour  la  cubique  gauche,  on  a  le  système  suivant  de 
valeurs  : 

mnra^ghxy 
334^0   I   I   00. 

Ces  formules  si  importantes  de  Plûcker  et  de  M.  Cayley  ont  déjà 
rendu  de  grands  services.  Elles  ont  permis  d'abord  de  diviser  les 
courbes  en  genres^  d'après  la  nature  de  leur  déficient^  chacun  des 
genres  répondant  à  une  classe  de  fonctions  abéliennes,  comme  l'ont 
montré  Riemann  et  M.  Clebsch.  11  y  a  là  un  champ  étendu  de  recher- 
ches qui  a  déjà  fourni  une  ample  moisson  de  belles  découvertes. 

Les  recherches  de  M.  Clebsch  sont  exposées  dans  le  Journal  de 
M.  Borchardt,  t.  LXIV,  p.  98.  Comme  ces  recherches  complètent 
celles  de  Plûcker,  et  offrent  dans  un  grand  nombre  de  questions  un 
secours  tout  à  fait  inattendu,  il  est  bon  que  nous  en  disions  ici  quel- 
ques mots. 
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Dans  un  Mémoire  antérieur  (*),  M.  Clebsch  avait  déjà  trouvé 
d'importantes  relations  entre  la  théorie  des  courbes  algébriques  et 
celle  des  fonctions  abéliennes.  D'après  ces  travaux,  les  courbes  algé- 
briques se  divisent  non  plus  d'après  leur  ordre,  ni  d'après  leur  classe, 
mais  d'après  la  clasise  de  fondions  abéliennes  dont  dépend  leur  tljéorie. 
C'est  le  nombre 

(»  — i)(«— 2)                         (m  — i)(m— 2) 
P= -T --x-x  =  ' «-C, 


appelé  aussi  déficient^  qui  détermine  le  genre  de  la  courbe. 

Par  exemple,  les  courbes  du  troisième  ordre  les  plus  générales,  les 
courbes  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles,  du  cinquième 
ordre  à  cinq  points  doubles,  etc.,  etc.,  appartiennent  au  même  genre. 
On  a  pour  toutes  p  =  1.  Leur  théorie  dépend  d'ailleurs  des  fonctions 
elliptiques,  comme  l'a  montré  M.  Bertrand  dans  son  Traité  de  Calcul 
intégral,  p.  612. 

Le  genre  dépend,  on  le  voit,  à  la  fois  du  degré  de  la  courbe  et  du 
nombre  des  points  singuliers.  Inversement,  si  le  genre  était  connu  a 
■priori,  on  aurait  une  équation  nouvelle  entre  les  singularités,  et  il 
suffirait  de  connaître  deux  d'entre  elles  pour  déterminer  toutes  les 
autres.  Ainsi,  toutes  les  fois  qu'on  connaîtra  le  genre  d'une  courbe, 
il  ne  sera  plus  nécessaire  de  connaître  ti'ois  singularités  pour  avoir 
toutes  les  autres  :  deux  suffiront. 

Il  y  a  précisément  un  théorème  très-important  dii  à  M.  Clebsch, 
et  qui  permet,  dans  un  grand  nombi'e  de  cas,  d'assigner  le  genre  de 
la  courbe  :  Toutes  les  fois  que  deux  courbes  se  correspondent  de 
manière  qu'à  un  point  de  l'une  corresponde  un  seul  point  ou  une 
seule  tangente  de  l'autre,  les  deux  courbes  seront  du  même  genre  j 
pour  elles/)  prendra  la  même  valeur. 

Prenons,  par  exemple,  une  courbe  et  sa  développée  :  d'après  le 
théorème  précédent,  ce  sont  deux  courbes  du  même  déficient.  Or  on 
trouve  facilement  que  la  classe  de  la  développée  m'  est  égale  à 

n-  —  ix  —  Zy, 

et  que  le  nombre  u'  de  ses  points  d'inflexion  est  égal  au  nombre  g  des 
points  de  rebroussement  de  la  proposée.  Cela  suffit  pour  la  détermi- 
nation de  toutes  les  autres  singularités. 


(*)  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXIIl,  p.  189. 
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Pour  les  courbes  gauches,  il  y  a  des  théorèmes  tout  pareils  :  le  gci'irc 
se  détermine  d'après  la  formule 


P-^'" 

-i)(m-2)       ^ 

F  — 

2                            ."         ^ 

_(^- 

-i)(r-2) 

—  X  —  m  =z 

2 

i)(n 


—  a  —  Ci- 


C'est  encore  grâce  aux  formules  de  M.  Cayley  que  M.  Salmon  a  pu 
édifier  une  théorie  et  une  classification  très-rationnelle  dos  courbes 
gauches  algébriques.  Mais  pour  ces  détails  nous  renverrons  aux  Ou- 
vrages si  clairs  du  savant  auteur. 

Les  recherches  et  les  résultats  qui  précèdent  présentent  un  ensem- 
ble très-satisfaisant  pour  les  amis  de  la  Géométrie  ;  mais  les  progrès 
de  la  science  réclamaient  une  étude  plus  approfondie.  Celte  étude  a 
été  commencée  par  les  travaux  de  MM.  Cayley,  Salmon,  Spottiswoode 
et  de  quelques  autres  géomètres.  Dans  son  intéressant  Mémoire, 
M.  Zeuthen,  de  Copenhague,  jeune  géomètre  déjà  bien  connu  par 
plusieurs  travaux,  a  beaucoup  ajouté  à  ce  que  l'on  savait  déjà  sur  la 
question;  il  a  repris  l'étude  des  singularités  ordinaires,  mais  il  en  a 
distingué  un  plus  grand  nombre  que  M.  Cayley. 

Il  est,  en  effet,  bien  facile  de  voir  que  les  singidarités  d'une  courbe 
gauche  sont  en  nombre  illimité.  Considérons  par  exemple  la  surface 
développable  formée  par  les  tangentes  de  cette  courbe  gauche.  Cette 
surface  a,  en  général,  une  ligne  double,  dont  nous  avons  désigné 
l'ordre  par  x.  Voilà  donc  une  nouvelle  courbe  dérivée  de  la  première, 
dont  on  peut  rechercher  toutes  les  singularités.  Sa  classe,  par  exem- 
ple, a  déjà  été  donnée  par  M.  Salmon  {Geomelry  of  three  dimemions, 
a^édit.,  p.  460).  De  cette  deuxième  com-be,  on  peut  faire  dériver  une 
troisième,  et  ainsi  de  suite.  De  même,  considérons  la  surface  envelop- 
pée par  les  plans  tangents  doubles  de  la  courbe  primitive,  on  aura 
un  nouveau  système  dérivé.  Enfin,  les  droites,  rencontrant  trois  fois 
la  courbe  proposée ,  forment  une  surface  gauche  dont  un  certain 
nombre  de  génératrices  rencontrent  quatre  fois  la  courbe,  etc.,  etc. 

Le  Mémoire  dont  nous  rendons  compte  contient  les  plus  intéres- 
sants et  les  plus  importants  des  nombres  que  l'on  doit  déterminer. 
M.  Zeuthen  a  d'ailleurs  égard  à  trois  singularités  qui  n'avaient  pas 
été  introduites  par  M.  Cayley.  Ce  sont  :  1°  les  points  doubles  réels., 
dont  il  désigne  le  nombre  par  H  5  2"  les  plans  hiosculaleufs  (plans  tan- 
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gents  doubles  de  la  développable),  dont  il  désigne  le  nombre  par  G, 
et  3" les  tangentes  d'inflexion  (droites  passant  par  trois  points  couséeu- 
tifs  de  la  courbe,  ou  situées  sur  trois  plans  consécutifs  de  la  dévelop- 
pable"), dont  le  nombre  est  supposé  égal  à  v.  De  telles  singularités 
n'existent  pas  évidemment  dans  toutes  les  courbes,  ni  dans  leurs  po- 
laires. Par  exemple,  un  plan  oscillateur  ne  dépendant  que  d'un  pa- 
ramètre, il  est  impossible,  en  général,  que  le  plan  reste  le  même  pour 
deux  valeurs  différentes  du  paramètre.  Les  singularités  de  cette 
nature  sont  distinguées  par  la  dénomination  d'extraordinaires  ou 
élevées. 

En  tenant  compte  de  ces  singularités,  les  formules  de  M.  Cayley 
doivent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

r^=  m{ni  —  i)  —  ih—  2H  —  3(3, 
m  =  r{r  —  i  )  —  2  j  —  3  n  —  3  f , 

n-t-f— [3  =  3(r— m), 

et 

r=^.  n{n  —  i)  —  2 g  —  2G  —  3a, 

n  :=:  r{r  —  i)  —  9.x  —  3/n— 3f, 

m  -h  V  —  a  =  3(r  —  n). 

Le  premier  point  traité  par  M.  Zeuthen  est  le  suivant  :  les  for- 
mules de  M.  Cayley  déterminent,  par  exemple,  les  singularités  du 
cône  passant  par  la  courbe  et  ayant  son  sommet  en  un  point  quelcon- 
que de  l'espace.  Mais  si  le  sommet  du  cône  se  trouve  sur  une  tangente 
de  la  courbe,  sur  la  courbe,  à  un  point  double,  stationnaire,  sur  une 
tangente  d'inflexion,  en  un  point  d'inflexion,  et,  comme  l'a  fait  du 
reste  remarquer  M.  Cayley,  les  formules  ne  s'appliquent  plus,  de 
nouvelles  recherches  sont  nécessaires.  De  même,  pour  une  section 
plane  de  la  surface  développable;  si  le  plan  de  la  section  contient 
une  tangente  simple  ou  une  tangente  d'inflexion,  s'il  est  tangent  à  la 
développable,  les  nombres  déterminés  pour  le  cas  général  doivent 
être  modifiés.  Deux  tableaux  très-complets,  placés  au  commence- 
ment du  Mémoire,  indiquent  toutes  ces  modifications. 

Voici  maintenant  quelques-uns  des  nombres  déterminés  par  M.  Zeu- 
then : 

Classe  de  la  courbe  double  de  la  développable 

2  o-  -f-  rin  —  2  )  —  n{n  —  i  ). 
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Nouibi  c  des  droites  qui  rencontrent  deux  droites  fixes  et  deux  fois 


la  courbe  proposée 


, ,        m  {m  —  I  ) 

h  H-  — ^ : 


2 


Nombre  des  tangentes  doubles  à  la  développable  qui  rencontrent 
deux  droites  fixes 

n{n  —  i) 


ir-h 


Ordre  de  la  surface  gaucbe  formée  par  les  droites  qui  rencontrent 
trois  fois  la  courbe 


r.        m(m~  i)"l 
(m-2)|^/i-  - — g J. 


Nombre  des  tangentes  de  la  courbe  qui  la  rencontrent  encore  une 
fois 

r{m  —  4)  +4^  —  2m(m  —  3)  —  Se. 

La  méthode  de  M.  Zeuthen  est  fondée  sur  le  beau  principe  de 
correspondance  de  M.  Chasles.  La  grande  difficulté  que  rencontre 
ici  l'application  de  ce  principe  consiste  dans  le  degré  de  multi- 
plicité des  solutions.  M.  Zeuthen  est,  on  le  sait,  très-habile  dans  ce 
genre  de  recherches;  il  a  soin  d'ailleurs  de  contrôler  ses  résultats 
en  variant  les  démonstrations.  Ses  recherches  paraissent  donc,  quel- 
que délicate  que  soit  la  méthode,  de  nature  à  inspirer  une  entière 
confiance  aux  géomètres. 

Nous  avons  essayé,  dans  cet  article,  de  donner  à  nos  lecteurs,  une 
idée  des  progrès  accomplis  depuis  cinquante  ans,  dans  la  théorie  de 
l'élimination  et  en  un  point  très-important  de  la  théorie  des  courbes 
de  degré  supérieur.  Nous  ne  dirons  rien,  pour  aujourd'hui,  des  ques- 
tions toutes  semblables  qu'on  peut  se  proposer  pour  les  surfaces,  et 
qui  sont  bien  près  d'être  résolues. 

Nous  nous  estimerions  heureux  si  les  lignes  qui  précèdent  atti- 
raient l'attention  de  quelques  géomètres  sur  ces  questions  trop  né- 
gligées en  France,  où  l'on  est  porté  à  considérer  la  Géométrie  synthé- 
tique et  analytique  comme  une  science  d'ordre  inférieur.  A  notre 
humble  avis,  c'est  aux  progrès  mêmes  de  cette  Géométrie  que  sont 
subordonnés  les  développements  ultérieurs  du  véritable  Calcul  infi- 
nitésimal, c'est-à-dire  de  la  théorie  des  ditïerentielles  algébriques, 
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des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes.  Aux  branches  nouvelles  de  la 
science  créées  depuis  le  commencement  du  siècle,  doit  correspondre 
aussi  un  enseignement  nouveau,  réclamé  par  les  progrès  accomplis  et 
venant  se  placer  à  côté  de  l'ancien,  sans  lui  nuire  et  sans  en  diminuer 
la  valeur.  Nos  élèves,  préparés  par  les  études  sérieuses  des  Mathéma- 
tiques spéciales,  suivraient  avec  goût  et  avec  fruit  des  études  dont  ils 
n'auraient  plus  à  surmonter  les  premières  difficultés. 

G.  D. 


GIORNALE  Di  Matemâtiche,  ad  uso  degli  studenti  délie  Università 
italiane,  pubblicato  pcr  cura  del  professoreG.  Battaglini  (*). 

T.  VII-,  1869 

D'OviDio  (E.).  —  Nouvelle  exposition  de  la  théorie   générale  des 
courbes  du  deuxième  ordre  en  coordonnées  trilinéaires.  (16  p.  ;  ital.) 
Suite  d'un  article  précédent. 

Jadanza  (N.).  — Sur  les  progressions  à  deux  et  à  trois  différences. 
Suite  d'un  article  précédent.  (7  p-  i  ital.) 

Jadanza  (N.).  —  Sur  les  progressions.  (i4  P-) 
Progressions  à  n  différences,  etc. 

Sardi  (C.).  —  Théorèmes  d'Arithmétique.  (4p-;  ital-) 
Théorèmes  relatifs  aux  fractions  décimales  périodiques. 

Janni  (V.).  —  Décomposition  d'une  équation  du  quatrième  degré 
entre  deux  variables  en  deux  fadeurs  rationnels  du  deuxième  degré. 
(ital.) 

Vecchio  (A.). — Sur  les  équations  transcendantes. 

Équations  coshm/ .  cos ml  =  ±  i . 

Vecchio  (A.).  —  Sur  les  proportions  et  les  progressions.  (7  p-  ;  ital.) 


(*)  Journal  de  Mathématiques  à  l'usage  des  étudiants  des  Universités  italiennes,  pu- 
blié sous  la  direction  du  professeur  Jos.  Battaglini.  Naples,  B.  Pellerano,  éditeur.  Pa- 
raissant tous  les  deux  mois  par  fascicules  de  4  feuilles,  in-4°.  Fondé  en  i863.Prix  ; 
i4  fr.  pour  l'Italie,  ^o  fr.  pour  la  France.  (En  italien  et  en  français.) 
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Battaguni  (G.).  —  Sur  les  systèmes  de  droites  du,  second  degré. 
(26  p.;  ital.) 

Suite  d'un  autre  article.  Ce  travail  se  rapporte  aux  belles  études 
de  Plùcker  sur  les  complexes,  dont  nous  avons  rendu  dernière- 
ment un  compte  détaillé. 

Trudi  (N.).  —  Sur  la  détermination  des  constantes  arbitraires  dans 
les  intégrales  des  équations  différentielles  et  aux  différences  finies. 
(21  p.;  ital.) 

Sur  une  erreur  commise  par  Lagrange  dans  un  Mémoire  de  i  yy5 
(t.  IV,  p.  i5i,  des  OEuvres  complètes  publiées  par  M.  Serret),  et 
reconnue  par  lui  eu  1792. 

luNG  (G.)  et  Armenante(A.\  —  Sur  une  équation  du  huitième  de- 
gré. (7  p. 5  ital.) 

Bertim  (E.).  —  Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  :  deux 
courbes  corrélatives  projectivement  sont  du  même  genre,  (ital.) 

D'OviDio  (E.).  —  Note  sur  deux  théorèmes  de  M.  Mannheim.  (ital.) 

Sakdi  (C).  —  Sur  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres,  (ital.) 

Besso  (D)-  —  De  Vidée  de  fonction  dans  V  enseignement  de  la  Géo- 
métrie élémentaire .  (5p.;  ital.) 

Grosso  (R.  del).  —  Mémoire  sur  Vatlraclion  des  sphéroïdes.  (2art., 
32  p.  ;  ital.) 

Bustelli  (A.-M.).  —  Détermination  analytique  des  centres  de  pres- 
sion des  surfaces  immergées  dans  un  liquide  homogène  pesant.  (2  art., 
16  p.;  ital.) 

Zannotti  (M.).  —  Leçons  sur  la  Thermodynamique.  (2  art.,  32  p.; 
ital.) 

Calzolari  (L.).  —  Nouvelle  solution  générale  en  nombres  rationnels 
de  V équation  W^  z=z  a  -^-  bv  -\-  cv^.  (16  p.  ;  ital.) 

Besso  (D.).  —  Sur  Vintégrale    j dx.  (ital.) 

Armenante  (A.)  et  Iung  (G.).  —  Résumé  des  leçons  eomplémen- 

BuU.  des  Sciences  mathéin.  et  astron.  t.  l.  {Mai  1870.  1  I 
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taires  faites  à  V Institut  Technique  supérieur  de  Milan,  (ii  p.  j  ital.) 
Cours  de  MM.  Brioschi,  Cremona  et  Casorati.   Fonctions  ellip- 
tiques. Théories  de  Clebsch  et  Gordan,  et  de  Riemann  sui'  les  fonc- 
tions abéliennes.  ' 

luNG  (G.)  et  Armenante  (A.).  —  Sur  les  transformations  hiration- 
nelles  ou  univoques  (eindeutigen),  et  sur  les  courbes  normales  et  sous- 
normales  du  genre  p.  (19  p.  ;  ital.) 

Sardi  (C).  —  Sur  quelques  séries;  applications  à  V arithmétique. 
{56  p.  j  ital.) 

Calzolari  (L.).  —  Solution  générale  de  r équation 

y'  =xl  -h  . ..  -hxl. 
(4  p.;  ital.) 

Calzolari  (L.)  —  Recherche  des  valeurs  rationnelles  de  v  qui  rendent 
le  polynôme  a  -i-hv  -h  Ci'^  -h  dv^  ■+•  ev'*  un  carré  parfait.  (33  p.  5  ital.) 

Cassani  (P.).  —  Étude  sur  la  conique  des  neuf  points  et  des  neuf 
droites.  (5  p.-,  ital.) 

Grandi  (A.).  — Sur  une  formule  connue  qui  peut  se  déduire  d'un 
théorème  de  Cauchy.  (ital.) 

Valeriani  (V.).  —  Du  plan,  sa  définition.  Axiome  du  plan  élevé  au 
rang  de  théorème,  (ital.) 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires   des    séances  de   l'Académie 
Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 

N°  H.  Séance  du  14  mars  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  l' observation  photographique  des  passages  de  Vénus 
et  sur  un  appareil  de  M.  Laussedat. 

M.  Phillips.   —    Note  sur  les  changements  d'état  d'un   mélange 
d'une  vapeur  saturée  et  de  son  liquide,  suivant  une  ligne  adiabatique. 

N°  12.  Séance  du  21  mars  1870. 

M.  MouTiER.  —  Sur  l'angle  de  raccordement  d'un  liquide  avec  une 
paroi  solide. 

(*)  y o\r  Bulletin,  \>.  63. 
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INI.  Chvsles  fait  connaître  un  Théorème  concernant  la  théorie  des 
surfacett  de  M.  Spottiswoode. 

«  On  sait  que,  par  un  point  d'une  surface,  on  peut  mener  deux 
tangentes  qui  ont  avec  elle  un  contact  du  deuxième  ordre,  c'est-à- 
dire  trois  points  consécutifs  communs  avec  la  surface.  C'est  un  des 
beaux  théorèmes  dus  à  M.  Dupin,  et  qui  se  retrouve,  depuis  lors, 
dans  toutes  les  recherches  des  géomètres.  Les  deux  tangentes  dont  il 
s'agit  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  surface.  Passant  de 
la  ligne  droite  aux  sections  coniques,  INI.  Spottisvs'oode  s'est  proposé 
de  rechercher  combien  on  peut  tracer  sur  une  surface,  en  chaque 
point,  de  coniques  ayant  un  contact  du  cinquième  ordre,  c'est-à-dire 
six  points  communs  avec  la  surface.  11  a  trouvé  que  ces  coniques  sont 
au  nombre  de  dix,  réelles  ou  imaginaires.  » 

Nous  pensons  que  M.  Spottiswoode  a  voulu  parler  des  contacts  du 
sixième  ordre,  c'est-à-dire  des  coniques  ayant  sept  points  communs 
avec  la  surface.  ^lenons,  en  eifet,  par  un  point  A  d'une  surface  un 
plan  quelconque.  JNous  pourrons  construire,  dans  ce  plan,  une  co- 
nique ayant  en  A  avec  la  surface  cinq  points  communs,  c'est-à-dire  un 
contact  du  quatrième  ordre.  Pour  que  l'ordre  du  contact  s'élève  d'une 
unité,  il  suffit  que  les  coefficients  angulaires  du  plan  satisfassent  à 
une  relation,  c'est-à-dire  que  le  plan  enveloppe  un  cône.  Mais,  si  l'on 
veut  que  le  contact  soit  du  sixième  ordre,  on  trouve  alors  deux  rela- 
tions qui  doivent  déterminer  un  nombre  limité  de  plans  (*;. 

iV°  13.  Séance  du  28  mars  1870. 

INI.  Darboux.  —  Sur  /«'s  équations  aux  dériréea  parliellea  du  second 
ordre. 

M.  Tisserand.  —  Sur  un  point  du  calcul  des  différences. 

«  Dans  un  de  ses  Mémoires,  Lagrange  a  montré  comment,  dans 
certains  cas,  d'une  relation  entre  les  dérivées  d'une  fonction  et  ses 
différences,  on  peut  déduire  aisément  une  relation  nouvelle  entre  les 
intégrales  successives  de  la  fonction,  et  ses  difiérences  et  intégrales 
finies.  Le  but  de  cette  Note  est  d'en  montrer  des  exemples  intéres- 
sants, à  propos  des  formules  de  quadrature  en  usage  parmi  les  astro- 
nomes. » 


(')  Voir  Compte:  rendus,  t.  LXIF,    1866,  p.  390. 

II. 
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Nous  ajouterons  à  cette  courte  explication  une  remarque.  C'est 
que,  dans  les  cas  particuliers  fort  importants  signalés  par  M.  Tisse- 
rand, on  peut  employer  des  procédés  de  démonstration  à  l'abri  des 
reproches  qu'on  pourrait  adresser  justement  à  l'Analyse  de  J^a- 
grange  (*). 

N"  U.  Séance  h  4  avril  1870. 

M.  DE  Saiwt-Venaint.  —  Recherche  d'une  deuxième  approximation 
dans  le  calcul  rationnel  de  la  poussée  exercée  contre  un  mur  dont  la  face 
postérieure  a  une  inclinaison  quelconque^  par  des  terres  non  cohérentes, 
dont  la  surface  supérieure  s  élève  en  un  talus  plan  quelconque  à  partir 
du  haut  de  cette  face  du  mur. 

M.  Oltramare.  —  Sur  r existence  d'une  loi  de  répartition  analogue 
à  la  loi  de  Bode  {ou  de  Titius),  pour  chacun  des  systèmes  de  satellites  de 
Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus, 

M.  R.  WoLF.  —  Études  sur  la  fréquence  des  taches  du  Soleil  et  sa 
relation  avec  la  variation  de  la  déclinaison  magnétique. 

M.  Zeuthen.  —  Sur  les  points  fondamentaux  de  deux  surfaces,  dont 
les  points  se  correspondent  un  à  un. 

Cette  Note  de  M.  Zeuthen  se  rapporte  à  un  des  points  les  plus 
importants  et  les  plus  récemment  découverts  de  la  théorie  des  sur- 
faces algébriques.  Cette  question  des  points  fondamentaux  mérite 
plus  de  quelques  lignes,  et  nous  aurons  l'occasion  d'y  revenir.  Le  tra- 
vail de  M.  Zeuthen  est,  croyons-nous,  avec  ceux  de  M.  Cremona,  un 
des  premiers  essais  d'étude  géométrique  de  la  nouvelle  théorie. 

M.  Darboux.  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

M.  E.  DiDON.  —  Sur  un  mode  d'approximation  des  fonctions  de 
plusieurs  variables. 

Dans  la  théorie  des  erreurs  on  est  conduit  à  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  fonction  y  (a;),  trouver,  parmi  tous  les  poly- 
nômes P  de  degré  m,  celui  qui,  entre  les  limites  —  i  et  -h  i ,  s'ap- 
proche le  plus  de  la  fonction  donnée,  c'est-à-dire  qui  rend  minimum 

{*)  Voir  OEiifies  complètes,  publiées  par  M.  Seruet.  t.  III,  p.  \'f. 
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[f{x)-vYdx: 


On  sait  que  le  polynôme  P  qui  fournit  la  solution  de  ce  problème 
est  représenté  par  la  partie  du  développement  de  f[x)  suivant  les 
fonctions  X„  de  Legendre  qui  s'arrête  au  terme  X,„^i.  M.  Didon  s'est 
proposé,  pour  les  fonctions  à  plusieurs  variables,  un  problème  ana- 
logue qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  fonction _/( a;,  y,  5,  . . .),  trouver,  parmi  tous  les 
polynômes  P  de  degré  m,  celui  qui  rend  minimum  l'intégrale 

dans  laquelle  les  variables  sont  assujetties  à  la  condition 

X^H- J^-f    2'+  .  .  .<  I. 

M.  BoussiNESQ.  —  Intégration  de  V équation  différentielle  qui  peut 
donner  une  deuxième  approximation,  dana  le  calcul  rationnel  de  la 
poussée  exercée  contre  un  mur  par  des  terres  dépourvues  de  cohésion. 

M.  Chapelas.  —  Recherches  sur  les  centres  de  moyenne  position  des 
étoiles  fdantes. 

]N°  lo.  Séance  do  H  avril  1870. 

M.  Flammarion.  —  Loi  du  mouvement  de  rotation  des  planètes. 
La  loi  énoncée  par  l'auteur  serait  intéressante  si  elle  était  exacte. 

M.  Decharme.  —  Aurore  boréale  observée  à  Angers. 

M.  Le  Verrier.  —  Présentation  de  Notes  diverses  relatives  à  l'au- 
rore boréale  du  5  avril  et  adressées  par  MM.  Tremeschini,  Charault, 
Terby,  Geslin,  Gucrreau,  Forlier-Garnier.,  Cramant,  Lepingard,  etc. 


PAINVIN  (L.),  professeur  de  Alatliématiques  spéciales  au  Lycée  de 
Lyon.  —  Discussion  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du 
SECOND  ordre  {*). 

On  sait  que  les  couples  de  droites  passant  par  l'intersection  de  deux 
coui'bes  du  second  degré  se  déterminent  au  moyen  d'une  équation 


(*)  Nouvelles  jinrtales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  VII,  i868,  io3  p. 
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du  troisième  degré,  dont  la  discussion  complète  est  faite  dans  tous 
nos  cours  de  Mathématiques  spéciales.  Les  professeurs  examinent  les 
différents  cas  qui  se  présentent  quand  l'équation  a  des  racines  simples 
ou  multiples,  réelles  ou  imaginaires.  C'est  de  la  même  équation  que 
dépend  la  détermination  du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  co- 
niques. 

Si  l'on  étudie  de  même  deux  surfaces  du  second  degré,  on  trouve 
quatre  cônes  passant  par  leur  intersection,  et  les  sommets  de  ces  quatre 
cônes  sont,  d'après  un  beau  théorème  dû  à  Poncelet,  les  sommets  du 
tétraèdre  conjugué  commun  aux  deux  surfaces.  Mais  on  n'avait  pas 
encore  étudié  d'une  manière  complète  l'équation  du  quatrième  degré 
qui  détermine  ces  quatre  cônes.  On  ne  trouve,  sur  ce  point,  dans  le 
Traité  de  M.  Salmon  (*)  qu'une  remarque  excellente,  mais  insuffi- 
sante :  Quand  V équation  a  une  racine  double,  les  deux  surfaces  sont  en 
général  tangentes,  et  le  cône  correspondant  à  la  racine  double  est  celui 
qui  a  son  sommet  au  point  de  contact.  Il  n'y  a  pas  alors  de  tétraèdre 
conjugué  commun  aux  deux  surfaces. 

Le  Mémoire  de  M.  Painvin  a  pour  but  de  combler  cette  lacune. 
L'auteur  s'est  proposé  d'examiner  tous  les  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter dans  la  discussion  de  l'équation  du  quatrième  degré,  et  d'en 
déduire  chaque  fois  la  nature  de  la  courbe  d  intersection  des  deux 
surfaces,  ses  branches  réelles,  infinies,  etc.,  etc. 

Cette  discussion  présentait  le  plus  grand  intérêt  à  tous  les  points 
de  vue.  Beaucoup  de  propriétés  des  surfaces  se  déduisent,  en  Géomé- 
trie analytique,  de  la  forme  commune  à  laquelle  on  peut  ramener 
leurs  équations.  11  était  bon  de  savoir  dans  quel  cas  il  existe  un  té- 
traèdre conjugué  commun,  et  quand  ce  tétraèdre  n'existe  pas,  quelles 
sont  les  formes  les  plus  simples  auxquelles  on  peut  ramener  les 
équations.  Ce  travail  nous  paraît  avoir  été  fait  complètement,  et 
les  géomètres  qui  s'occupent  de  la  théorie  des  surfaces  du  second 
ordre  trouveront  dans  le  Mémoire  de  M.  Painvin  de  très-utiles  indi- 
cations. 

G.  D. 


{")  Voir  Die  Elemente  der  analytischeti  Géométrie  des  Ranincs  von  G.  Salmon,  deiitsck 
heaiheitet  -von  W.  Fiedler;  p.  177.  Leipzi»;,  B.-G.  Teiibncr. 
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PAINVIN  (L.)  —  Note  suk  la  transformation  homographique  (*). 

Deux  figures  homographiques  peuvent-elles,  en  général,  être  ame- 
nées, par  un  déplacement  convenablement  choisi,  à  être  homologi- 
(jues  ?  On  sait  depuis  longtemps  que  cela  n'est  pas  possible.  M.  Pain- 
vin  s'est  proposé  d'établir  ce  résultat  (qui  peut-être  n'avait  pas  été 
démontré  d'uiie  manière  précise),  et  de  rechercher  sous  quelles  con- 
ditions deux  figures  homographiques  peuvent  être  amenées  à  être 
liomologiques. 

Les  conditions  auxquelles  se  trouve  conduit  l'auteur  s'interprètent 
géométriquement  d'une  manière  très-simple  : 

Pour  que  deux  figures  homographiques  de  l'espace  puissent  être 
placées  homologiquement,  il  faut  et  il  suffit  que  la  courbe  qui,  dans 
l'une  d'elles,  correspond  au  cercle  imaginaire  de  l'infini  appartenant 
à  l'autre,  soit  également  un  cercle^  et  alors  il  y  a  deux  manières,  et 
deux  seulement,  d'amener  les  deux  figures  à  être  liomologiques. 

Le  déplacement  d'une  figure  pouvant  être  considéré  comme  une 
transformation  homographique,  on  voit  que  les  recherches  précé- 
dentes conduisent  à  se  poser  la  question  suivante  : 

Étant  données  deux  figures  homographiques,  peut-on,  en  trans- 
formant l'une  d'elles  homographiquement,  l'amener  à  être  homolo- 
gique  à  l'autre? 

jNous  croyons  qu'on  peut  répondre  affirmativement,  pourvu  que 

la  transformation   homographique    auxiliaire  soit   convenablement 

choisie. 

G.  D. 

TRANSACTIONS  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh  (**). 
T.  XV,  1867-69. 
Cayley  (A.).  —  Sur  les  courbes  polyzomales  ou  courbes 

(110  p.) 

U,  V, .  .  .  sont  des  fonctions  homogènes  de  a?,  y,  ^,  du  même  degré  r. 

(*)  Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  2«  série,  t.  IX,  1870,  11  p. 
(**)  Actes  de  la  Société  Royale  d'Edimbourg.  —  Paraît  chaque  année,'  en  langue  an- 
glaise, par  demi-volumes  in-4°. 
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Chacune  des  courbes  ^^11  =  0,  \f\  =  o,. . .,  à  cause  de  sa  relation 
de  circonscription  avec  la  courbe  yU  H-  y/V  -i-.  .  .=  o,  est  consi- 
dérée comme  une  ceinture  (^w^a)  de  cette  courbe,  d'où  les  expres- 
sions zome,  polyzomal,  etc.  L'étude  des  propriétés  de  ces  courbes  est 
développée  à  partir  de  la  valeur  v  ^  3  du  nombre  des  zomes.  Le  Mé- 
moire contient  des  recherches  relatives  au  cas  général  d'une  courbe 
à  V  zomes,  à  ses  branches,  à  son  ordre,  à  ses  singularités,  à  sa 
classe,  etc. 

Brewster  (Sir  David).  —  Sur  le  mouvement,  l'équilibre  et  les  formes 
des  bulles  liquides.  (8  p.) 

Scott  (J.}.  —  Sur  les  miroirs  comburants  d'Archimède,  avec  quel- 
ques propositions  concernant  la  concentration  de  la  lumière,  produite  par 
des  réflecteurs  de  différentes  formes.  (27  p.) 

Discussion  historique  de  l'invention  d'Archiraède.  —  Quand  la 
lumière  émanant  d'une  sphère  lumineuse  de  petit  diamètre  apparent 
tombe  sur  un  miroir  plan  très-petit,  trouver  l'intensité  de  la  lumière 
réfléchie  à  une  distance  quelconque  du  miroir.  —  Quand  un  rayon 
cylindrique  de  lumière  solaire  est  réfléchi  par  un  miroir  plan,  trou- 
ver l'intensité  sur  une  surface  plane  perpendiculaire  à  la  direction 
du  rayon  réfléchi  et  à  une  distance  quelconque  du  miroir.  —  Une 
sphère  lumineuse  étant  placée  à  l'un  des  foyers  d'un  miroir  elliptique, 
trouver  l'intensité  sur  une  petite  surface  plane  placée  à  l'autre  foyer. 
—  Les  rayons  solaires  toinbant  suivant  l'axe  sur  un  miroir  parabo- 
licjue,  trouver  l'intensité  sur  un  petit  disque  placé  au  foyer.  —  L'axe 
d'un  miroir  conique  étant  dirigé  vers  le  Soleil,  trouver  l'intensité 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe.  —  Cas  de  deux  miroirs  coniques, 
d'axes  parallèles  et  de  surfaces  parallèles  ou  perpendiculaires.  —  Cas 
de  deux  miroirs  paraboliques  confocaux. —  On  peut  aussi  facilement 
construire  des  surfaces  comburantes  à  la  distance  de  i5o,  200  ou 
3oo  pieds  qu'à  la  distance  de  quelques  pouces. 

Thomson  (Sir  William). —  Sur  le  mouvement  en  tourbillons.  (44 P-) 
La  partie  mathématique  de  ce  travail  a  pour  but  de  développer 
l'hypothèse  que  l'espace  est  occupé  par  un  liquide  incompressible  et 
sans  frottement,  n'étant  soumis  à  l'action  d'aucune  force,  et  que  les 
phénomènes  matériels  de  toute  sorte  dépendent  uniijuement  des 
mouvements   produits  dans   ce   li(|ui(h'.   Piu   liquide  sa.vs  frotliiiient^ 
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l'auteur  entend  une  masse  occupant  l'espace  d'une  manière  continue, 
et  dont  chaque  partie  presse  sur  une  autre  quelconque,  suivant  une 
direction  exactement  perpendiculaire  à  la  surface  de  séparation.  Ces 
recherches  se  rattachent  à  celles  de  Helmholtz  [Ueber  Intégrale  der 
hydrodynamischen  Gleichungen ,  ivelche  den  Wirbelbeiccgungen  ent- 
sprechen.  Journ.  de  Crelle^  1808),  en  s'appuyant  sur  les  notions  intro- 
duites par  Rièmann  {Lehm/itze  ans  der  AnalyaU  sdtun  :  Ibid.^  iSSy], 

Tait.  —  Sur  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fire. 

(44  p.) 

Application  de  la  méthode  des  quaternions  à  la  résolution  du 
célèhre  problème.  Cette  méthode  a  l'avantage  de  donner  une  repré- 
sentation géométrique  aussi  claire  qu'aucune  autre  pour  les  per- 
sonnes familières  avec  ce  calcul.  Elle  fournit  des  calculs  d'une  par- 
faite symétrie,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  des  systèmes  de  coordonnées 
employés  généralement.  L'auteur  s'est  inspiré  des  travaux  de  Poin- 
sot,  ainsi  que  des  recherches  plus  récentes  de  Hamilton,  de  Cayley, 
de  Sylvester.  Ses  résultats  ont,  sur  les  constructions  géométriques 
de  Poinsot,  l'avantage  de  se  prêter  à  la  détermination  effective  de  la 
position  du  corps  au  bout  d'un  temps  quelconque.  Ce  Mémoire  se 
divise  en  deux  Parties  :  i*'  Cinématique  d'un  système  rigide  ayant 
un  point  fixe;  ^°  Dynamique  d'un  corps  solide  ayant  un  point  fixe. 

Jenkin  (Fleeming).  —  Sur  l'application  pratique  de  la  théorie  des 
figures  réciproques  au  calcul  des  efforts  des  pièces  dans  la  charpente. 
(8  p.,  6  pi.) 

Deux  figures  planes  sont  dites  réciproques,  quand  elles  sont  formées 
d'un  même  nombre  de  lignes,  de  telle  sorte  que  les  lignes  corres- 
pondantes dans  les  deux  figures  soient  parallèles,  et  que  les  lignes  cor- 
respondantes qui  concourent  en  un  même  point  dans  une  des  figures 
forment  un  polygone  fermé  dans  l'autre.  Si  les  forces  représentées 
en  grandeur  par  deux  lignes  d'une  figure  sont  supposées  agir  entre  les 
extrémités  des  lignes  correspondantes  de  la  figure  réciproque,  alors 
les  points  de  la  figure  réciproque  seront  tous  en  équilibre  sous  l'ac- 
tion de  ces  forces. 

Smith  fW.-Iloberlson.  —  Hegel  et  la  métaphysique  du  calcul  des 
fluxions.  (20  p.) 

L'auleur  réfute  les  critiques  des  décou\erles  de  iNewton,  lancées 
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par  Hegel  et  reproduites  par  un  de  ses  disciples,  le  D'  Stirling,  11 
montre  sans  peine  les  nombreuses  erreurs  commises  par  le  grand 
métaphysicien,  dans  une  science  où  la  connaissance  des  détails  pra- 
tiques est  indispensable  pour  se  former  des  vues  d'ensemble.  Pour 
n'en  citer  qu'un  exemple,  Hegel  reproche  à  Lagrange  d'avoir  avancé 
que,  la  loi  de  la  chute  des  corps  étant  exprimée  par  s  =-  a<",  le  cas 
le  plus  simple  après  celui-là,  s  =  oi^,  ne  se  trouve  pas  dans  la  nature  : 
«  Du  moins,  dit-il,  on  a  la  formule  s'  ;=^  a/',  qui  exprime  la  troisième 
))  loi  de  Kepler.  »  Cette  assimilation  des  deux  formules  de  nature  si 
différente  peut  donner  une  idée  de  la  valeur  de  ces  critiques,  que 
M.  Smith  qualifie  de  Quixotic  atlempls. 

Rankine  (W.-J.  Macquorn).  —  Sur  V énergie  thermale  des  tour- 
billons moléculaires.  (lo  p.) 

L'auteur  part  de  cette  hypothèse,  que  la  chaleur  thermométrique 
consiste  dans  un  mouvement  des  particules  des  corps  dans  des  cou- 
rants circulatoires,  avec  une  vitesse  uniforme  ou  à  oscillations  pério- 
diques. Cette  hypothèse  suffit  pour  arriver  à  l'équation  générale  de 
la  Thermodynamique,  sans  qu'il  soit  besoin  d'introduire  aucune  autre 
supposition  sur  la  figure  et  l'arrangement  des  tourbillons  molécu- 
laires. 

MEMOIRS  OF  THF,  LiTKRAUY  AND  PhILOSOPHICAL  SoCIETY  OF  MAN- 
CHESTER. —  Third  Séries.  London,  H,  Baillière.  —  Paris,  J.-B. 
Baillière  (*). 

T.  n^  iS6j. 

Cayley   (A.).  —  Note  sur  une  équation  différentielle. 
La  plus  petite  racine  de  l'équation 

se  développe  immédiatement  par  la  série  de  Lagrange.  D'ailleurs,  le 
développement  de  y  satisfait  à  l'équation 


dont  on  a  ainsi  une  intégrale. 


{*)  Paiail  ;t  opoqvios  infUitcrmiiiécs,  par  voliimos  in-S°.  Kn  laiifïuc  anf;laiso. 
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rnoMsojN  (W.).  —  Sur  Vcquilihre  convectif  de  tempéraliire  dans 
l'atmosphère. 

Il  s'agit  de  l'équilibre  produit  par  le  déplacement  des  molécules 
de  températures  diverses. 

KiTiKMAN  (Th.)  — Sur  les  (jroupcs  non-modulaires.  (aS  p.) 
Etude  relative  au  nombre  de  valeurs  d'une  fonction  de  plusieurs 
éléments. 

Spottiswoode  (W,).  —  Sur  les  résolvantes  différentielles. 

Harley  (R.).  —  Sur  une  certaine  classe  d'équations  différentielles 
linéaires.  (i4  P-) 

D'une  équation  algébrique  quelconque,  de  degré  w,  à  coefficients 
fonctions  d'une  variable,  on  peut  déduire  (Cayley,  Philosophical 
Moqazine,  1861)  une  équation  dijrérentielle  linéaire,  qui  est  satisfaite 
par  la  plus  petite  racine  de  l'équation  donnée,  dont  elle  est  la  résol- 
vante différentielle  (BooLE,  Memoir  on  a  gênerai  Mcthod  in  Analysis  : 
Phil.  Trans.,  i844)-  Application  aux  équations 

r"  —  ny      -^{n  —  i ) ^  r-  o, 
y"  —  nf"~'  -f-  { /i  —  \)x  =  o, 

auxquelles  peuvent   se   ramener    toutes  les  équations   algébriques 
pour  n^5. 

RussEL  (W.-H.-L.). —  Sur  la  solution  de  la  résolvante  différentielle. 

Heelis  (Th.).  —  Observations  sur  la  lumière  zodiacale.  (12  p.) 

T.  IIJ;   1868. 

Brothers  (A.).  —  Catalogue  d'étoiles  binaires,  avec  des  remarques 
préliminaires.  {ij  p.) 

Knott  (G.).  —  Sur  l'étoile  variable  U.  dxi  Petit  Renard, 

^  =  '2o'>58'"2i%9,     1)  = -r  23''i7',2,     ép.  i865,o. 

Baxendell  (J.).  —  Observations  sur  la  nouvelle  étoile  variable  T  de 
la  Couronne. 

Baxehdell  (J.).  —  Observations  sur  la  piuie  météorique  du  i3-i4 
nov.  i866'. 
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MÉLANGES. 

Imcheaetsky  (V.).  —  Etude  sur  lea  méthodes  d'intégration  des  èqua- 
quations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d 'une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes.  — In-8,  i6o  pages;  1868  (*). 

En  attendant  qu'il  nous  soit  donné  de  pulilier  la  traduction  que 
nous  faisons  en  ce  moment  de  cet  important  Mémoire,  nous  croyons 
être  agréable  aux  lecteurs  du  Bulletin  en  leur  faisant  connaître  l'A- 
vant-propos,  dans  lequel  l'auteur  a  exposé  l'objet  de  son  travail  et 
l'esprit  dans  lequel  il  l'a  traité  : 

(c  La  théorie  des  équations  dilïérentielles  présente  un  ensemble  si 
bien  enchaîné,  et  si  rigoureusement  logique,  que  la  possibilité  de  ré- 
soudre chaque  nouveau  problème  que  l'on  rencontre  en  s'élevant 

dans  cette  théorie  tient  à  la  manière  plus  ou  moins  complète  dont 
on  a  résolu  les  problèmes  de  classe  inférieure  qui  se  sont  posés  pré- 
cédennnent.  Cette  liaison  si  étroite  entre  toutes  les  parties  de  la  doc- 
trine est  un  inconvénient,  lorsque,  dans  une  certaine  catégorie  de 
questions,  il  se  présente  des  difficultés  susceptibles  de  résister  long- 
temps aux  elïbrts  de  l'Analyse  mathématic|ue;  car  un  arrêt  dans  le 
développement  d'une  seule  partie  se  fait  ressentir  dans  tout  le  sys- 
tème, dont  les  portions  forment  un  ensemble  organique.  Mais  cet  in- 
convénient se  change  en  avantage,  chaque  fois  qu'un  succès  notable 
est  obtenu  sur  un  point  quelconque  de  la  théorie-,  un  triomphe  rem- 
porté sur  un  obstacle  considérable  entraine  quelquefois  en  même 
t(Mnps  la  chute  d'autres  obstacles,  et  imprime  une  impulsion  sensible 
au  développement  de  la  théorie  tout  entière.  C'est  ainsi  que  les 
récents  perfectionnements  des  méthodes  générales  d'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ont,  d'une  part, 
aidé  à  la  constitution  et  à  l'achèvement  de  la  théorie  des  écjuations 
simultanées  de  forme  canonique,  tandis  que,  d'autre  part,  ils  ont 
puissamment  conti^ibué  aux  progrès  de  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 

»  Une  fois  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  définitivement  établie,  est  arrivé  naturellement  le  tour 
des  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres  supérieurs,  et  c'est 
vers  la  solution  de  ce  problème  que  doivent  tendre  maintenant  les 


(*)  Extrait  des  Mémoires  de  t' Université  de  Kazan  pour  l'jtnnce  1868,  t.  IIl. 
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ell'orts  des  géomètres.  Par  suite  de  la  liaison  organiqmî  qui  existe 
entre  toutes  les  parties  de  la  théorie  des  équations  diliérenlielles, 
ainsi  qu'entre  les  subdivisions  de  chaque  partie,  il  se  manifeste  une 
analogie  et  une  unité  remarquables  dans  les  méthodes  de  solution  des 
questions  qu'elle  embrasse,  quelle  que  soit  la  diversité  de  leur  nature. 
Il  s'ensuit  de  là  que,  lorsque  l'analyste  rencontre  une  questiou  dont 
la  solution,  poussée  déjà  jusqu'à  un  certain  point,  se  trouve  arrêtée  à 
cette  période  de  son  développement,  il  doit,  avant  tout,  chercher  à 
se  rendre  compte  du  chemin  qu'on  a  suivi  pour  parvenir  jusque-là, 
sm-tout  quand  ce  chemin  a  été  frayé  par  des  hommes  tels  que  d' Alem- 
bert,  Euler,  Laplace,  Lagrange,  Legendre,  Monge,  Ampère. 

»  En  effet,  l'étude  consciencieuse  de  ce  qui  a  été  déjà  fait  peut 
montrer  quelquefois  que  le  succès  ultérieur  dépend  bien  moins  de 
l'invention  de  nouvelles  méthodes,  que  d'une  application  plus  com- 
plète et  plus  générale  des  méthodes  anciennes . 

»  La  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
des  ordres  supérieurs  se  divise  en  deux  parties.  Dans  la  première,  on 
considère  les  équations  de  formes  compliquées,  et  l'on  cherche  soit  à 
déterminer  leurs  intégrales  générales  sous  forme  finie,  soit  à  réduire 
les  équations  proposées  aux  formes  les  plus  simples  parmi  celles  dont 
les  intégrales  ne  sont  pas  susceptibles  d'expressions  finies.  Dans  la 
seconde,  on  s'occupe  de  ces  équations  simplifiées  et  des  méthodes  par 
lesquelles  on  peut  les  intégrer,  à  l'aide  soit  des  séries,  soit  des  inté- 
grales définies. 

»  Dans  le  présent  Mémoire,  je  traite  les  questions  relatives  à  cha- 
cune des  deux  parties  de  la  théorie,  dans  le  cas  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes.  En  donnant  le  résumé  succinct,  mais  aussi  complet 
que  possible,  des  principales  méthodes  de  résolution  des  problèmes 
de  cette  catégorie,  je  pense  avoir  comblé  une  lacune  qui  existe  dans 
les  Traités  systématiques  de  Calcid  intégral.  La  plupart  des  auteurs 
se  bornent,  en  efi'et,  à  exposer  la  méthode  de  Monge  5  quelquefois  les 
Ouvrages  plus  complets  contiennent  aussi  les  méthodes  d'Euler  et  de 
Laplace.  Mais  aucun,  à  ma  connaissance,  ne  fait  mention  des  travaux 
d'Ampère  sur  ce  sujet,  publiés  dans  les  Cahiers  X\II  et  XMII  du 
Journal  de  VÉcole  Polytechnique.  Les  recherches  d'Ampère,  qui  com- 
prennent la  théorie  des  intégrales  et  les  méthodes  d'intégration  pour 
des  cas  qui  échappent  à  la  méthode  de  Monge,  devraient  occuper  une 
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place  considérable  dans  tout  cours  sérieux  de  Calcul  intégral,  tandis 
qu'ordinairement,  comme  je  viens  de  le  dire,  on  expose  la  méthode 
de  Monge,  quelquefois  avec  des  changements  de  forme  qui  ne  sont 
pas  toujours  heureux.  L'oubli  dans  lequel  on  laisse  le  beau  tra- 
vail d'Ampère  est  dû  sans  doute  en  partie  au  mode  de  rédaction  de 
ses  deux  volumineux  Mémoires,  qui  ne  se  prêtent  pas  aisément  à 
une  exposition  succincte  ;  j'ai  fait  cependant  tous  mes  elForts  pour 
atteindre  ce  but.  J'ai  trouvé  moyen,  dans  le  courant  de  mon  expo- 
sition, d'intercaler  les  résultats  de  mes  propres  recherches  à  la  place 
indiquée  par  l'ordre  naturel  des  questions. 

))  Parmi  ces  résultats,  je  me  permettrai  de  signaler  un  essai  de 
généralisation  de  la  méthode  de  Laplace  (Chap.  II,  §  9  ),  et  une  forme 
nouvelle  que  j'ai  donnée  à  l'exposition  de  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires  (Chap.  IV).  Le  lecteur  familier  avec  ce 
sujet  ne  pourra  manquer  de  reconnaître  facilement  les  passages,  moins 
importants,  où  je  m'écarte  de  mes  auteurs,  que  j'ai  partout  cités  avec 
soin  dans  les  Notes  au  bas  des  pages.  » 

J.   HoiJEL. 


COURS  DE  LA  FACULTE  DES  SCIENCES  DE  PARIS  PENDANT  LE  SECOND  SEMESTRE. 

Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Les  lundis  et  jeudis,  à  10 
heures.  —  M.  J.-A.  Scrret.,  professeur,  continuera  ce  cours.  Il  trai- 
tera du  Calcul  intégral. 

Mécanique  rationnelle.  —  Les  mercredis  et  vendredis,  à  10 
heures.  —  M.   Liouville,  professeur,  continuera  ce  cours. 

Astronomie.  —  Les  lundis  et  jeudis  à  S'^So'".  —  M.  Le  Verrier, 
professeur.  M.  Tisso^  suppléant,  commencera  le  jeudi  ij  mars.  Il 
exposera  les  lois  des  principaux  phénomènes  astronomiques  et  les 
méthodes  d'observation. 

Cacul  des  probabilités  et  Physique  mathématique.  —  Les  mar 
dis   et  samedis,    à  10*^30"'.  —   M.  ***,  professeur.   M.  Briot,  sup- 
pléant, continuera  ce  cours  le  samedi  19  mars.  Il  exposera  les  prin- 
cipes de  la   théorie  des  fonctions  elliptiques,   dont  il   fera  ensuite 
l'application  à  diverses  questions  de  Physique  mathématique. 

Mécanique  physique  et  expérimentale.  —  Les  mardis  et  samedis 
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à  S^So"*.  — M.  Delaunay,  professeur.  M.  Bouquet,  suppléant,  conti- 
nuera ce  cours,  le  samedi  19  mars.  11  traitera  des  questions  de 
Mécanique  physique  comprises  dans  le  programme  de  la  Licence  (*). 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Borsendorff.  —  Petites  tablettes  chronométriques,  à  l'usage  de  tout 
le  monde.  Guide  pour  choisir,  diriger  et  régler  soi-même  les  mon- 
tres et  les  pendules,  suivi  d'un  aperçu  historique  sur  l'origine  et 
les  progrès  de  l'art  de  mesurer  le  temps.  2.^  édition.  In-32,  64  p. 
Paris,  l'auteur,  i,  rue  de  Vannes.  60  c. 

Bruhns  (C).  —  Neues  logarithmisch-trigonometrisches  Handhuch 
auf  7  Decimalen.  Ster.-Ausg.  Lex.-8.  Leipzig,  B.  Tauchnitz. 

I   i  Thlr. 

Bruhns  (C).  — Nouveau  Manuel  de  logarithmes  à  y  décimales  pour 
les  nombres  et  les  fonctions  trigonométriques.  Edit.  stér.  Gr. 
in-8°.  Leipzig,  B.  Tauchnitz.  i   \  Thlr. 

Bruhns  (C.).  —  A  new  Manual  of  Logarithms  to  seven  places  of  dé- 
cimais. Ster.  edit.  Lex.-8.  Leipzig,  B.  Tauchnitz.  i   \  Thlr. 

Bozso  (Em.).  —  Lezioni  di  nautica  con  l'aggiunta  di  un  manuale  di 
navigazioue  pratica  del  Rio  de  la  Plata.  In-8,  142  p.  Genova,  tip. 
del  Conunercio.  3  fr. 

Catalan  (E.).  —  Manuel  d'Arithmétique  et  d'Algèbre,  rédigé  d'après 
les  nouveaux  programmes  officiels  d'enseignement  des  lycées  im- 
périaux, prescrits  pour  les  examens  du  baccalauréat,  n"  édit.  In-i  2, 
"vi-aSô  p.  Paris,  Delalain  et  fils.  2  fr. 

Delaunay  (Ch.). —  Cours  élémentaire  d'Astronomie.  5®  édit.,  avec  3 
pi.  et  38i  figures  dans  le  texte.  In-i8  jésus,  664  p-  Paris,  Masson 
et-fils.  7  fr.   oo  c. 

Diïrr  (L.).  —  Zweck  und  Anwendung  des  Charto-Metre.  Gr.  in- 16. 

Mit  Charto-Metre.  Miinchen,  Ackermann.  j  Thlr. 

Ferguson  (James).  —  Life  of  James  Ferguson,  the  self-taught  astro- 


(*)  Nous  ne  donnons  que  la  liste  des  Cours  de  Mathématiques;  les  Cours  de  Géo- 
métrie et  d'yVlgèbre  supérieure  ne  se  font  que  pendant  le  premier  semestre.  Les  cours 
du  seeonJ  semestre  ont  commencé  le  16  mars. 
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noraer;  in  a  brief  autobiograpliical  account,  and  furtlier  extended 
Memoir.  By  Eb.  Hcudeisoii.  "2"^  edit.,  with  additions,  8'',  5i2  p. 
London,  Fullarton.  8  sh. 

Frauenhoh  (A.).  —  Die  Sonne  und  ihre  Achscndreliung.  In- 8. 
Breslau,  Gosohorsky.  7  Tldr. 

Casser  (A.).  —  Leitfaden  fur  den  Unterricht  in  der  Planimetrie. 
2.  Aufl.  Gr.  in-8.  Frankfurt  a.  M.,  Jâger'sclie  Buchli.         |  TWr. 

Casser  (A.).  —  Leitfaden  fur  den  praktischen  Unterricht  in  der 
Rauinlehre.  Dritte  mit  Rûcksicht  auf  die  neuenMaass-  u.  Gewiclits- 
verliâltnisse  umgearb.  2.  Aull.  Gr.  in-8.  Frankfurt  a/M.,  Jâger'- 
sche  Buchli,  r  Thlr, 

Cerlach  (H.) . —  Lehrbuch  der  JMathematik  fur  den  Si  hul-  und  Selbst- 
unterricht.  4-  Thl.  2.  Aufl.  In-8.  Dessau,  Aue.  ^  Tlilr. 

Cirdlestrone  (W.-H.).  —  Arithmetic-,  theoretical  andpractical.  i'^.  éd. 
revised  and  enlarged.  Post  8°,  470  p.  London,  Rivingtons. 

6  sh.  6  d. 

Guarnieri  (A.).  —  Lezioni  di  Aritmetica,  Algebra,  Geometria  e  Tri- 
gonometria,  conipilate  secondo  i  programmi  ministeriali  per  le 
scuole  speciali  e  per  l'amniissione  alla  Scuola  superiore  di  guerra. 
In-8,  568  p.  con  1 1  tav.  Firenze,  Pellas.  i5  fr. 

Haller  v.  Hallerstein  (F.).  — Lehrbuch  der  Elenientar-Matlicmatik. 
2  Theile.  7.  Aull.  Gr.  in-8.  Berlin,  Nauck  et  Co.    2  Thlr.  16  Ngr. 

Hansen  (P. -A.).  —  Bestiaiuiung  der  Sonnenparallaxe  durch  Yenus- 
voruberaânae  vor  der  Sonnenscheibe  mit  besonderer  Berûcksich- 
tigung  des  im  Jahr  1874  eintretenden  Voruberganges.  Hoch-4. 
Leipzig,  Hirzcl.  i   Thlr. 

Helmes  (J.).  — Die  Elementar-Matheniatik  nach  den  Bedûrfnissen 
des  Unterrichts  streng  wissenschaftlich  dargestellt.  4.  Bd.  Die 
Stéréométrie  und  sphârische  Trigonométrie.  Gr.  in-8.  Hannover, 
Hahn.  26  Kgr. 

Henrich  (F.).  —  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  mit  zahlrei- 
chen  Aufgaben  und  Anwendungen  fur  Gymnasien,  Realschulen 
undzumSelbstunterrichte.  Gr.  in-8.  Wiesbaden,  Limbarth. 

24  Ngr. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CHRISTOPTEL  (E.-B.),  corresp.  Mitglied  der  Konigl.  Akademie 
der  Wissenscliarten  zu  Berlin.  —  Allgemkine  Théorie  der  geo- 
DAETiscHEN  Dreiecke.  Aus  dcii  Abliandluiigeii  der  Rôniglichen 
Akademie  der  Wissenscliaften  zu  Berlin,  1868.  —  Berlin,  Buch- 
druckerei  der  Konigliclien  Akademie  der  Wissenscliaften  (C.  Vogt), 
1869.  In  Commission  bei  F.  Dûmmlers  Verlags-Buchhandlung  (*). 

On  doit  regarder  ce  beau  Mémoire  comme  marquant  un  progrès 
considérable  dans  cette  Géométrie  des  surfaces  courbes,  une  des  plus 
belles  créations  de  Gauss,  suivant  laquelle  ces  surfaces  sont  consi- 
dérées <(  non  tamquam  limes  solidi,  sed  tamquam  solidum,  cujus  di- 
mensio  una  pro  evanescente  hahelur,  flexibile  quidem,  sed  non  exten- 
sihile,  »  et  qui,  laissant  de  côté  les  propriétés  qui  se  rapportent  à 
telles  ou  telles  formes  qu'elles  prennent  dans  l'espace,  ne  s'occupe 
que  de  celles  qui  «  ahsolutœ  sunt,  atque  invarialœ  manent,  in  quam- 
cumque  formam  illa  flectatur.  »  (Gauss,  à  l'art.  XIII  des  Disquisitiones 
générales  circa  superficies  curvas,  1827.)  M.  Cliristoffel  s'est  proposé 
d'établir  les  principes  d'une  Trigonométrie  générale  des  surfaces, 
c'est-à-dire  d'une  méthode  pour  calcvder  les  éléments  d'un  triangle 
géodésique  au  moyen  des  coordonnées  curvilignes  de  ses  sommets. 
Ces  éléments  sont  en  général  au  nombre  de  neuf  (dont  six  indépen- 
dants)*, car,  pour  chaque  côté,  il  faut  connaître  la  longueur  et  les 
azimuts  initial  et  final  (ces  azimuts  étant  rapportés  aux  directions 
des  courbes  coordonnées) . 

Par  des  considérations  aussi  simples  qu'ingénieuses ,  l'auteur  a 
réussi  à  faire  dépendre  toute  cette  recherche  d'une  seule  fonction  de 
quatre  variables,  qu'il  a  appelée  longueur  réduite  d'un  arc  géodésique, 
et  qui  est  le  facteur  par  lequel  on  doit  multiplier  l'angle  infiniment 
petit  de  deux  géodésiques  de  même  origine  et  d'égale  longueur,  pour 
obtenir  la  distance  infiniment  petite  de  leurs  extrémités  (sur  la  sphère, 

(*)  Christoffel  (E.-B.).  Théorie  générale  des  triangles  géodésiques.  Extrait  des  i)/e- 
moires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  pour  l'année  1868.  Berlin,  imprimerie  de 
l'Académie  des  Sciences,  Librairie  de  F.  Dûmmler.  In-8°.  Prix  :  4  fr. 

On  vend  à  part  tous  les  Mémoires  publiés  par  l'Académie  de  Berlin,  et  en  général 
par  les  Académies  allemandes. 

Bull,  des  Sciences  niathém.  et  astron.,  t.  I.   (Juin  1870.)  12 
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la  longueur  réduite  est  le  sinus  de  la  longueur  géodésique).  Cette 
fonction,  qui  dépend  évidemment  des  deux  couples  de  coordonnées 
correspondants  aux  extrémités  de  l'arc,  est  symétrique  par  rapport  à 
ces  couples  5  elle  satisfait  généralement  à  une  équation  différentielle 
partielle  non  linéaire  du  troisième  ordre  à  deux  variables,  qui  sont 
les  coordonnées  d'une  des  extrémités  de  l'arc,  les  coordonnées  de 
l'autre  ne  s'introduisant  dans  son  expression  que  par  une  particula- 
risation  convenable  des  arbitraires  de  l'intégration.  Cette  fonction 
une  fois  connue,  on  n'a  plus  que  des  équations  finies  pour  déterminer 
les  longueurs  des  côtés. 

Outre  ce  théorème  fondamental  très-remarquable,  le  Mémoire  de 
M.  Christoffel  renferme  une  foule  de  résultats  intéressants  se  ratta- 
chant au  même  sujet,  entre  autres  une  discussion  très-précise  de  la 
continuité  des  lignes  géodésiqucs,  dont  l'équation  différentielle  est 
présentée  sous  des  formes  nouvelles ,  et  des  développements  très- 
curieux  tii'és  de  l'expression  (déjà  donnée  par  Gauss)  de  la  mesure 
de  courbure  eji  coordonnées  polaires  curvilignes ,  expression  qui 
fournit  en  même  temps  l'équation  différentielle  des  longueurs  ré- 
duites pour  les  diflérents  arcs  d'une  même  ligne  géodésique.  Ces 
développements  se  rapportent  au  cas,  très-important  à  considérer, 
où  la  longueur  réduite  peut  devenir  nulle,  saiis  que  la  longueur 
géodésique  le  soit  elle-même.  Fixant  sur  la  ligne  géodésique  vme 
origine  arbitraire,  les  distances  à  cette  origine  de  deux  points 
variables,  dont  la  distance  réduite  est  constamment  nulle,  satis- 
font à  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  qui  com- 
prend, comme  cas  particulier,  celle  de  Jacobi  pour  les  équations 
modulaires  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  possède  une  intégrale  de 
même  forme. 

Nous  devons  signaler  enfin,  comme  un  sujet  très-digne  d'être  étudié 
à  fond,  celui  que  M.  Christoffel  a  rapidement  traité  dans  la  dernière 
Section  de  son  Mémoire.  Les  côtés  et  les  angles  d'un  triangh;  géodé- 
sique sont,  en  général,  six  fonctions  indépendantes  des  coordonnées 
des  sommets,  de  sorte  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  ces  élé- 
ments il  ne  répond  qu'une  seule  position  du  triangle,  ou  plusieurs 
positions  distinctes,  mais  non  infiniment  proches.  Les  surfaces  appar- 
tenant à  ce  cas,  qui  est  le  plus  général,  constituent  pour  M.  Chris- 
toffel la  première  classe.  Mais  on  peut  très-bien  supposer,  en  parti- 
cularisant convenablement  la  nature  de  la  surface,  qu'il  existe,  entre 
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les  trois  côtés  el  les  trois  angles,  une,  deux  et  même  trois  relations 
indépendantes  des  sommets,  et  dans  ce  cas,  qui  répond  aux  surfaces 
de  la  seconde,  troisième  et  quatrième  classe  de  M.  Christoffel,  il  est 
évident  que  chaque  triangle  géodésique  peut  se  déplacer  sur  la 
surface,  sans  que  ses  côtés  et  ses  angles  doivent  varier  nécessaire- 
ment. Dans  la  seconde  classe,  le  développement  ne  peut  avoir  lieu 
que  suivant  une  ligne  déterminée  pour  chaque  sommet;  dans  la 
troisième,  il  est  tout  à  fait  arbitraire  pour  un  sommet,  mais  déter- 
miné en  conséquence  pour  les  deux  autres  ^  enfin  il  n'est  limité, 
dans  la  dernière  classe,  que  par  la  condition  même  de  l'invariabilité 
des  côtés. 

Ce  dernier  cas  est  celui  de  la  sphère,  et,  en  général,  de  toutes  les 
surfaces  dont  la  courbure  est  constante  en  chaque  point.  C'est  aussi 
le  seul  que  M.  Christoffel  ait  pu  dégager  complètement  de  ses  for- 
mules. Le  second  cas  comprend  évidemment  toutes  les  surfaces  de 
révolution  ;  mais  sout-ce  les  seules  ?  Le  troisième  doit  aussi  com- 
prendre certaines  surfaces  de  ce  genre,  et  il  serait  bien  intéressant  de 
les  connaitre.  Ces  belles  questions,  qui  ne  sont  pas  les  seules  que 
l'étude  du  Mémoire  fasse  surgir  dans  l'esprit  du  lecteur,  montrent 
combien  le  sujet  inauguré  par  M.  Christofiel  est  riche  et  attrayant. 

E.  Beltrami. 


BRUHNS  (C),  docteur  en  philosophie,  directeur  de  l'Observatoire 
et  professeur  d'Astronomie  à  Leipzig.  —  Nouveau  manuel  de  loga- 
rithmes A  SEPT  décimales,  pour  les  nombres  et  les  fonctions  trigono- 
métriques.  Edition  stéréotype.  —  Gr,  in-8°,  xxiv-6io  pages;  1870. 
Leipzig,  Bernard  Tauchnitz,  libraire-éditeur.  Prix:  ijTlil.  (*). 

Les  Tables  logarithmiques  de  Bremiker  et  de  Schron,  intro- 
duites en  France  dans  ces  dernières  années,  n'ont  pas  eu  de  peine  à 
détrôner  le  vieux  Callet,  par  suite  des  qualités  précieuses  qu'elles 
doivent  à  l'expérience  de  leurs  auteurs  dans  la  pratique  du  calcul. 
Le  nouveau  recueil  que  nous  annonçons  est,  comme  les  précédents, 
l'œuvre  d'un  éminent  astronome,  qui  a  pu  profiter  des  travaux  de 

(*)  Ces  Tables  ont  été  publiées  en  allemand,  en  anglais  et  en  français. 

12. 
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ses  devanciers,  et  y  introduire  des  perfectionnements  qu'apprécie- 
ront aisément  les  calculateurs  praticiens. 

11  en  est  des  Tables  numériques  comme  des  instruments  d'Astro- 
nomie et  de  Physique.  C'est  par  l'usage  seulement  qu'on  peut  en 
apercevoir  les  qualités  et  les  défauts,  et  encore  faut-il  tenir  un  grand 
compte  des  habitudes  individuelles  du  calculateur.  Les  jugements 
que  l'on  porte  sur  un  Ouvrage  de  cette  nature  ont  donc  toujours  un 
caractère  plus  ou  moins  subjectif.  Aussi  est-ce  avec  une  certaine 
réserve  que  nous  présenterons  ici  nos  appréciations  personnelles, 
uniquement  fondées  sur  les  observations  que  nous  avons  faites  en 
pratiquant  nous-mème  les  calculs  d'Astronomie  mathématique. 

Pour  épargner  des  détails  inutiles,  nous  supposerons  connus  de 
nos  lecteurs  les  recueils  de  Bremiker  et  de  SchriJn,  et  nous  nous  con- 
tenterons d'indiquer  en  quoi  s'en  distingue  l'ouvrage  de  ISI.  Bruhns. 

Comme  ses  deux  devanciers,  M.  Bi'uhns  a  restreint  son  Recueil  aux 
deux  Tables  rigoui^eusement  nécessaires  dans  les  calculs  de  précision, 
pensant  avec  juste  raison  qu'il  est  plus  commode  de  trouver  dans 
diflerents  ouvrages  les  Tables  qui  répondent  aux  différents  besoins 
du  calculateur,  que  de  les  avoir  toutes  entassées  dans  un  même 
volume.  Comme  le  titre  l'indique,  le  Nouveau  Manuel  contient  la 
Table  des  logarithmes  des  nombres  entiers,  de  i  à  looooo,  et  la 
Table  des  logarithmes  des  fonctions  trigonométriques. 

Une  des  considérations  les  plus  importantes  dans  un  Recueil  de 
ce  genre  est  celle  de  l'exécution  typographique,  et  l'on  peut  dire  que 
celle  du  présent  Ouvrage  fait  le  plus  grand  honneur  aux  presses  de 
M.  B.  Tauchnitz.  Comme  dans  les  Tables  de  Bremiker,  et  dans  la 
plupart  des  belles  publications  faites  dans  ces  dernières  années  en 
Angleterre  et  en  Allemagne,  on  a  adopté  les  anciens  chiffres  elzévi- 
riens,  d'une  lecture  plus  facile  que  les  chidres  d'égale  hauteur,  et 
même  que  les  chiffres  français  qu'emploie  encore  l'imprimerie  de 
M,  Gauthier- Villars.  Les  chiffres  de  M.  Bruhns  sont  un  peu  plus 
forts  que  ceux  de  M.  Bremiker;  seulement,  la  plus  grande  inégalité 
d'épaisseur  entre  les  pleins  et  les  déliés  nuit  un  peu  à  la  facilité 
de  la  lecture. 

Babbage,  Schron  et  quelques  autres  auteurs  ont  adopté  une  modi- 
fication dont  nous  ne  sommes  nullement  partisan.  Ils  indiquent  par 
un  signe  particulier  les  cas  où  le  dernier  chiffre  a  été  forcé.  Cette 
indication,  qui  a  dû  leur  coûter  un  énorme  travail,  ne  nous  paraît 
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pas  d'une  grande  utilité;  elle  introduit  dans  les  pages  du  livre 
une  certaine  confusion,  et  conduit  à  des  calculs  beaucoup  moins 
commodes  et  beaucoup  plus  longs  que  ceux  qui  résulteiaient  de 
l'emploi  d'une  huitième  décimale.  M.  Brulins  restreint  cette  in- 
dication au  seul  cas  où  elle  peut  être  réellement  utile,  à  celui 
où  le  dernier  chiffre  est  un  5,  ce  qui  permet  d'obtenir  tous  les  lo- 
garithmes à  6  décimales,  à  moins  d'une  demi-unité  près  du  der- 
nier ordre. 

La  Table  I,  contenant  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  en- 
tiers de  I  à  1 00000,  est  disposée  absolument  comme  la  Table  corres- 
pondante du  Recueil  de  Bremiker.  Malgré  la  meilleure  forme  des 
chillres  et  la  plus  grande  commodité  du  format  de  ces  deux  Recueils, 
nous  avouons  notre  préférence  pour  la  disposition  donnée  à  cette 
section  dans  l'ouvrage  de  Schron. 

11  faut,  en  effet,  considérer  deux  parties  dans  l'usage  d'une 
Table  :  l'entrée  directe  et  l'entrée  inverse.  Pour  l'entrée  directe,  la 
disposition  qui  consiste  à  former  chaque  page  de  5o  ou  Di  lignes, 
séparées  de  cinq  en  cinq  par  des  blancs,  permet  à  un  calculateur 
tant  soit  peu  exercé  de  trouver  à  première  vue  le  nombre  qu'il 
cherche,  dès  que  le  livre  est  ouvert  à  la  page  voulue.  Il  est  inu- 
tile, dès  lors,  de  se  donner  la  peine,  comme  le  font  beaucoup  d'au- 
teurs et  M.  Schron  lui-même,  de  distinguer  par  des  caractères  plus 
forts  les  valeurs  de  l'argument  de  dix  eu  dix  lignes.  Il  nous  semble 
même  que  le  défaut  d'uniformité  qui  en  résulte  est  plutôt  fait  pour 
dérouter  le  coup  d'œîl.  La  disposition  plus  compliquée,  qu'ont  choisie 
MM.  Bremiker  et  Bruhns,  exige  la  lecture  complète  de  l'argument, 
et  rend  la  recherche  moins  prompte.  A  cela  se  joint  la  nécessité 
d'aller  chercher  quelques  lignes  plus  haut  ou  plus  bas  les  deux  pre- 
miers chiffres  de  l'argument,  qui  ne  sont  inscrits  que  de  dix  en  dix 
lignes,  sans  être  séparés  des  autres  par  un  blanc.  Ce  dernier  incon- 
vénient est  plus  sensible  encore  dans  l'entrée  inverse,  quand  on  veut 
repasser  du  logarithme  au  nombre  (*). 

Nous  pensons  aussi  qu'il  n'eût  pas  été  inutile  de  prolonger  la  Table 


(*)  Notre  opinion  sur  ce  point  peut  s'appuyer  de  l'autorité  de  Gauss,  qui  dit,  en 
parlant  d'une  suppression  de  chiffres  analogue  dans  les  Tables  de  Pasquich  :  fFir  kônnen 
dièse  Elnrichtung  bel  Tafeln,  die  ziim  tàglichen  Gebrauch  bestimmt  sind,  nicht  unbedingt 
billigen,  da  das  Auge  immer  die,  wenn  auch  nur  kleine,  Miihe  hat,  in  de'r  Coluinnc  erst 
in  die  Hohe  zu  gehen,  uni  die  iibrigcn  Zifjern  zu  Jtndcn.  (Gauss  Werke,  t.  Hl,  p.  2'|8.) 
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lin  peu  au  delà  de  looooo.  Si  l'on  examine,  en  eli'et,  un  exemplaire 
d'une  Table  de  logarithmes  ayant  longtemps  servi,  on  verra  les  pre- 
mières pages  beaucoup  plus  usées  que  les  autres,  et  cela  tient  à  ce 
que  les  nombres  voisins  de  l'unité  sont  ceux  qui  se  rencontrent  le 
plus  souvent  dans  les  calculs.  Or,  c'est  précisément  pour  ces  nombres 
que  les  différences  tabulaires  sont  le  plus  fortes  et  l'interpolation 
le  plus  pénible.  Seulement,  il  faudrait  se  garder,  comme  l'ont  fait 
Callet  et  la  plupart  de  ses  successeurs,  d'ajouter  au  prolongement  de 
la  Table  une  huitième  décimale,  qui  n'est  qu'un  embarras  inutile. 
Nous  ne  connaissons  que  Shortrede  qui  ait  eu  l'idée  judicieuse  de 
prolonger  sa  Table  jusqu'à  120000,  sans  augmenter  le  nombre  des 
décimales. 

La  Table  trigonométrique  se  divise  en  deux  parties,  formant  les 
Tables  II  et  III. 

La  Table  II  contient  les  logarithmes  des  quatre  fonctions  trigono- 
métriques  de  seconde  en  seconde,  pour  les  six  premiers  degrés,  c'est- 
à-dire  pour  un  degré  de  plus  que  les  Tables  correspondantes  de  Callet 
et  de  Bremiker. 

La  Table  III  donne  les  mêmes  logarithmes,  de  10  en  10  secondes, 
pour  le  reste  du  quadrant. 

M.  Bruhns  a  préféré  adopter,  pour  les  colonnes  de  ces  Tables, 
l'ordre  suivi  par  Callet, 

sinus,  cosinus,   tangente,  cotangente, 

tandis  que  Bremiker  et  Schrôn  ont  choisi  le  même  ordre  que  Lalande, 

sinus,   tangente,  coiangente,  cosinus. 

Quoique  nous  penchions  plutôt  en  faveur  de  cette  dernière  disposi- 
tion, nous  conviendrons  cependant  que  c'est  surtout  l'habitude  du 
calculateur  qui  doit  décider  en  pareille  circonstance. 

Pour  les  10  premières  minutes,  la  Table  II  donne  les  logarithmes 
des  quatre  fonctions  tout  au  long,  avec  les  différences  tabulaires  et 
des  Tables  auxiliaires  pour  faciliter  le  calcul  des  parties  proportion- 
nelles. A  partir  de  10  minutes,  le  nombre  des  colonnes  de  chaque 
page  est  doublé,  ce  qui  a  forcé  de  supprimer  les  différences  et  les 
parties  proportionnelles  jusqu'à  i"2o';  à  partir  de  là,  elles  sont 
rétablies  jus{[u'à  la  fin  du  volume.  Dans  l'intervalle  où  elles  man- 
quent, on  peut  y  suppléer  avec  avantage  au  moyen  des  logaiithmcs 
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des  rapports » ^— ,  que  donne  la  Table  I.  De  o**  10'  à  6  degrés, 

les  premiers  cliiiîres  des  logarithmes  ne  sont  inscrits  que  dans  les 
blancs  qui  séparent  les  lignes  de  dix  en  dix,  en  caractères  différents 
de  ceux  du  texte,  mais  qui  ne  s'en  distinguent  peut-être  pas  d'une 
manière  assez  tianchée. 

La  disposition  de  la  Table  III  diffère  encore  de  celle  de  Bremikcr, 
en  ce  qu'au  lieu  de  partager,  comme  celui-ci ,  les  groupes  de  six 
lignes  en  un  et  cinq,  M.  Bruhns  les  partage  en  trois  et  trois,  ce  qui 
nous  paraît  bien  préférable. 

Il  nous  semble,  d'après  les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'en- 
trer, c|ue  la  partie  trigonométrique  a  été  traitée  par  M.  Bruhns  avec 
une  supériorité  qui  suffit  pour  assurer  à  son  livre  le  premier  rang 
parmi  tous  les  Recueils  de  Tables  que  nous  connaissons. 

En  tète  du  volume  est  placée  une  Introduction  où  sont  exposées 
avec  une  grande  clarté  les  instructions  nécessaires  pour  l'usage  des 
Tables. 

J.     HoiJEL. 


CHRISTIAN  WIE>ER,  professeur  à  l'École  Polytechnique  de 
Carlsruhe.  —  Eprelves  stéuéoscofiqles  du  modèle  d'usé  surface 
DU  troisième  ordre  a  27  droites  réelles.  Avec  une  Notice  expli- 
cative. —  Leipzig,  Teubner.  Prix:  3^^,25. 

Depuis  1849,  époque  des  premières  recherches  de  MM.  Salmon 
et  Cayley,  la  théorie  des  surfaces  du  troisième  ordre  a  fait  des  pro- 
grès considérables,  dont  nous  présenterons  quelque  jour  l'histoire 
à  nos  lecteurs  5  il  nous  suffira,  pour  le  moment,  de  citer  les  noms 
de  MM.  Salmon,  Cayley,  Sylvester,  Schlâfli,  August,  Brioschi, 
Steinjer,  Clebsch,  Cremona,  Sturm,  etc.,  qui  tous  ont  contribué  à 
donner  à  cette  théorie  un  degré  nouveau  d'élégance  et  de  perfec- 
tion. Plusieurs  auteurs  ont  déjà  édifié  une  classification  de  la  sur- 
face générale  du  troisième  degré,  d'après  le  nombre  de  droites 
réelles  qu'elle  renferme.  C'est  ainsi  que  M.  Cremona,  dans  son  beau 
Mémoire  inséré  au  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXYIII,  p.  i-i33,  a 
divisé  les  surfaces  du  troisième  ordre  en  cinq  espèces,  d'après  le 
nombre  des  droites  réelles    et  des  plans  tangents  triples   réels.  Le 
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tableau  suivant  indique  les  différents  cas  considérés  par  M.  Crc- 


niona 


1"^*  espèce 27  droites  réelles.  ^5  plans  tangents  réels. 

2*        »     i5  »  i5  » 

3^        »     7  M  5  » 

4*'         ))     3  »  7  » 

5"         »     3  »  1 3  » 

Les  géomètres,  qui  ont  poussé  si  loin  l'étude  abstraite  des  pro- 
priétés de  la  surface  du  troisième  ordre,  désiraient  vivement,  et 
cela  se  conçoit,  avoir  une  idée  nette  de  sa  forme  et  voir  construire 
au  moins  un  modèle  d'une  surface  du  troisième  ordre.  Sur  l'invita- 
tion des  savants  allemands,  et  après  des  essais  infructueux  d'autres 
géomètres,  M.  Wiener  s'est  mis  à  l'oeuvre,  et  il  nous  parait  avoir 
très-bien  réussi  dans  la  construction  d'une  surface  à  27  droites 
réelles.  Nous  l'avouerons,  c'est  avec  une  vive  impatience  que  nous 
attendions  les  deux  épreuves  stéréoscopiques  du  modèle  construit  par 
M.  Wiener.  Nous  les  avons  soigneusement  examinées,  nous  avons 
compté  les  droites  qui  sont  tracées  en  noir  sur  le  modèle  et  nous 
engageons  vivement  nos  lecteurs  à  se  donner  le  même  plaisir.  Il  y  a, 
pour  ceux  qui  ont  le  goût  de  la  Géométrie,  une  véritable  satisfaction 
à  voir  réaliser  ainsi  et  confirmer  par  l'expérience  les  conceptions  les 
plus  abstraites,  fondées  sur  des  calculs  et  des  considérations  géomé- 
triques d'un  ordre  si  élevé. 

11  serait  à  désirer  qu'un  de  nos  grands  établissements  se  procurât 
un  des  modèles  qui  ont  servi  pour  les  épreuves  stéréoscopiques. 
Dans  sa  Notice  explicative,  M.  Wiener  déclare  qu'il  tient  à  la  dispo- 
sition des  géomètres  un  modèle  en  plâtre,  à  un  prix  qui  nous  parait 
très-modéré  (5o  florins  de  Bade).  Le  modèle  a  5o  centimètres  de 
hauteur  à  peu  près. 

Nous  savons  aussi  que  M,  Kummer  a  fait  exécuter,  à  Berlin,  un 
modèle  de  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  Si  l'un 
des  éditeurs  de  Berlin  voulait  en  faire  tirer  quelques  épreuves  stéréo- 
scopiques, il  rendrait  certainement  service  à  toute  une  classe  de 
géomètres,  qui,  après  avoir  étudié  les  propriétés  d'une  surface,  ne 
sont  pas  fâchés  de  voir  la  surface  elle-même. 

G.  D. 


afi^^Wid 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

TIDSKRIFT  FOR  Matematik  och  Fysik  ,  tillegnad  den  svenska 
elementar-undervisnmgen,  utgifven  af  D""  G.  Dillner  (hufvudre- 
daktor),  D""  Fr.-W.  Hultman  och  D'"  T.  Rob.  Thalén.  —  Upsala, 
W.  Scliultz'  Forlag  (*). 

T.  II,  1869. 

D-G.  —  Sur  les  équations  du  troisième  degré.  (7  p.^  suéd.) 

HiLDEBRANDssoN  (H.).  —  Revuc  Mstorique  des  théories  les  plus  im- 
portantes sur  la  vaporisation  des  liquides.  (11  p.^  suéd.) 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Histoire  de  l' Arithmétique  en  Suède.  (Suéd.) 
Suite  d'articles,  commencés  dans  le  tome  précédent. 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Sur  le  calcul  des  valeurs  des  rentes  viagères, 
des  assurances  sur  la  vie  et  des  primes  d'assurance  sur  la  vie.  (3  art., 
23  p. 5  suéd.) 

Malmsten  (C.-J.).  —  Intégration  de  V équation  différentielle 


(3  p.-,  suéd.) 

D-G.  —  Sur  le  reste  de  la  série  de  Taylor.  (2p.;  suéd.) 
(|/  étant  vme  fonction  arbitraire,  et  o  <^  X  <^  i , 

4»  [(i  —  /)/«]     i  .1. .  .n  ''  ^ 

DiLLNER  (G.).  —  Théorie  du  calcul  géométrique.  (Suéd.) 
Suite  d'articles  commencés  dans  le  précédent  volume.  —  Le  calcul 
géométrique  a  le  même  objet  que  le  calcul  des  équipollences  de 
M.  Bellavitis.  La  forme  seulement  est  plus  analytique. 

Thalén  (Kob.).  —  Sur  V  origine  du  temps  et  le  jour  de  la  semaine  en 
différents  lieux  de  la  Terre.  (12  p.;  suéd.) 

(  *  )  Journal  de  Mathématiques  et  de  Physique,  destiné  à  l'enseignement  élémentaire 
en  Suède.  Publié  par  G.  Dillner,  rédacteur  en  chef;  Fr.-W.  Hultman  et  T.-R.  Tualén. 
Upsala,  chez  W.  Schultz.  Fondé  en  1868.  Paraissant  tous  les  deux  mois  par  cahier  de 
3  à  '1  feuilles.  In- 8".   Prix  :  lo  francs.  En  langue  suédoise,  etc. 


,^8  BULLETIN   DES  SCIENCES 

D-G.  —  Sur  la  théorie  élémentaire  du  facteur  d'intégration.  (8  p.^ 
suéd.) 

Thalén  (RoJ3.).  —  Léon  Foucault.  (i8  p.;  suéd.) 

DiLLivETi  (G.).  —  Létermination  des  accélérations  far  une  construc- 
tion. (6p.;  suéd.) 

Phragmén  (Lars).  —  Théorie  des  maxima  et  minima.  (8  p.;  suéd.) 

LiwDMAiv.  —  Remarques  sur  les  figures  rectilignes  insc7-ites  et  circon- 
scrites à  une  ellipse,  [ly  p.-,  suéd.) 

D-G.  —  Sur  r intégration  par  substitution.  (8  p.;  suéd.) 
Etant  donnée  une  équation  dilïérentielle 

f,{x,x)dx  -^f2[x,f)dx=  o, 

on  pose  y  =  F  (a?, 5),  et  l'on  cherche  à  déterminer  la  fonction  F,  de 
manière  à  pouvoir  séparer  les  variables. 

RuBENsoN  (R.).  —  Est-il  possible  de  prédire  le  temps .^  {87  p.,  2  pi.; 
suéd.) 

Résumé  des  travaux  météorologiques  exécutés  dans  ces  derniers 
temps,  en  France,  en  Angleterre  et  en  Norvège. 

T.  m,  1870. 

DiLLKER  (G.).  —  Essai  d'exposition  de  la  théorie  des  parallèles. 
(6  p.;  suéd.) 

L'auteur  remplace  l'axiome  d'Euclide  par  un  principe  tiré  de  la 
Ibrniation  des  angles  par  des  rotations,  et  qui  lui  parait  d'une  plus 
grande  évidence. 

HuLTMAN  (F.-VV.).  —  Histoire  de  l' Arithmétique  en  Suède  (suite). 
(5  p.;  suéd.) 

Steen  (Ad.).  —  Nouvelle  méthode  pour  V  intégration  de  V  équation 


d-y 
Tfx' 


dx' 


(4  p.;  dan.) 
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Leffler  (G. -M.).  —  Intégration  de  l'équation 

y 


f{x'--\-r) 


(i+r'=r 


On  prend  pour  nouvelles  variables  le  rayon  vecteur  et  la  distance 
de  l'origine  à  la  tangente;  puis  on  introduit  l'angle  de  cette  distance 
avec  l'axe  des  x. 

DiLLiNER  (O.).  —  Éléments  du  calcul  géométrique  (suite).  (i3  p.; 
suéd.) 

Notations.  Propositions  déduites  d'identités  géométriques. 

Résolution  des  équations  géométriques. 

Nous  donnerons  procliaincment  un  résumé  de  la  première  Partie 
de  ce  travail. 

Steen  (x\d.).  —  Remarques  sur  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles. (4  p.-,  dan.) 

Au  sujet  de  la  méthode  de  substitution  proposée  par  D-g. 

TIDSSKRIFT  forMathematik.  Udgivet  af  CamilloTychsejv.  Anden 
Rsekke  (*). 

T.  V,  1869. 

Hansen  (Chr.).  —  Détermination  élémentaire  de  l'aire  et  du  volume 
du  tore.  (3p.;  dan.) 

Tychsen  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  la  toupie  gyroscopique. 
(i  i-p.;  dan.) 

Tychsen  (C).  —  Rectification  relative  à  un  Mémoire  d'Abel.  (3  p.-, 
dan.) 

Voyez  Œuvres  d'Ahel,  t.  IL,  p.  244-  "  Sur  l'équation  dilîéren- 
tielle 

[y^  -t-  s)dy^  -h  {p  -h  qf  -+-  ry'')dx  =  o.  » 


(*)  Journal  de  3Iathcinatiques.  Publié  par  C.  Tychsen.  2"  Série.  Copenhague,  chez 
OUo  Schwarlz.  Imprimerie  de  Cobeii.  —  La  2*  Série  a  commencé  à  paraître  en  i865, 
faisant  suite  au  Mathematisk  Tidsskrift  du  même  auteur,  composé  de  six  années.  Publié 
en  danois,  etc.  Paraissant  tous  les  deux  mois,  par  Casciculcs  de  2  feuilles  gr.  in-8.  (Prix  t 
6  francs  par  an.) 
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Zachari^  (G.) .  '—  Mesure  du  degré  de  méridien  en  Danemark,  tome  l. 
Publié  par  C.-G.  Andrée  (i8  p.^  dan.) 

Remarques  sur  le  calcul  des  triangles  sphéroïdiques  et  sur  l'appli- 
cation de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Petersen  (J.).  —  Application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  à  un 
système  où  il  existe  des  frottements,  (a*^  art.,  9  p.;  dan.) 

Hansen  (Chr.).  —  Sur  les  solutions  particulières  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre.  (4  p.",  dan.) 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Équations  fondamentales  pour  les  deux  sys- 
tèmes de  coordonnées  trilatères  et  pour  les  deux  systèmes  de  coordonnées 
tétraédriques.  (7  p.;  dan.) 

Pfeiffer  (Ad.)  —  Recherche  sur  la  convergence  de  la  formule  du 
binôme.  (3p.;  dan.) 

Discussion  du  reste  du  développement  de  (i  +  x)'"-  par  la  série  de 
Taylor  dans  les  cas  limites  de  x  =  ±  i  et  pour  les  différentes  valeurs 
de  m. 

Thiele  (T.-N.).  —  Remarques  sur  les  fractions  continues.  (2p.; 
dan.) 

Les  fractions  convergentes  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  du  quo- 
tient de  deux  déterminants.  On  peut  aussi  remplacer  deux  quotients 
incomplets  consécutifs  a,„ ,  a„,^i  par  les  trois  autres  «,„  4-  y  —  i  ? 
y/  —  I ,  o,„^i  -+-  \/  —  I ,  ce  qui  conduit  à  des  formules  qui  ont  lieu 
quelle  que  soit  la  parité  de  l'indice. 

Lorenz  (L.).  —  Sur  les  soulèvements  et  les  affaissements .  (5  p.;  dan.) 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Remarques  au  sujet  de  Varticle  de  Clir.  Hansen 
sur  les  solutions  singulières.  (3p.;  dan.) 

Hawsen  (P.-C.-V.).  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre 

d'z       mim -\- \]  d^z 

—, ^^ z  —  a^  -, —  =  o, 

dx^  x'  «r^ 

d^z       in  dz         „  d^z 

dx^        X   dx  dy'^ 


;6p.-,  dan.) 


dx^       ■'      dxdf 
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Mylord  (H.).  —  Sur  V ellipsoïde  central  et  les  axes  principaux. 
(7  p. 5  dan.) 

Pexersen  (  J.).  —  Quelques  remarques  sur  la  théorie  des  équations. 
(2  p. 5  dan.) 

PHILOSOPHICAL  Transactioks  of  the  Royal  Society  of  Lon- 
DOK.  —  London,  printed  l)y  Taylor  and  Francis  (*). 

T.  CLVII;  1867. 

Cayley  (A.).  —  Mémoire  supplémentaire  sur  les  caustiques.  (9  p.) 
Addition  au  «  Mémoire  sur  les  caustiques,  »  publié  dans  les  Philos. 
Transact.,  t.  CXLVIl,  18075  p.  273-312. 

Maxv\t:ll  (J.-Cl.).  —  Sur  la  théorie  dynamique  des  gaz.  (4o  p.) 

Everett  (  J.-D.).  —  Expériences  sur  la  torsion  et  la  flexion  pour  dé- 
terminer la  rigidité  du  verre.  (i5  p.,  i  pi.) 

Clarke  (A.-R.).  —  Extrait  des  résultats  des  comparaisons  des  éta- 
lons de  mesures  de  longueur  en  Angleterre,  en  Belgique,  etc.  (20  p.) 

Smith  (H.-J.-St.).  —  Sur  les  ordres  et  les  genres  des  formes  quadra- 
tiques ternaires.  (44  pO 

Eiscnstein,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  «  jNeue  Théorème  der  hi")- 
lieren  Arithnietik  »  [Journal  de  Crelle,  t.  XXXV,  p.  117),  a  étudié 
les  caractères  des  ordres  et  des  genres  des  formes  quadratiques  ter- 
naires de  déterminant  impair.  M.  Smitli  complète  ces  reclierclies,  en 
les  étendant  aux  formes  de  déterminant  pair. 

Neumayer  (G.).  —  Sur  la  variation  diurne  lunaire  de  la  déclinaison 
magnétique,  eu  égard  spécialement  à  la  déclinaison  de  la  Lune,  (y  p.) 

Cayley  (A.).  — Huitième  Mémoire  sur  les  quantiques.  (42  p.,  i  pi.) 
Application  des  recherches  contenues  dans  les  Mémoires  précé- 
dents {n°^  2,  3,  5),  au  cas  des  quintiques.  Détermination  des  cova- 
riants  du  sixième  degré.  Développements  des  recherches  récentes 
de  MM.  Sylvester  et  Hermite.  Voici  les  titres  des  Chapitres  : 

La  quintique  binaire,  covariants  et  syzygies  du  sixième  degré.  — 
Expression  de  l'invariant  du  dix-huitième  degré  en  fonction  des  ra- 

C)  Il  parait  chaque  année  un  volume  gr.  iii-^,  en    un    ou    plusieurs  fascicules.  En 
langue  anglaise. 
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cines.  —  Théorie  de  la  détermination  du  caractère  d'une  équation  ^ 
auxiliaires;  espace  facultatif  et  non  facultatif.  —  Application  à  l'é- 
quation quartique.  —  Détermination  des  caractères  de  l'équation 
quintiquc.  —  Nouvelle  forme  donnée  par  Hermite  à  la  transforma- 
tion de  Tschirnhaus,  et  application  à  la  quintique. —  Application 
par  Hermite  des  résultats  précédents  à  la  détermination  du  caractère 
de  l'équation  quintique.  —  Comparaison  avec  le  critérium  précédent; 
la  cubique  nodale.  —  Troisième  espèce  de  critériums  d'Hermite  ; 
comparaison  avec  ce  qui  précède,  et  remarques.  —  Forme  canonique 
de  la  quintique  d'après  Hermite.  —  Théorie  des  transformations  li- 
néaires imaginaires  qui  conduisent  à  une  équation  réelle.  —  Appli- 
cation aux  auxiliaires  d'une  quintique.  —  Théorème  d'analyse  rela- 
tif à  une  quantique  binaire  d'ordre  quelconque. 

T.   CLVm-,    1868. 

AiRY  (G.-B.).  — Calcul  des  longueurs  des  ondes  lumineuses  corres- 
pondantes aux  raies  du  spectre  de  dispersion  mesurées  par  Kirchhoff. 

(27  P-) 

OxMANTOWN  (Lord).  —  Compte  rendu  des  observations  de  la  Grande 
Nébuleuse  d'Orion,  faites  à  Birr-Castle  arec  des  télescopes  de  3  et  de  6 
pieds,  de  1848  à  1867.  (17  p.,  3  pi.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  courbes  qui  satisfont  à  des  conditions  don- 
nées. —  Premier  Mémoire  (69  p.).  —  Deuxième  Mémoire.  (18  p.) 

Le  but  de  ces  INIémoires  est  la  recherche  du  nombre  des  courbes 
qui  satisfont  à  des  conditions  données.  Les  courbes  considérées  sont 
ou  des  courbes  d'un  ordre  déterminé  r,  assujetties  à  des  conditions 
de  contact  avec  une  courbe  donnée,  ou  des  coniques  assujetties  à  des 
conditions  de  même  genre,  mais  plus  compliquées. 

Premier  Mémoire:  Sur  la  représentation  quasi -géométrique  des 
conditions.  —  Représentation  et  développement  des  recherches  de 
Chasles  et  de  Zeutlien.  —  Recherches  faites  comme  extension  de 
celles  de  ]NL  de  Jonquières,  relativement  aux  contacts  d'une  courbe 
d'ordre  r  avec  une  courbe  donnée.  —  Additions  :  N"  1 .  Sur  la  forme  de 
l'équation  des  courbes  d'une  série  d'indice  donnée.  —  N°  y.  Sur  les 
couples  de  lignes  passant  par  trois  points  donnés  et  touchant  une 
conique  donnée.  —  N°  3.  Sur  les  coniques  passant  par  deux  points 
donnés  et  louchant  une  c(mique  donnée.  —  N"  4.  Sur  les  coniques 
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touchant  une  cubique  à  rebroussement.  —  jNi°5.  Sur  les  coniques  qui 
ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  cubique  à  rebroussement 
donnée,  et  deux  contacts  (contact  double)  avec  une  conique  donnée. 
—  N°  6.  Formes  de  Zcutheh  pour  les  caractéristiques  des  coniques 
qui  satisfont  à  quatre  conditions.  —  ]N°  7.  Problème. 

Deuxième  Mémoire  :  Le  principe  de  correspondance.  —  L'auteur 
reproduit,  avec  de  nouveaux  développements,  la  théorie  établie  dans 
son  Mémoire  :  «  On  the  correspondence  of  two  points  on  a  curre  » 
{London  Mdfh.  Society.^  n°  7,  avril  i866).  —  Sur  la  correspondance 
des  points  d'une  courbe.  —  Application  aux  coniques  satisfaisant  à 
des  conditions  dont  une  au  moins  est  arbitraire.  —  Application  aux 
coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions  de  contact  avec  une  courbe 
donnée. 

Cayley  (A.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  la  résultante  d'un  système 
de  deux  équations.  (8p.) 

Le  Mémoire  dont  il  s'agit  se  trouve  dans  les  Phil.  Trans.  pour 
iSoy,  p.  708-71 J.  Le  nouveau  travail  de  M.  Cayley  contient,  écrites 
complètement,  les  résultantes  de  deux  équations  dont  les  degrés  res- 
pectifs varient  de  2  à  4» 

CnoFTOK  (N.-W.).  —  Sur  la  théorie  de  la  probabilité  locale,  appli- 
quée à  des  lignes  droites,  tracées  au  hasard  sur  un  plan;  les  méthodes 
sont,  en  outre,  étendues  à  la  démonstration  de  certains  théorèmes  nou- 
veaux de  calcul  intégral.  (19  p.) 

L'auteur  parvient  au  théorème  suivant,  d'où  l'on  peut  déduire  un 
grand  nombre  d'intégrales  doubles  :  «  Si  0  est  l'angle  sous  lequel  on 
voit  du  point  (t,  y)  une  aire  convexe  H,  on  a 

JJQdxdx  =  r.{Q-ik), 

l'intégration  s'étendant  à  tout  l'espace  annulaire  compris  entre  fl 
et  un  contour  convexe    extérieur,  donné    d'une  manière  quelcon- 
que; 0  étant  l'aire  de  l'espace  annulaire,  et  A  l'aire  moyenne  du  seg- 
ment détaché  de  l'anneau  par  une  tangente  au  contour  de  O.  » 
On  en  déduit,  par  exemple,  pour  deux  ellipses  homothétiques, 

rr  f'î\Ui'r^-h  b'x'—a'b'\  ,     j  .,,/.,,  .       , 

y/arctang    — ^ — ■ ; —  ]  dx  dy =- ab  h%- s\n'xx— x -h  sm  a), 

-^  ^  ^  \     X'  -f-  y-  —  a'  —b'j'  "■ 

I  ■< hV-^''»     cos^a^^y 

(i        b-  '  I, 
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Phillips  (J.).  —  Notices  sur  quelques  parties  de  la  surface  de  la 

Lu)te.  (i3  p.,  3  pi.) 

Sabine  (E.).  —  Contributions  au  magnétisme  terrestre.  IN''  9.  (46  p., 

3  pl.) 

Reclicrolies  sur  le  magnétisme  terresti*e  dans  les  régions  polaires 
antarctiques. 

Bashforth  (F.).  —  Sur  la  résistance  de  l'air  au  mouvement  despro- 
jectiles allongés,  pour  diverses  formes  delà  tête,  [l'j  p.) 

Merrifield  (Cli.-W.).  —  Sur  la  loi  de  la  résistance  de  l'air  aux  pro- 
jectiles de  carabine.  (4p-) 

L'auteur  trouve  une  résistance  proportionnelle  au  cube  de  la  vi- 
tesse. 

Stokes  (G. -G.).  —  Communication  des  vibrations  d'un  corps  vibrant 
à  un  milieu  gazeux,  [ly  p.) 

Etude  mathématique  entreprise  à  l'occasion  de  l'expérience  de 
Leslie  sur  l'extinction  du  son  par  le  mélange  de  l'hydrogène  avec 
l'air  atmosphérique. 

AiRY  (G.-B.).  —  Comparaison  des  perturbations  magnéiiques  indi- 
quées par  le  magnétomètre  enregistreur  de  l'Observatoire  Royal  deGreen- 
unch,  avec  les  perturbations  magnétiques  déduites  des  courants  galvani- 
ques terrestres  correspondants,  indiqués  par  le  galvanomètre  enregistreur 
de  r Observatoire  Royal.  (8  p.) 

HuGGiNS  (W.).  —  Nouvelles  observations  sur  le  spectre  de  quelques 
étoiles  et  de  quelques  nébuleuses,  avec  un  essai  pour  déterminer.,  d'après 
cela,  si  ces  corps  se  meuvent  en  s' approchant  ou  en  s'éloignant  de  la  Terre, 
et  des  observations  sur  les  spectres  du  Soleil  et  de  la  Comète  II,  i868. 
(36  p.,  I  pl.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  conditions  d'existence  de  trois  racines  égales 
ou  de  deux  couples  de  racines  égales  dans  une  quartique  ou  une  quin- 
tique  binaire,  (i^t  p.) 

Pollock  (Sir  Fr.).  —  Sur  /es  mystères  des  nombres,  auxquels  Fer- 
mat  fait  allusion.  —  Deuxième  Communication.  (i6  p.,  a  pl.) 

Sur  la  décomposition  des  nombres  eji  carrés,  en  nombres  triangu- 
laires, et('. 
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IMax\nt:ll  (J.-C).  —  Sur  une  méthode  pour  faire  une  comparaison 
directe  de  l' électrostatique  avec  la  force  électromagnétique  ;  avec  une  Note 
sur  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  (i5  p.) 

Parkes  (W.).  —  Sur  les  marées  à  Bombay  et  à  Kurrachee.  (12  p., 
I  pi.) 

T.  CLIX,  1869  (Première  Partie). 

Warren  de.  la  Rue,  Balfouu  Stewart  et  BE^'JAMI^■  Loewy.  — 
Recherches  sur  la  physique  du  Soleil.  Positions  héliographiques  et  aires 
des  taches  solaires  observées  au  photohéliographe  de  Keio,  en  1862  et 
i863.  (i  10  p.,  2  pi.) 

Cayley  (A.). —  Troisième  Mémoire  sur  les  surfaces  gauches  [Scrolls). 
{i6p.) 

Ce  Mémoire  est  un  supplément  au  second  Mémoire  sur  les  surfaces 
gauches  [Phil.  Trans.,  i864,  p.  ojp-Sjj),  et  est  aussi  relatif  à  la 
théorie  des  surfaces  gauches  du  quatrième  ordre  (  quartiques  ) .  L'au- 
teur y  traite  de  deux  espèces  de  surfaces  omises  dans  son  second 
Mémoire . 

PiOBiKsoN  (T.-R.)  et  Grubb  (Th.)  —  Description  du  grand  téles- 
cope de  Melbourne.  (35  p.,  10  pi.) 

Cet  instrument  est  un  réflecteur  de  4  pieds,  à  miroir  métallique, 
construit  d'après  le  système  de  Cassegrain,  et  destiné  à  l'observation 
des  nébuleuses  de  l'hémisphère  austral. 

Cayley  (A.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  réciproques. 

(29  P-) 

Extension  de  la  théorie  de  ces  surfaces  donnée  par  M.  Salmon 

dans  sa  Géométrie  analytique. 

Cayley  (A.) —  Mémoire  sur  les  surfaces  du  troisième  degré.  (96  p.) 
Ce  Mémoire  fait  suite  au  Mémoire  de  M.  Schlâfli  sur  la  distribu- 
tion des  surfaces  du  troisième  ordre  en  espèces,  eu  égard  à  la  présence 
ou  à  l'absence  des  points  singuliers,  et  à  la  réalité  de  leurs  lignes.  [Phil. 
Trans.,  i863,  p.  193-241.)  Mais  le  point  de  vue  auquel  se  place 
l'auteur  est  différent.  Il  ne  tient  aucun  compte  de  la  division  fondée 
sur  la  réalité  des  lignes,  ne  conservant  que  la  division  en  22  ou 
plutôt  en   23  cas,   ayant  pour   base  la  nature  des  singularités.  Il 

Bull,  des  Sciences  mathém.  etastrori.,  t.   I.  (Juin  1870.)  1  IJ 
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s'attache  à  cette  question,  en  vue  surtout  de  la  lumière  qu'elle  jette 
sur  la  théorie  des  sm^faces  réciproques. 

Chambers  (Ch.). —  Sur  les  variations  solaires  de  la  déclinaison  ma- 
gnétique à  Bombay  (24  p.,  6  pi.) 

Résultats  d'observations  faites  pendant  les  sept  années  1 85g-65  à 
l'Observatoire  du  Gouvernement  à  Bombay. 

AiRY  (G.-B.).  —  Sur  les  inégalités  diurnes  et  annuelles  du  marjné- 
tisme  terrestre,  déduites  d'observations  faites  à  l'Observatoire  Royal  de 
Greenwich,  de  1808  à  i863.  Suite  d'une  Communication  sur  les  inéga- 
lités diurnes  de  1S41  à  1807,  imprimée  dans  les  Pliilosophical  Transac- 
tions de  i863.  Avec  une  Note  sur  les  inégalités  luno-diurnes  et  autres 
inégalités  lunaires,  déduites  d'observations  s  étendant  de  1848  à  i863. 
(12  p.,  4  pi.) 

LocKYER  (J.-N.). —  Observations  spectroscopiques  sur  le  Soleil.  N°II. 
(20  p.,  2  pi.) 

Recherche  des  protubérances  rouges  au  moyen  du  spectroscope. 

VERSLAGEN  EN  MEDEDEELINGEN  der  Koningluke  Akademie 

VAN  WeTENSCHÂPPEN  TE  AMSTERDAM.  2*^^  Rccks,  3'^'' Dccl  ^    I  869  (*). 

Cohen  Stuart.  —  Sur  les  formules  connues  de  l'équilibre  intérieur 
d'un  cylindre  creux  et  d'une  sphère  creuse.  (3p.;  holl.) 

Cohen  Stuart.  —  Sur  la  pression  exercée  sur  les  points  d'appui. 
(3  p.;  holl.) 

Euler  a  démontré  que  la  recherche  des  pressions  exercées  sur  ses 
points  d'appui  par  un  corps  pesant,  reposant  sur  un  plan  horizontal 
par  un  nombre  quelconque  de  points,  est  un  problème  déterminé, 
lorsque  le  corps  est  parfaitement  rigide  et  que  les  points  d'appui 
cèdent,  dans  la  direction  des  pressions,  de  quantités  proportionnelles 
à  ces  pressions.  M.  Cohen  Stuart  étend  la  même  proposition  au  cas 
où  le  corps,  limité  par  une  surface  cjuelconque,  repose  sur  un  nom- 
bre quelconque  de  surfaces  fixes  et  est  soumis  à  des  forces  quel- 
conques. 

Stamkart  (F.-J.).  —  Mesure  d'une  base  dans  la  mer  de  Harlem, 
pendant  l'été  de  1868.  (28  p.,  2  pi.;  holl.) 

'*)  Actes  et  Communications  de  l'Académie  Rojale  des  Sciences  d'Amsterdam,  q*"  Sc- 
ri(-,  t.  m  ;  1869.  — Un  volumo  in-S"  par  an.  En  hollandais  et  en  français. 
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HoEK.  —  Défennination  de  la  vitesse  avec  laquelle  est  entraîné  tin 
rayon  lumineux  traversant  un  milieu  en  mouvement.  (8p.,  i  pl.^  fr.) 

BiERENS  DE  Haan.  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  définies.  N"  IX. 
(17  p.,  I  pi. -,11011.) 

Sur  les  intégrales  singulières^  Cauchy  appelle  ainsi  les  intégrales 
définies  dont  les  limites  sont  prises  à  des  distances  infiniment  petites 
de  part  et  d'autre  d'une  valeur  qui  rend  infinie  la  fonction  sous  le 
signe  y.  Généralement  ces  intégrales  sont  indéterminées,  sauf  les 
cas  où  elles  s'annulent.  Dans  ces  derniers  cas,  une  intégrale  définie, 
prise  entre  des  limites  qui  comprennent  entre  elles  la  valeur  critique, 
est  complètement  déterminée.  M.  Bierens  de  Haan  étudie  en  parti- 
culier les  intégrales 

qui  sont  finies  et  continues  toutes  les  fois  quef[x)  est  continue  dans 
le  voisinage  de  x  =  q. 

MONATSBERICHTE  der  Kôwiglich  Prexjssischen  Akademie  der 
WissENSCHAFTEN  zu  Berlin.  Jalirgang  1869  (*). 

Christoffel.  —  Sur  la  transformation  des  expressions  différentielles 
homogènes  entières.  (5p.) 

LiPscHiTz. —  Recherches  sur  les  fonctions  homogènes  entières  de  n  dif- 
férentielles. 

Rronecker  (L.).  —  Sur  les  systèmes  de  fonctions  de  plusieurs  varia- 
bles. (2  art.,  44  P-) 

Auwers.  —  Sur  la  valeur  de  la  constante  de  V aberration  d'après  les 
observations  de  Molyneux.  (89  p.) 

Du  Bois-Reymond.  —  Sur  le  mouvement  apériodique  des  aimants. 
(46  p.) 

Weierstrass.  —  Sur  les  fonctions  monodromes  les  plus  générales  de 
n  variables,  à  2n périodes.  (4  p.) 


(*)  Comptes  rendus  mensuels  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Prusse,  à  Berlin 
Année  1869.  —  Paraît  chaque  mois  par  livraisons  in-8,  en  langue  allemande. 

i3. 
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KiRCHHOFF  (G.-R.).  —  Sur  les  forces  que  peuvent  paraître  exercer 
l'un  sur  l'autre  deux  anneaux  rigides,  infiniment  minces,  dans  un  fluide. 
(6  p.) 

KENDICONTI  del  Reale  Istituto  Lombardo  di  Scienze  e  Lettere. 
2*^  Série;  Milan  {*). 

T.  II,    1869.   Fasc.  1-16. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  l'équation  qui  donne  les  points  d'inflexion 
des  courbes  elliptiques.  (7  p.) 

Les  courbes  elliptiques  sont  les  courbes  planes  du  n'^'"*  ordre,  ayant 

— ■  points  doubles  ou  de  rebroussement.  Leurs  coordonnées 

homogènes  a;,,  x^-,  x^  peuvent  s'exprimer  par  trois  équations  de  la 
forme 

pxi=fi{:r)  -h(fi{x)^[x),     (/=  I,  2,  3), 

X  étant  un  paramètre  variable  5  y},  (j>,  des  fonctions  entières  et  ration- 
nelles, et 

i\i{x)  =  slx{i  ~x){i  —  k'x)  (**). 

M.  Brioschi  ramène  la  résolution  de  l'équation  aux  points  d'in- 
flexion à  des  équations  des  quatre  premiers  degrés. 

Cremona  (L.).  — Sur  la  transformation  des  courbes  Ixyper ellipti- 
ques. (5  p.) 

On  appelle  ainsi  une  courbe  dont  les  coordonnées  sont  exprima- 
bles rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre  X  et  de  la  racine  carrée 
d'une  fonction  entière  Q(X)  de  degré  ip  -{-  1  (Clebsch  et  Gordan, 
Théorie  d.  Ab.  Funct.,  p.  69  et  77).  L'auteur  étend  le  procédé  de 
transformation  appliqué  dans  l'Ouvrage  cité  aux  cas  de  p  =:  i  et  de 
p  =  2. 

Casorati  (F.)  et  Cremona  (L.).  —  Sur  le  nombre  des  modules  des 
équations  ou  des  courbes  algébriques  d'un  genre  donné.  (5  p.) 

Le  mot  genre  est  pris  ici  dans  le  même  sens  que  le  mot  Klasse  (Rie- 

(*)  Publié  annuellement  en  vingt  fascicules  in-8  ;  en  langue  italienne.  Prix:  12  fr. 
pour  l'Italie. 

(**)  Clebsch,  Ueber  diejenigen  Curven  u.s.w.  {Joiirn.  de  Crelle,  t.  LXIV).  —  Clebsch  et 
Gordan,  Th.  d.  Ab.  Funct. 
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MANN,  Th.  d.  Ah.  Funct.)  et  le  mot  Geschîecht  (Clebsch  et  Gordan). 
Le  nombre  des  modules  des  courbes  du  genre  p  ayant  été  indiqué 
par  Riemann  comme  égal  à  "dp  —  3,  et  par  Cayley  [Proc.  of  the  Lon- 
don  Math.  Soc,  oct.  i865)  comme  égal  à  4p  —  ^1  1^  question  a  été 
décidée  dans  le  sens  de  Riemann  par  Brill.  [Math.  Annalen,  t.  I, 
p.  401.) 

Beltrami  (E.).  —  Sur  un  nouvel  élément  introduit  par  M.  Christoffel 
dans  la  théorie  des  surfaces.  (lo  p.) 

Au  sujet  du  Mémoire  de  Christoffel  :  Allgemeine  Théorie  der  geo- 
diitischen  Dreieche  [  Mém.  deVAc.  deBerlin,  1868, p.  1 19-176).  Si  une 
ligne  géodésique  ab  tourne  d'un  angle  infiniment  petit  d'j)  autour  de 
a,  l'arc  ds  décrit  par  6,  a  pour  mesure  dw  X  une  certaine  quantité, 
que  Christoffel  nomme  la  longueur  réduite  de  ab.  C'est  sur  cette  consi- 
dération que  sont  fondées  les  reclierclies  importantes,  sur  lesquelles 
M.  Beltrami  présente  ici  quelques  remarques. 


MÉLANGES. 
FUMRAILLES  DE  M.  LAMÉ,  LE  MARDI  3  MAI  1870. 


DISCOURS  DE  M.  BERTRAND. 

((  La  mort  de  notre  excellent  et  illustre  confrère  est  une  perte 
cruelle  pour  l'Académie.  Sa  tâche  d'inventeur  était  depuis  longtemps 
accomplie,  et  les  infirmités  qui  l'éloignaient  de  nos  séances  lui  avaient 
interdit  le  travail  5  mais  la  gloire  d'un  tel  nom  était  encore  une  force 
pour  nous  tous,  et  la  Section  de  Géométrie  pouvait,  après  tant  de 
pertes,  saluer  avec  un  légitime  orgueil,  dans  son  vénéré  et  clier 
doyen,  l'un  des  représentants  les  plus  élevés,  en  Europe,  de  la  Phy- 
sique mathématique  et  de  la  Philosophie  naturelle. 

»  Lamé  a  été  un  grand  géomètre,  il  a  créé  des  méthodes  aujour- 
d'hui classicpies^  mais  il  était  avant  tout  un  grand  esprit,  un  penseur 
aux  conceptions  hardies,  un  investigateur  obstiné  des  secrets  les  plus 
cachés  de  la  nature. 

»  Aucun  rôle  n'est  plus  grand  dans  l'histoire  de  la  science  que 
celui  des  physiciens  géomètres.  Cette  grande  école  a  compté  dans 
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notre  Académie,  depuis  Huygliens,  de  bien  illustres  représentants; 
celui  que  nous  perdons  aujourd'hui  était,  dans  l'opinion  de  tous, 
leur  plus  éminent  successeur. 

))  Peu  d'esprits,  à  aucune  époque,  ont  été  plus  aptes  que  celui  de 
Lamé  au  maniement  des  formules  analytiques.  Il  excellait  à  donner 
une  forme  élégante  et  concise  aux  expressions  les  plus  rebelles. 
Quelque  question  qu'il  abordât,  la  solution  contenait,  comme  à  son 
insu,  d'admirables  développements  analytiques,  dont  il  était  le  seul 
à  méconnaître  l'intérêt  propre. 

»  Il  avait  placé  plus  liaut  le  but  de  ses  efforts  j  les  Mathématiques 
ont  été  surtout  à  ses  yeux  un  instrument  destiné  à  pénétrer  la  nature. 
La  joie  qu'il  éprouvait  parfois  à  contempler  l'élégance  de  ses  méthodes 
et  de  ses  résultats  intermédiaires  n'était  pas  chez  lui  la  satisfaction 
vulgaire  de  l'auteur  complaisant  pour  son  œuvre  5  il  songeait  trop  à 
ce  qui  lui  restait  à  faire,  pour  s'enorgueillir  de  ce  qu'il  avait  fait. 
L'esprit  toujours  tendu  vers  le  but  qu'il  espérait  atteindre,  toute 
autre  conquête  était  à  ses  yeux  sans  valeur,  et  si  les  bonnes  fortunes 
analytiques,  si  souvent  admirées  par  de  si  grands  juges,  ne  le  lais- 
saient pas  indifférent,  c'est  qu'il  estimait  qu'elles  ne  sont  possibles 
que  sur  la  route  de  la  vérité. 

»  Cette  conviction,  aussi  sincère  chez  lui  que  modeste,  n'était  pas 
partagée  parles  géomètres.  Trop  d'exemples  prouvent  que  ces  hasards 
heureux  n'arrivent  qu'à  certains  esprits,  et  qu'à  ceux-là  ils  arrivent 
toujours.  L'Algèbre,  comme  toutes  les  langues,  a  ses  grands  écrivains 
qui  savent  marquer  tous  les  sujets  à  l'empreinte  de  leur  génie,  et 
forcer  l'admiration  de  ceux  mêmes  qui  n'acceptent  pas  leurs  pré- 
misses ;  mais  le  triomphe  des  idées  est  pour  les  esprits  de  premier 
ordre  le  seul  but  réellement  digne  d'efforts,  et  le  seul  souvenir  qu'ils 
veulent  attacher  à  leur  nom. 

»  Telle  a  été  la  préoccupation  incessante  de  Lamé.  Il  ne  s'était 
rien  proposé  de  moins  que  de  relier  toutes  les  lois  physiques  dans  les 
conséquences  d'un  principe  unique,  en  les  rattachant,  avec  celles  de 
la  Mécanique  et  du  Système  du  monde,  à  l'étude  d'un  fluide,  dont  les 
physiciens,  depuis  Fresnel,  ne  contestent  plus  l'existence.  Malgré 
les  grands  travaux  qui  la  préparent,  une  œuvre  aussi  vaste  ne  pouvait 
être  accomplie  par  un  seul  homme.  Lamé  savait  qu'il  n'y  mettrait 
pas  la  dernière  main,  mais  il  a  épuisé  ses  forces  à  l'attaquer  en  tous 
sens. 
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»  Les  auditeurs  de  la  Sorbonne  n'ont  pas  oublié  les  accents  géné- 
reux qui,  chaque  année,  au  début  de  son  cours,  les  conviaient  à  la 
tâche  pour  laquelle  il  eût  voulu  unir  les  efforts  de  tous.  Persuadé  que 
le  succès  était  proche,  peu  lui  importait  que  d'autres  atteignissent  le 
but  avant  lui,  pourvu  que  la  vérité  fut  révélée, 

»  Cet  enthousiasme  éloquent  par  lequel  il  stimulait  les  jeunes 
savants,  Lamé  le  portait  dans  toutes  les  questions  qui  intéressaient 
la  science;  il  nous  étonnait,  sans  jamais  froisser  personne,  par  l'ar- 
deur de  ses  convictions  et  l'élévation  passionnée  et  émue  de  sa  parole. 
On  sentait  en  toute  occasion,  sous  la  rigueur  du  géomètre,  l'imagina- 
tion brillante,  féconde,  poétique  parfois,  du  philosophe  et  la  généro- 
sité entraînante  et  dévouée  de  l'homme  de  bien. 

»  L'élévation  et  la  variété  de  son  œuvre  n'ont  jamais  altéré  la 
modestie  de  notre  excellent  confrère  ;  il  s'humiliait  devant  la  gran- 
deur des  problèmes  dont  il  ne  pouvait  détacher  ses  eflbrts  en  ré- 
servant pour  les  principes  seuls  de  ses  travaux  son  admiration  tout 
entière. 

»  L'avenir  prononcera;  mais  que  sa  cause  triomphe,  ou  que  ses 
espérances  s'évanouissent,  l'histoire  de  la  science  devra  lui  consacrer 
plus  d'une  page  et  saluer  à  plus  d'un  titre  les  œuvres  que  leur  solide 
beauté  ferait  survivre,  quoi  qu'il  puisse  arriver,  aux  hypothèses 
mêmes  qui  les  ont  inspirées.  » 


DISCOURS  DE  M.  COMBES. 

«  Le  corps  des  Ingénieurs  des  Mines,  dont  je  suis  ici  l'organe, 
lient  à  honneur  de  revendiquer  comme  l'un  des  siens  le  professeur 
illustre,  le  géomètre  éminent  dont  nous  venons  rendre  les  restes  mor- 
tels à  la  terre.  Les  premiers  travaux  de  Lamé  ont  été  publiés  dans  le 
Recueil  des  Annales  des  Mines,  de  18 19  à  i83o.  C'est  d'abord  un 
Mémoire  sur  une  nouvelle  manière  de  calculer  les  angles  des  cris- 
taux, où  l'auteur,  tout  en  reconnaissant  les  avantages  particuliers 
aux  considérations  purement  géométriques  appliquées  par  Haûy, 
montre  comment  l'analyse  de  Descartes  conduit  à  une  formule  géné- 
rale qui  embrasse  tous  les  cas  possibles.  Une  note  de  la  rédaction 
nous  apprend  que  cet  article  est  extrait  d'un  Ouvrage  de  Lamé,  ayant 
pour  titre  :  Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudra 
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les  problèmes  de  Géométrie,  et  les  rédacteurs  ajoutent  :  «  Cet  Ouvrage 
»  sera  lu  avec  un  grand  intérêt  par  les  personnes  qui  se  livrent  à 
M  l'étude  des  Mathématiques  ;  elles  y  trouveront  des  principes  géné- 
»  raux  dont  elles  pourront  faire  de  fréquents  usages  pour  la  solution 
))  des  problèmes.  »  Lamé  était  alors  élève  ingénieur  des  Mines.  Le 
tome  suivant  du  Recueil  renferme  des  extraits  du  Journal  du  voyage 
qu'il  fît  avec  M.  Tliirria  aux  usines  du  Creuzot  et  à  celles  de  \  ienue 
et  de  la  Voulte,  dans  la  vallée  du  Piliône. 

»  On  sait  qu'en  quittant  l'École  des  Mines,  Lamé  et  son  ami  Cla- 
peyron  partirent  pour  la  Ptussie,  où  ils  séjournèrent  jusqu'en  i83o, 
remplissant  à  la  fois  les  fonctions  de  professeurs  et  d'ingénieurs. 
Pendant  ces  dix  années,  ils  entretinrent  une  correspondance  suivie 
avec  plusieurs  membres  du  corps  des  Mines ,  particulièrement  avec 
M.  Baillet,  professeur  du  Cours  d'exploitation  des  Mines.  Lamé  écri- 
vait, en  1824,  à  cet  excellent  homme,  son  vénéré  maître  et  le  mien  : 
cf  Le  souvenir  des  leçons  dans  lesquelles  vous  m'avez  inspiré  le  goût  de 
»  la  Mécanique  pratique  me  fait  espérer  que  ce  que  je  prends  la  liberté 
»  de  vous  écrire  ici  ne  sera  pas  sans  intérêt  pour  vous.  » 

»  On  trouve  dans  cette  lettre  un  exposé  bref  et  élégant  du  calcul 
des  ponts  suspendus  en  chaînes  de  fer,  la  description  d'une  machine 
à  essayer  les  résistances  des  chaînes  à  la  rupture  et  à  l'extension,  et 
les  résultats  des  expériences  faites  sur  des  fers  de  diverses  prove- 
nances. L'année  suivante,  il  adressait  également  à  M.  Baillet  les  élé- 
ments principaux  du  projet  d'un  pont  en  chaînes  de  i  022  pieds 
d'ouverture  sur  la  Neva,  dressé  par  lui,  par  Clapeyron  et  par  Ba- 
zaine,  du  corps  des  Ponts  et  Chaussées  de  France,  engagé  comme  eux 
au  service  de  la  Russie. 

»  Ils  avaient  envoyé,  l'année  précédente,  à  l'Académie  des 
Sciences,  un  Mémoire  sur  la  stabilité  des  voûtes,  composé  à  l'occa- 
sion de  la  reconstruction  de  l'église  Saint-Isaac,  à  Saint-Pétersbourg, 
présentant  deux  portiques  semblables  à  celui  du  Panthéon  de  Rome, 
dont  chacun  devait  être  recouvert  par  une  voûte  en  berceau  et  en 
plein  ceintre,  et  par  deux  plates-bandes  latérales.  La  voûte,  de  plus 
de  4o  pieds  de  diamètre,  assise  sur  des  colonnades  sans  autre  massif 
latéral  pour  résister  à  la  poussée,  présentait  de  graves  difficultés  et 
des  doutes  avaient  été  élevés  sur  sa  stabilité.  Chargés  de  traiter  la 
question,  ils  étaldirent  une  théorie  qui,  au  jugement  de  l'illustre 
rapporteur  de  l'Académie,  M.  de  Prony,  offrait  des  résultats  eu- 
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rieux  et  nouveaux,  obtenus  par  une  analyse  conduite  avec  adresse 
et  élégance.  L'originalité  et  la  netteté  de  l'exposition  sont  égale- 
ment de  sa  part  l'objet  d'éloges  auxqiiels  l'Académie  s'associait 
en  1823,  et  qui  ont  été  consacrés  depuis  par  l'assentiment  de  tous 
les  ingénieurs. 

»  Le  Mémoire  sur  les  engrenages,  imprimé  en  1824,  et  resté  clas- 
sique dans  l'enseignement  des  machines,  se  distingue  par  les  mêmes 
qualités. 

))  En  1S28,  Lamé,  sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux  anté- 
rieurs de  Navier  et  de  Caucliy  sur  l'équilibre  intérieur  des  solides 
élastiques,  arriva  non-seulement  aux  mêmes  résultats  que  ces  illustres 
géomètres,  mais  encore  en  obtint  beaucoup  d'autres,  parmi  lesquels 
nous  citerons  la  découverte  des  surfaces  que  l'on  peut  appeler,  sui- 
vant l'expression  de  notre  savant  confrère  M.  de  Saint-Venant,  les 
deux  véritables  ellipsoïdes  des  pressions,  dont  l'un  donne  par  ses 
rayons  vecteurs  leurs  directions  et  intensités,  et  l'autre  par  ses  plans 
tangents  les  directions  des  faces  sur  lesquelles  agissent  ces  pressions. 
Son  beau  Mémoire,  écrit  en  Russie  en  commun  avec  Clapeyron, 
commença  à  élucider  une  matière  auparavant  difficile  à  aborder. 
Les  Leçons  sur  l'élasticité,  de  1802,  ont  complètement  éclairé  ce 
sujet  et  ont  approprié  les  principes  de  l'équilibre  intérieur  des  corps 
aux  applications  même  pratiques,  ainsi  que  le  montrent  les  récents 
Mémoires  de  savants  ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées  sur  l'équilibre 
des  terres  et  l'hydrodynamique  des  cours  d'eau. 

»  Le  Mémoire  de  1828  présente  d'admirables  exemples  d'intégra- 
tion des  équations  de  l'élasticité;  mais  le  plus  mémorable  est  la  ma- 
gnifique solution,  donnée  vingt  ans  plus  tard,  du  problème  de  la 
déformation  d'une  sphère  élastique  pleine  ou  creuse,  sollicitée  par 
des  forces  distribuées  d'une  manière  quelconque  à  sa  surface. 

))  Après  sa  rentrée  en  France  en  i83o,  Lamé,  devenu  professeur 
à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  néan- 
moins coopéré,  comme  ingénieur,  avec  son  ami  Clapeyron,  à  la 
grande  œuvre  de  la  construction  des  chemins  de  fer 5  il  a  pris  une 
part  elfective  et  considérable  aux  projets  et  à  l'exécution  de  ceux  de 
Paris  à  Saint-Germain  et  de  Paris  à  Versailles,  rive  droite. 

»  Lamé  n'a  donc  pas  été  seidement  un  géomètre  éminent  et  l'un 
des  écrivains  les  plus  distingués  de  notre  temps  :  ses  travaux  ont  eu 
et  auront  pour  l'art  des  constructions   des  conséquences  pratiques 
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dont  limportance  devient  chaque  jour  plus  manifeste j  sou  nom 
appartient  à  la  fois  à  l'histoire  de  la  science  pure  et  à  celle  des 
sciences  appliquées  par  les  ingénieurs  du  Corps  auquel  il  s'honorait 
d'appartenir.  C'est  parmi  eux  qu'il  a  choisi  celui  à  qui  il  a  confié  le 
bonheur  de  sa  fille,  et  qui  a  partagé  avec  elle  les  soins  pieux  dont  il 
a  été  entouré  dans  sa  vieillesse  et  sa  longue  maladie. 

»  Tous  ceux  d'entre  nous  qui  ont  eu  le  bonheur  de  connaître 
Lamé  l'aimaient  pour  les  excellentes  qualités  de  son  cœur,  autant 
qu'ils  l'admiraient  pour  les  grandes  et  brillantes  facultés  de  son 
esprit.  Sa  mémoire,  dont  nous  ne  séparerons  pas  celle  de  Cla- 
peyron,  restera  en  vénération  dans  le  Corps  des  ingénieurs  des 
Mines,  » 


DISCOURS  DE  M.  PUISEUX. 

(c  En  présence  de  cette  tombe  qui  va  se  refermer  sur  une  de  nos 
gloires  scientifiques,  vous  permettrez  aux  professeurs  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  d'exprimer  la  douleur  que  leur  cause  la  perte 
d'un  collègue  vénéré.  Chargé  de  leur  servir  d'organe,  j'essayerai  de 
remplir  cette  pieuse  mission  en  vous  disant  combien,  parmi  nous, 
les  travaux  de  M.  Lamé  étaient  admirés,  et  combien  aussi  était 
apprécié  son  noble  caractère. 

n  Attiré  vers  les  recherches  spéculatives  par  la  conscience  de  son 
génie,  M.  Lamé  s'était,  de  bonne  heure,  donné  tout  entier  à  la  science. 
Ses  premières  productions  le  placèrent  au  rang  des  maîtres.  Laplace, 
Fourier,  Poisson,  venaient  de  fonder  la  théorie  mathématique  de  la 
chaleur;  notre  illustre  collègue  sut  lui  donner  un  nouvel  essor.  Il 
aborda  victorieusement  des  questions  qui  avaient  arrêté  ses  célèbres 
devanciers,  et  les  méthodes  fécondes  qu'il  imagina  pour  les  résoudre 
ne  servirent  pas  seulement  à  perfectionner  cette  théorie  particulière  : 
elles  ouvrirent  une  voie  nouvelle  dans  les  recherches  de  Géométrie  et 
de  Physique  mathématique.  Admirablement  écrits  d'ailleurs,  ces 
premiers  Mémoires  de  M.  Lamé  peuvent  être  cités,  aussi  bien  que 
les  Ouvrages  qui  les  ont  suivis,  comme  des  chefs-d'œuvre  de  rigueur 
et  de  netteté,  comme  de  vrais  modèles  du  style  scientifique. 

i>  La  Physique  mathématique,  cette  science  de  création  toute  mo- 
derne, a  été  l'objet  principal  et  préféré  des  recherches  de  M.  Lamé, 
fl,  bien  que  nous  lui  devions  des  travaux  très-importants  sur  d'autres 
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sujets,  notamment  sur  la  théorie  des  nombres,  il  est  toujours  revenu 
à  ses  études  de  prédilection.  11  y  était  rappelé  d'ailleurs  par  son  en- 
seignement, et  les  leçons  qui  avaient  captivé  son  auditoire  de  la 
Sorbonne  devenaient  la matière  d'excellents  Traités,  où  presque  tout 
est  original,  et  qui  ont  puissamment  contribué  à  l'avancement  des 
hautes  études  mathématiques. 

»  M.  Lamé  avait  cette  passion  de  la  vérité  scientifique  qui  enfante 
les  découvertes  ;  les  progrès  de  la  science  excitaient  chez  lui  un  vif 
enthousiasrne  ;  il  rêvait  une  époque  où  les  lois  primordiales  du  monde 
matériel  se  dévoileraient  à  nos  yeux  ;  il  entrevoyait,  et  il  aimait  à  le 
croire  prochain,  le  moment  où  l'esprit  humain,  guidé  par  l'Analyse 
mathématique,  tirerait  d'un  petit  nombre  de  principes  certains  l'ex- 
plication rationnelle  des  phénomènes  physiques.  Même  à  ses  dtu- 
nières  leçons,  lorsque  les  infirmités  amenées  par  l'âge  et  le  travail 
inspiraient  déjà  de  vives  craintes  aux  admirateurs  de  son  talent, 
M.  Lamé  retrouvait,  dans  la  contemplation  de  ses  belles  perspec- 
tives, une  ardeur  toute  juvénile,  et  il  la  faisait  partager  à  ses  audi- 
teurs, 

»  Aussi  M.  Lamé  n'a  pas  seulement  écrit  des  Mémoires  et  des 
Livres  d'une  importance  capitale  dans  la  science;  il  a  formé  des  dis- 
ciples, et,  parmi  les  travaux  des  jeunes  géomètres  d'aujourd'hui,  il 
en  est  bien  peu  qui  ne  portent  la  trace  de  l'heureuse  influence  exercée 
par  l'éminent  professeur. 

»  Il  accueillait  d'ailleurs  les  débutants  avec  une  bienveillance 
qu'ont  éprouvée  plusieurs  de  ceux  qui  m'entendent  et  dont  j'ai  gardé 
pour  ma  part  un  précieux  souvenir.  Il  leur  apprenait,  par  son  exem- 
ple, à  chercher  dans  la  vie  autre  chose  que  la  fortune  et  la  satisfaction 
des  ambitions  vulgaires j  il  les  encourageait  en  même  temps  parla 
bonté  avec  laquelle  il  accueillait  leurs  travaux,  dès  qu'il  y  apercevait 
quelque  mérite.  De  tels  hommes  sont  rares,  et  leur  perte  est  pour 
nous  un  bien  juste  sujet  d'afiliction.  Mais  la  Providence,  qui  les  a 
suscités  pour  nous  servir  de  modèles,  les  récompense  sans  doute, 
dans  un  monde  meilleur ,  du  noble  usage  qu'ils  ont  fait  de  leurs 
hautes  facultés.  C'est  dans  cet  espoir  que  j'adresse  à  notre  regretté 
collègue  un  suprême  adieu.  » 
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COL'RS  DE  MATIIÉMATIHIJES  DU  COLLÈGE  DE  FRANCE  PENDANT  LE  SECOND  SEMESTRE. 

Mécanique  céleste.  —  M.  Serret,  membre  de  l'Institut,  conti- 
nuera à  traiter  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son 
centre  de  gravité.  Il  étudiera  ensuite  les  eiïets  de  la  précession  et  de 
la  nutation  sur  les  positions  apparentes  des  astres. 

Les  mardis  et  les  vendredis  à  lo  heures. 

Mathématiques,  —  M.  Liouville,  membre  de  l'Institut,  continuera 
à  traiter  de  diverses  questions  d'analyse. 
Les  lundis  et  samedis,  à  lo  heures. 

Physique  gékérale  et  mathématique.  —  M.  Bertrand,  membre  de 
l'Institut,  continuera  à  traiter  des  lois  mathématiques  relatives  à  la 
transformation  des  forces  physiques. 

Les  mardis  et  vendi'edis,  à  midi. 


CORRESPONDANCE. 

Extrait  d^une  lettre  de  M.  O.  Hesse.  —  ...  La  citation  cjue  vous 
faites  à  la  page  i5  du  Bulletin  me  remet  en  mémoire  un  travail  de 
jeunesse  dans  lequel  j'avais  revêtu  d'une  forme  peu  élégante  un 
tliéorèmc  en  réalité  digne  d'intérêt.  Mais  si  l'on  énonce  ce  théorème 
comme  il  suit  : 

«  Six  quelconques  des  huit  points  d'intersection  de  trois  surfaces 
»  du  second  ordre  peuvent  être  considérés  comme  les  sommets  d'un 
))  hexagone  gauche.  Les  trois  droites  menées  d'un  point  quelconque 
))  de  l'espace  et  telles  que  chacune  d'elles  rencontre  deux  côtés  op- 
»  posés  de  l'hexagone  déterminent,  si  l'on  joint  leurs  points  d'inter- 
))  section  avec  les  cotés  de  l'hexagone  dans  l'ordre  même  de  ces  côtés, 
))  un  nouvel  hexagone  inscrit  dans  le  premier  et  dont  les  côtés  se  trou^ 
n  vent  toujours  sur  un  hyperboloïde.  Les  deux  hexagones  inscrits, 
))  formés  de  cette  manière  avec  le  septième  et  le  huitième  point  d'in- 
))  tersection  des  trois  surfaces,  sont  situés  sur  le  même  hyperbo- 
»  loïde  », 

on  n'hésitera  pas  à  le  placer  sur  le  même  rang  que  le  théorème  de 
Pascal. 

De  même  que  le  théorème  de  Pascal  suffit  à  la  construction  d'un 
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sixième  point  d'une  conique,  quand  cinq  points  sont  déjà  donnés,  de 
même  le  théorème  précédent,  en  supposant  connues  les  propriétés 
de  riiyperboloïde,  apprend  à  construire  linéairement  le  huitième  point 
d'intersection  de  trois  surfaces,  quand  les  sept  premiers  sont  donnés. 
Il  existe  certainement  aussi,  entre  dix  points  d'une  surface  du  se- 
cond ordre,  une  relation  géométrique  semblable,  facile  à  énoncer 

Munich,  3o  avril  1870. 

D""  Otto  Hesse. 


Dans  notre  Compte  rendu  du  Journal  de  Mathèm,atique<^  pures  et 
appliquées,  nous  avions  attribué  à  M.  Liouville  l'intégrale  suivante  : 


X 


'  arc  inns^x   ,         7: , 
-^ —  dx=  -  loga. 

1  H-  a;  o 


M.  Catalan  nous  écrit  que  cette  formule  n'est  pas  nouvelle^  il  l'a 
déjà  donnée  dans  un  îMémoire  dont  voici  le  titre  :  Mémoire  sur  la 
transformation  des  séries  et  sur  quelques  intégrales  définies,  présenté 
à  l'Académie  royale  de  Belgique  le  i®""  avril  i865.  La  seconde  partie 
de  cet  élégant  travail  contient  les  valeurs  d'un  assez  grand  nombre 
d'intégrales  définies,  toutes  déduites  de  l'intégrale  définie  déterminée 
autrefois  par  MM.  Bertrand  et  Serret.  {Journal  de  M.  Liouville,  t.  VIII, 
p.  1105  t.  IX,  p.  436.) 

Nous  profitons  de  l'occasion  pour  indiquer  quelques  autres  Mé- 
moires que  le  nom  de  M.  Catalan  recommande  suffisamment  à  l'at- 
tention des  géomètres. 

Remarques  sur  l'équation  x" —  1=0.  (Extrait  des  Bulletins  de 
l'Académie  royale  de  Belgique,  1^  Série,  t.  XXIX,  n°  3,  1870.) 

Sur  les  roulettes  et  les  podaires.  (Même  Bulletin,  2"  Série,  t.  XXVII, 
n°2,  1869.) 

Sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce.  (Ibid.) 

Jury  du  Concours  quinquennal  des  Sciences  physiques  et  mathéma- 
tiques. Période  de  1864-68.  Rapport  à  M.  le  Ministre  de  l'Intérieur. 
Ce  Rapport  contient  principalement  une  analyse  des  beaux  travaux 
de  M.  Plateau,  que  le  Jury  a  proposé  pour  le  prix  quinquennal. 

Sur  quelques  sommations  et  transformations  des  séries.  (Extrait  des 
Atti  deir  Accademia  pontificia  de'  Nuovi  Lincei,  t.  XXIII,  séance  du 
i^""  mai  1870.) 
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M.  IMannheim  nous  communique  l'énoncé  du  théorème  suivant  : 

«  Si  l'on  transforme  une  surface  par  la  méthode  des  polaires  ré- 
»  ciproques,  les  lignes  asymptotiques  se  transforment  en  lignes 
j)  asymptotiques,  ou  plutôt  aux  lignes  asymptotiques  d'une  surface 
»  correspondent  les  développables  formées  par  les  tangentes  aux 
))  lignes  asymptotiques  de  la  réciproque.  » 

Ce  théorème  est  l'équivalent  du  suivant,  qui  est  sans  doute  connu 
de  tous  ceux  qui  étudient  sérieusement  la  Géométrie,  mais  qu'on 
n'énonce  pas  d'habitude. 

«  La  définition  des  tangentes  d'inflexion  (tangentes  coupant  la 
»  surface  en  trois  points  consécutifs)  est  dualistique.  Une  tangente 
))  quelconque  ne  coupe  la  surface  qa'en  deux  points  consécutifs,  et 
n  aussi  on  ne  peut  mener  par  cette  droite  que  deux  plans  tangents  à 
»  la  surface,  confondus  avec  celui  qui  la  contient.  Au  contraire,  si 
»  la  tangente  coupe  la  surface  en  trois  points  consécutifs,  trois  plans 
n  tangents  menés  par  cette  droite  à  la  surface  se  confondront  avec 
»   celui  qui  la  contient.  » 

Le  théorème  de  M.  Mannheim  trouve  d'ailleurs  une  belle  appli- 
cation dans  l'étude  de  la  surface  des  ondes,  qui,  comme  on  le  sait,  a 
ses  deux  nappes  réciproques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  ellip- 
soïde. 

G.  D. 


M.  Ph.  Gilbert,  professeur  à  l'Université  de  Louvain,  nous 
envoie  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  Belgique,  le  9  octobre 
1869,  sous  le  titre  : 

Sur  une  propriété  des  déterminants  fonctionnels  et  son  application  au 
développement  des  fonctions  implicites. 

On  trouvera  démontrée  dans  cet  élégant  travail  la  formule  que 
nous  avions  proposée  dans  une  JNote  insérée  aux  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXVIII,  1869,  p.  i34,  et  qui 
est  destinée  à  remplacer  la  formule  plus  compliquée  de  Laplace.  A  ce 
propos,  nous  communiquons  à  nos  lecteurs  une  remarque  que  nous 
devons  à  M.  Hermite  :  La  formule  qui  donne  le  terme  général  de  la  série 
de  Laplace  n'est  pas  exacte  pour  les  premiers  termes  du  développement. 
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RECTIFICATION. 

Dans  notre  article  sur  l'important  ouvrage  de  M.  Serret  (Paul),  Géométrie  de 
direction,  nous  avions  attribué  à  M.  Hesse  la  priorité,  non  de  la  méthode,  mais 
d'un  théorème  donné  par  M.  Serret  et  relatif  à  6  points  sur  une  conique  [voir 
p.  II).  Ce  théorème  se  trouve,  en  effet,  dans  les  Fier  Forlesungen  mis  der 
nnalytischen  Géométrie  de  M.  Hesse,  mais  il  avait  déjà  été  publié  par  M.  Paul 
Serret  dans  une  suite  d'articles  insérés  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
en  i865.  Le  petit  Traité  de  M.  Hesse  ne  date  que  d'octobre  1866.  Nous  deman- 
dons pardon  à  nos  lecteurs  et  à  M.  Serret  de  l'erreur  involontaire  que  nous 
avons  commise;  nous  n'osons  pas  répondre,  malgré  les  soins  que  nous  apportons 
à  cette  publication,  de  l'exactitude  de  toutes  les  indications  si  nombreuses  qu'il 
nous  faut  donner  régulièrement.  En  tous  cas,  nous  accueillerons  avec  reconnais- 
sance toutes  les  rectifications  qu'on  voudra  bien  nous  indiquer. 

.    G.  D. 

■m  lif»ig-a-0  itiTT- 
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OPPOLZER  (Th.).  —  Lehrbuch  zur  Bahnbéstimmung  deu  Kometen 
LND  Planeten.  Erster  Band.  —  Gr.  in-S^;  1870.  Leipzig,  Verlag 
von  W.  Engelmann.  Pr.  :  4  f  Thlr. 

M.  Oppolzer  vient  de  publier  la  première  Partie  de  ses  Leçons 
d'Astronomie  à  l'Université  de  Vienne;  cette  Paitie  a  pour  objet  la 
détermination  de  l'orbite  d'un  corps  céleste,  comète  ou  planète, 
d'après  trois  ou  quatre  observations. 

Ce  problème  a,  comme  on  sait,  provoqué  les  recbercbes  des  plus 
grands  géomètres  et  astronomes  :  au  commencement  de  ce  siècle, 
Gauss  en  a  donné,  dans  le  cas  des  planètes,  une  solution  merveilleuse 
de  simplicité,  d'élégance  et  de  précision  ;  c'est  en  grande  partie  d'a- 
près la  méthode  de  Gauss  qu'ont  été  calculées  les  orbites  des  cent  dix 
petites  planètes  découvertes  jusqu'ici  entre  Mars  et  Jupiter.  Divers 
perfectionnements  ont  été  successivement  apportés  à  la  méthode  par 
les  astronomes  qui  s'occupaient  de  ces  reclierclies.  M.  Oppolzer  les 
reproduit  avec  soin,  et  propose  lui-même  une  nouvelle  méthode  pour 
la  détermination  de  l'orbite  d'une  planète  d'après  trois  ou  quatre 
observations  ;  dans  les  cas  où  il  l'a  appliquée,  elle  l'emporte,  au  point 
de  vue  de  la  précision  et  de  la  rapidité,  sur  celle  de  Gauss.  Ne  serait-ce 
donc  qu'à  ce  titre,  son  Ouvrage  ne  fait  pas  double  emploi  avec  le  livre 
très-soigné  publié  récemment  sur  le  même  sujet  par  Watson  (*);  il 
est  appelé  à  rendre  des  services  utiles  aux  amis  de  l'Astronomie  ;  aussi 
pensons-nous  qu'on  désirera  voir  paraître  le  plus  promptement  pos- 
sible la  seconde  Partie,  celle  où  l'auteur  exposera  la  correction  des 
éléments  de  l'orbite  d'après  un  grand  nombre  d'observations,  et  en 
tenant  compte  des  perturbations  spéciales  produites  par  les  planètes 
voisines  du  corps  céleste  que  l'on  considère. 

Nous  allons  essayer  de  donner  une  idée  des  matières  traitées  dans 
le  premier  volume. 

La  première  Partie  (partie  préparatoire)  s'étend  jusqu'à  la  page  92  ; 
l'auteur  y  définit  d'abord  avec  précision  les  éléments  des  orbites  des 
comètes,  sans  faire  de  distinction  entre  le  mouvement  direct  et  le 
mouvement  rétrograde,  en  comptant  l'inclinaison  de  zéro  à  180  de- 

(*)  Watson,  Theorical  Astronomj;  Phiiadél^hie,  iS6^. 
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grés-,  il  met  en  regard  les  éléments  de  deux  orbites,  exprimés  dans  ce 
système  et  dans  l'ancien,  où  l'on  spécifie  la  nature  du  mouvement, 
direct  ou  rétrograde.  Il  s'occupe  ensuite  de  la  transformation  des 
coordonnées  écliptiques  en  équatoriales  ou  inversement,  donne  des 
exemples  numériques,  et  indique  les  précautions  à  prendre,  dans 
certains  cas,  pour  obtenir  toujours  la  plus  grande  précision,  par 
exemple  quand  les  latitudes  sont  très-faibles.  Il  rappelle  les  formules 
pour  passer  des  coordonnées  géocentriques  aux  héliocentriques  et 
les  formules  inverses,  celles  qui  permettent  de  tenir  compte  de  la 
parallaxe,  quand  on  connaît  la  distance  de  l'astre  à  la  Terre,  ou, 
quand  on  ne  la  connaît  pas,  en  introduisant,  dans  ce  dernier  cas,  le 
lieu  fictif;  en  opérant  ainsi,  on  a  l'avantage  de  pouvoir  tenir  compte 
tout  de  suite  de  la  latitude  du  Soleil. 

Pour  le  mouvement  dans  l'orbite  parabolique,  nous  trouvons,  à 
la  fin  du  volume,  la  Table  de  Barker  légèrement  modifiée  5  c'est  la 

Table  V,  qui  donne  la  valeur  de  M  =  -^  pour  les  valeurs  de  v  com- 

prises  entre  zéro  et  3o  degrés,  et  variant  de  minute  en  minute,  et  les 
valeurs  de  logM,  quand  v  est  compris  entre  3o  et  170  degrés;  la 
Table  VI  permet  d'appliquer  la  méthode  de  Bessel,  quand  l'anomalie 
vraie  est  trop  forte,  plus  grande  que  167  degrés,  et  elle  est  alors  d'un 
emploi  plus  commode  que  la  Table  de  Barker. 

Pour  les  orbites  voisines  de  la  parabole,  nous  voyons  mentionnées 
les  méthodes  de  Bessel  et  de  Brûnnow,  tandis  que  celle  de  Gauss  y 
est  traitée  en  détail  et  avec  des  exemples  numériques;  l'application 
de  cette  méthode  est  facilitée  par  l'emploi  des  Tables  V  et  \n. 

Les  derniers  Chapitres  de  la  première  Partie  ont  en  vue  les  cor- 
rections de  précession,  nutation  et  aberration. 

Nous  arrivons  à  la  deuxième  Partie,  la  détermination  des  orbites, 
et  d'abord  celle  des  orbites  paraboliques. 

Cinq  données  suffisant  pour  déterminer  une  orbite  parabolique,  la 
seconde  observation  sera  employée  seulement  à  fournir  une  relation 
entre  les  deux  quantités  nécessaires  à  fixer  la  position  d'un  grand 
cercle  auxiliaire  passant  parle  second  lieu  observé.  L'auteur  expose 
les  relations  connues  provenant  de  ce  que  les  trois  positions  de  la 
comète  sont  dans  un  plan  passant  par  le  Soleil,  et  il  en  tire  l'équation 

p"'=m4-Mp', 
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m  et  M  étant  des  fonctions  des  quantités  observées  et  des  secteurs 
triangulaires  compris  entre  le  Soleil  et  les  positions  de  la  comète 
prises  deux  à  deux. 

Il  démontre  ensuite  l'équation  d'Euler  (appelée  d'ordinaire  V équa- 
tion de  Lambert) ,  reproduit  une  transformation  élégante  d'Encke 
relative  à  cette  équation,  et  qui  permet  de  calculer  aisément  la  corde 
comprise  entre  deux  positions  de  la  comète,  quand  on  connaît  les 
distances  de  ces  positions  au  Soleil  et  le  temps  que  la  comète  emploie 
à  passer  de  Tune  à  l'autre.  Il  développe  en  séries  les  expressions 
des  secteurs  triangulaires,  détermine  l'ordre  de  petitesse  des  divers 
termes,  et  montre  très-bien  qu'on  aura  la  précision  désirable  si  l'on 
assujettit  le  grand  cercle  auxiliaire  à  passer  par  le  lieu  moyen  du 
Soleil;  c'est  la  méthode  d'Olbers  qui  donne  m  =  o,  et  simplement 
p'"=Mp'.  Si  le  grand  cercle  dont  on  vient  de  parler  coïncide  à  peu 
près  avec  celui  qui  passe  par  les  positions  extrêmes  de  la  comète,  la 
quantité  M  se  présente  presque  sous  la  forme  ^  ;  elle  est  mal  déter- 
minée. C'est  le  cas  d'exception  de  la  méthode  d  01b ers.  M.  Oppolzer 
cherche  à  déterminer  M  le  mieux  possible  par  un  choix  convenable 
du  grand  cercle,  et,  au  lieu  de  le  faire  passer  par  le  lieu  moyen  du 
Soleil,  il  trouve  qu'il  faut  le  prendre  perpendicidaire  au  grand  cercle 
mené  par  les  positions  extrêmes  de  la  comète.  Mais  alors  il  perd  la 
forme  simple  d'Olbers;  m  n'est  plus  nul,  et  il  a 

p"'=m-\-Mp'. 

Cela  constitue  donc  une  méthode  qu'il  propose  pour  remplacer  celle 
d'Olbers,  mais  seulement  dans  le  cas  d'exception. 

En  cherchant,  d'après  Clausen,  avec  quelle  précision  se  trouvent 
déterîninés  les  éléments  dans  la  méthode  d'Olbers,  il  montre  que  la 
sienne  (pour  le  cas  d'exception)  est  de  beaucoup  préférable  à  celles 
qu'ont  proposées  pour  le  même  cas  Encke  et  Klinkerfues. 

Puis  ^ient  le  calcul  de  p'  par  une  série  d'hypothèses  et  d'inter- 
polations; les  formules  sont  appliquées  à  la  comète  III  de  1867  d'après 
la  méthode  d'Olbers  et  d'après  celle  de  l'auteur.  On  trouve  ensuite 
le  calcul  usuel  des  éléments  à  l'aide  de  p'  et  p"\  et  le  moyen  de  faire 
une  première  correction  de  l'orbite,  quand  le  lieu  moyen  calculé  ne 
coïncide  pas  avec  le  lieu  moyen  observé  ;  on  modifie  convenablement 
la  valeur  de  M. 

Enfin  l'auteur  traite   avec  facilité  une  question  intéressante,  la 

'4. 
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détermination  de  l'orbite  parabolique  d'un  essaim  d'étoiles  filantes, 
d'après  la  connaissance  du  point  radiant. 

Détermination  de  l'orbite  d'une  planète  d'après  trois  observations: 
Méthode  de  Gauss.  —  M.  Oppolzer  arrive  rapidement,  avec  Gauss  et 
Hansen,  à  l'équation 

Kcosp"p"=&o-^, 

où  K,  |S",  &o^  Co  sont  des  fonctions  des  données  de  l'observation;  le 
développement  en  série  de  Q  lui  montre  que,  dans  la  première  ap- 
proximation, on  peut  prendre 

et  même  il  ajoute,  avec  Encke,  un  petit  terme  de  l'ordre  de  ceux 
négligés,  mais  qui  est  souvent  plus  sensible,  et  du  reste  aisé  à  cal- 
culer. 

Les  cas  d'exception  de  la  métbode  de  Gauss  sont  exposés  avec 
détail  5  avant  tout,  les  intervalles  des  observations  ne  doivent  pas 
être  trop  petits  ;  dans  le  cas  d'une  planète,  il  faut  généralement  que 
le  mouvement  géocentrique  soit  d'au  moins  i  ou  2  degrés,  et  4  de- 
grés dans  le  cas  d'une  comète.  Il  faut,  en  second  lieu,  que  le  grand 
cercle  qui  passe  par  les  positions  extrêmes  de  la  planète  et  celui  qui 
contient  les  lieux  moyens  de  la  planète  et  du  Soleil  ne  se  coupent 
pas  sous  un  angle  trop  voisin  de  zéro  ou  de  1 80  degrés.  C'est  cet  angle, 
en  quelque  sorte  le  poids  de  la  détermination  de  l'orbite,  que 
M.  Hansen  voudrait  toujours  voir  figurer  à  côté  des  éléments.  M.  Op- 
polzer propose  avec  raison  de  prendre  pour  critérium  le  produit  du 
sinus  de  l'angle  précédent  par  le  sinus  de  la  distance  des  lieux 
moyens  de  la  planète  et  du  Soleil.  En  dernier  lieu,  les  latitudes  de 
la  planète  ne  doivent  pas  être  trop  petites. 

L'auteur  donne  des  formules  qui  ne  sont  pas  sujettes  à  exception, 
tout  en  étant  assez  simples,  pour  déduire  p'  et  p'"  de  p"  supposé  connu. 

Il  fait  voir  ensuite,  d'après  V.  Knorre,  que,  dans  les  liypotlièses 
successives,  on  peut  se  contenter  de  faire  varier  Q,  sans  cbanger  en 
même  temps  P  et  Q,  comme  le  fait  Gauss.  La  suite  du  calcul  est  à 
peu  près  la  même  que  dans  le  Theoria  motus  j  mentionnons  cepen- 
dant la  fraction  continue  de  M.  Hansen,  qui  très-souvent  oifre  le 
moyen  le  plus  expéditif  pour  le  calcul  de  v}  —  i . 

Vient  ensuite  un  résumé  des  formules,  avec  distinction  du  cas  où 
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l'orbite  est  coinplétement  inconnue  (et  où  l'on  ne  peut  pas  corriger 
d'abord  de  l'aberration)  et  de  celui  où  elle  est  approximativement 
connue,  et  enfin  une  application  numérique  à  la  planète  Elpis. 

Citons  encore  la  détermination  des  éléments  dans  le  cas  d'une 
orbite  voisine  de  la  parabole,  et  son  application  à  la  comète  III 
de  1862. 

Détermination  de  V orbite  d'une  planète  d'après  trois  observations: 
Méthode  de  M.  Oppolzer.  —  L'auteur  a  trouvé  une  nouvelle  solution 
qui  lui  semble  surpasser  les  méthodes  connues  sous  le  rapport  de  la 
précision  et  de  la  rapidité.  Ainsi,  dans  l'exemple  de  Cérès  rapporté 
par  Gauss,  et  où  l'on  embrasse  un  intervalle  de  temps  de  deux  cent 
soixante  jours,  la  convergence  des  approximations  est  si  faible,  que, 
après  trois  hypothèses,  le  résultat  n'est  pas  satisfaisant;  grâce  à  un 
calcul  d'interpolation,  la  quatrième  hypothèse  approche  assez  de  la 
vérité;  néanmoins  une  cinquième  est  encore  nécessaire,  et,  sans  le 
calcul  d'interpolation,  il  n'aurait  pas  fallu  moins  de  neuf  hypothèses. 
Dans  la  nouvelle  méthode,  deux  hypothèses  suOisent  le  plus  souvent, 
et  la  troisième  donne  toute  la  précision  qu'on  peut  espérer  avec  les 
Tables  à  sept  décimales.  Les  calculs  préparatoires  sont  moins  longs, 
et  chaque  hypothèse  ne  demande  pas  plus  de  temps  que  dans  la  mé- 
thode de  Gauss.  A  l'appui  de  ce  qu'il  avance,  l'auteur  reproduit  in 
extenso  le  calcul  de  l'orbite  de  Cérès. 

Indiquons  en  quelques  mots  l'esprit  de  la  méthode.  On  a 

p"'=  (!)'"+  (  II  fx  -f-  (  III  Y'xy, 
les  coefficients  étant  connus,  et  a;  et  y  ayant  les  valeurs 


[r'+r'")- 

On  néglige  d'abord  y  et  l'on  suppose  x  =  o,  04  •,  on  calcule  p'  et  p"\ 
puis  r'  et  r'",  et  a?;  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  égale  en  général  à  o,o4  ; 
par  une  série  d'hypothèses  et  d'interpolations,  et  en  tenant  compte 
de  y  et  de  petites  quantités  négligées  dans  p'  et  p'",  on  arrive  rapi- 
dement à  la  vraie  valeur  de  x^  y^  p'  et  p'"^  après  quoi  on  rentre  dans 
les  méthodes  ordinaires. 

L'auteur  fait  une  application  de  ses  formules  à  la  planète  Hélène. 

Détermination  d'une  orbite  d'après  quatre  observations.  —  C'est  à 
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cette  méthode  qu'on  doit  avoir  recours  quand  les  latitudes  sont  pe- 
tites; on  a  alors  deux  données  de  trop.  Gauss  met  de  côté  les  latitudes 
des  observations  extrêmes.  M.  Oppolzer,  au  contraire,  regarde  les 
observations  extrêmes  comme  complètes,  et,  quant  aux  observations 
intermédiaires,  chacune  n'intervient  que  pour  fournir  une  relation 
entre  les  quantités  nécessaires  à  fixer  les  positions  de  deux  grands 
cercles  auxiliaires  passant  par  les  lieux  moyens  de  la  planète.  Le 
sens  de  la  méthode  est  semblable  à  celui  de  la  nouvelle  méthode  dans 
le  cas  de  trois  observations.  Les  distances  de  la  planète  à  la  Terre, 
dans  les  positions  extrêmes,  sont  encore  exprimées  en  fonction  des 
données  de  l'observation,  et  des  deux  inconnues  x  et  y^  puis  on  fait 
les  hypothèses  successives.  Quant  aux  cercles  auxiliaires,  on  les 
prendra  généralement  perpendiculaires  sur  l'écliptique.  En  opérant 
ainsi,  le  calcul  n'est  guère  plus  long  que  dans  le  cas  de  trois  obser- 
vations. 

L'auteur  fait  un  résumé  des  formules,  et  les  applique  à  Vesta  et 
Elpis. 

F.  Tisserand. 


PAUL  MANSION,  docteur  ès  sciences  physiques  et  mathématiques ^ 
chargé  du  cours  d'Analyse  infinitésimale  à  l'Université  de  Gand. 
—  Théorie  de  la  multiplication  et  de  la  transformation  des 
FONCTIONS  elliptiques.  Essai  d'exposition  élémentaire. —  Gr.  in-8°, 
I20  p.  Paris,  Gauthiers-Villars 5  et  Gand,  Hoste.  Prix  :  /i^^So. 

Depuis  une  quarantaine  d'années,  les  fonctions  elliptiques  ont  été 
l'objet  de  nombreux  travaux,  entrepris  sur  tous  les  points  de  cette 
belle  théorie.  Il  serait  très-désirable  qu'un  géomètre  habile  voulût 
bien  consacrer  ses  soins  à  une  œuvre  d'exposition  complète,  destinée 
à  remplacer  l'Ouvrage  trop  ancien  de  l'illustre  Legendre.  Cette  habi- 
tude d'écrire  de  grands  Traités  sur  les  différentes  parties  de  la 
science  paraît,  malheureusement,  perdue  aujourd'hui;  et,  à  part 
quelques  heureuses  exceptions,  les  géomètres  éminents,  loin  d'imiter 
Euler,  Lagrange,  Laplace,  Legendre,  Monge,  etc.,  préfèrent  con- 
denser le  résultat  de  leurs  recherches  personnelles  dans  des  Mémoires 
écrits  souvent  avec  trop  de  concision  et  ne  contenant  que  les  résul- 
tats essentiels  de  leurs  études.  Pourtant,  par  suite  du  développement 
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actuel  des  travaux  scientifiques,  rien  ne  serait  plus  nécessaire  aujour- 
d'hui que  ces  Ouvrages  complets,  servant  de  point  de  repère  aux 
érudits,  et  contribuant  d'une  manière  considérable  à  l'instruction  des 
géomètres  et  aux  progrès  des  recherches  ultérieures.  Les  Ouvrages 
de  M.  Salmon,  pour  ne  citer  qu'un  exemple,  n'ont  pas  seulement 
été  utiles  aux  élèves;  ils  ont  rendu,  même  aux  savants,  de  véritables 
services,  comme  l'attestent  les  nombreuses  citations  qu'on  rencontre 
dans  tous  les  Recueils  de  Mémoires  mathématiques. 

Le  livre  dont  nous  avons  à  rendre  compte  traite  seulement  de  la 
multiplication  et  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques,  et 
môme  l'auteur  a  volontairement  laissé  de  côté,  les  réservant  sans 
doute  pour  un  autre  Travail,  un  grand  nombre  de  questions  se  ratta- 
chant à  cette  théorie,  telles  que  la  multiplication  complexe,  l'intro- 
duction dans  la  transformation  des  fonctions  0,  les  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  satisfont  le  numérateur  et  le  dénominateur  des 
fractions  rationnelles  qu'on  rencontre  dans  cette  étude.  M.  Mansion 
s'est  proposé  pour  but  principal  de  donner  la  démonstration  rigou- 
reuse et  complète  des  formules  relatives  à  tous  les  cas  de  la  multipli- 
cation et  de  la  transformation.  Les  principes  relatifs  aux  fonctions 
imaginaires  ont  permis  à  MM.  Briot  et  Bouquet  d'introduire,  dans 
l'exposition  de  ce  problème,  un  haut  degré  de  simplicité.  M.  Mansion 
s'est  proposé  d'atteindre  le  même  résultat  sans  s'appuyer  sur  des 
théories  aussi  élevées,  et  en  n'employant,  à  peu  près  comme  l'a  fait 
Abel,  que  le  principe  de  la  double  périodicité  et  les  règles  élémen- 
taires de  l'Analyse.  Son  ouvrage,  écrit  avec  une  parfaite  connaissance 
du  sujet,  sera  donc  très-profitable,  notamment  aux  personnes  qui  ne 
connaissent  les  fonctions  elliptiques  que  par  les  Traités  élémentaires 
et  qui  désirent  en  faire  une  étude  plus  approfondie  et  plus  détaillée. 

Un  grand  nombre  de  notes  et  d'indications  bibliographiques  té- 
moignent de  l'érudition  et  du  soin  que  l'auteur  a  apportés  à  son 
travaiL  Enfin  une  Introduction  de  36  pages  est  consacrée  à  l'analyse 
des  principaux  écrits  sur  la  multiplication  et  la  transformation.  Le 
lecteur  pourra  donc  reconnaître  sans  effort  les  points  de  l'exposition 
qui  appartiennent  à  l'auteur  et  ceux  qu'il  doit  à  ses  prédécesseurs 

dans  l'étude  de  cette  belle  question. 

G.  D. 
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être  produites  par  l'emploi  de  cette  unité  d'électricité.  Ce  nombre 
est  identique  avec  la  chaleur  de  combustion  de  i  gramme  d'hydro- 
gène (à  zéro  et  0^,760)  dans  l'oxygène,  sous  la  condition  que  la 
vapeur  produite  soit  transformée  en  eau  à  zéro.  La  moyenne  des  ex- 
périences conduit  au  nombre  33653. 

Weiss  (E.).  —  Rapport  sur  l'Expédition  autrichienne  pour  l'obser- 
vation de  V  éclipse  totale  de  Soleil  de  1868  à  Aden.  —  VII.  Observations 
d''étoiles  filantes  à  Aden.  (i5  p.,  i  pi.) 

WiNCKLER  (A.).  — Sur  quelques  intégrales  multiples.  (9p.) 
Réduction  de  certaines  intégrales  multiples,  portant  sur  des  fonc- 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  M]M.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 
T.  LXX. 

IS°  i6.  Séance  da  18  avril  1870. 

M.  Moutard.  —  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 

du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  (Mémoire  présenté.) 

L'Extrait  inséré  nous  permet  de  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 

(*)  Voir  Bulletin,  p.  i54. 
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des  résullats  obtenus  par  M.  Moutard.  Ce  géomètre  a  entrepris  l'étude 
minutieuse  de  la  forme  la  plus  élémentaire  dont  soit  susceptible 
l'intégrale  générale  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes,  à  savoir  :  celle  qui  consiste  en 
une  relation  unique  entre  les  trois  variables,  deux  fonctions  arbi- 
traires de  quantités  distinctes  formées  explicitement  avec  les  trois  va- 
riables, et  les  dérivées  en  nombre  limité  de  ces  fonctions  arbitraires, 
les  arbitraires  n'entrant  d'ailleurs  sous  aucun  signe  d'intégration. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  M,  Moutard  donne  la 
forme  générale  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  pré- 
cédente, et  indique  comment  on  peut  en  effectuer  l'intégration.  La 
question  est  ramenée  dans  cette  première  Partie  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  de  Laplace. 

Dans  la  deuxième  Partie,  l'auteur  construit  l'équation  de  Laplace 
la  plus  générale,  susceptible  d'être  intégrée  entièrement  sous  forme 
finie,  avec  deux  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  en  nombre  dé- 
terminé metn. 

Enfin,  dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Moutard  exa- 
mine les  équations  particulières  de  la  forme 

et  cherche  dans  quel  cas  on  peut  en  déterminer  l'intégrale  en  termes 
finis.  Il  a  trouvé  la  solution  complète  de  ce  problème,  qui  se  pré- 
sente dans  plusieurs  recherches  géométriques. 

Au  reste,  nous  aurons  l'occasion  de  revenir  sur  cette  importante 
étude,  quand  elle  aura  été  publiée. 

M.  G.  QuESJVEVTLLE.  —  Remarque  relative  à  une  Note  M.  C.  Flam- 
marion sur  la  loi  du  mouvement  de  rotation  des  planètes. 

NM7.  Séance  du  25  avril  1870. 

M.  Delaxjnay.  —  Découverte  d'une  petite  planète  à  V Observatoire 
de  Marseille. 

M.  Faye.  —  Sur  V observation  spectrale  des  protubérances  solaires. 
(Travaux  de  M.  Respighi.) 

M.  Faye.  —  Sur  les  procédés  d'observation  photographique  proposés 
par  M.  Paschenpour  le  prochain  passage  de  Vénus. 
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M.  DE  Saint-Venant.  —  Comparaison  des  évaluations  de  la  poussée 
des  terres  par  la  considération  rationnelle  de  l'équilibre  limite,  et  par 
l'emploi  du  principe  dit  de  moindre  résistance,  de  Moseley. 

M.  DuRRANDE.  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre. 

M.  Flammarion.  —  Réponse  à  une  observation  relative  à  la  loi  du 
mouvement  de  rotation  des  planètes. 

M.  Chasles.  —  Nouvel  énoncé  d'un  théorème  de  M.  Spottiswoode. 

«  Chaque,  point  d'une  surface  est  sextactique  en  dix  des  sections 
faites  par  les  plans  d'un  faisceau  dont  l'axe  passe  par  le  point.   » 

M.  Spottiswoode  entend  par  sextactique  un  point  d'une  courbe 
qui  admet  une  conique  osculatrice  au  cinquième  ordre.  C'est  l'ex- 
pression dont  il  s'est  servi,  ainsi  que  ^I.  Cayley,  dans  plusieurs  Mé- 
moires importants. 

Sous  cette  nouvelle  forme,  le  théorème  est  à  l'abri  des  objections 
que  nous  lui  avons  adressées.  (Voir  Bulletin,  p.  i55.) 

M.  Chasles  fait  hommage  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  Cremona, 
d'un  Mémoire  en  italien,  extrait  des  Comptes  rendus  de  V Institut  royal 
Lombard  (2®  série,  t.  III)  sur  les  ay  droites  d'une  surface  de  troi- 
sième ordre,  sujet  qui,  depuis  quelques  années,  n'a  pas  cessé  d'oc- 
cuper les  géomètres,  et  sur  lequel  M.  C.  Jordan^  notamment,  a 
adressé  quelques  Communications  à  l'Académie  [Comptes  rendus, 
12  avril  1869,  p.  865;  i4  février  1870,  p.  Saô),  que  cite  M.  Cre- 
mona. 

N°  18.  Séance  da  2  mai  1870. 

M.  le  Président  informe  l'Académie  de  la  perte  qu'elle  vient  de 
faire  dans  la  personne  de  M.  Lamé,  décédé  le  i*""  mai. 

M.  l'abbé  Aoust   —  Sur  les  roulettes  en  général. 

L'auteur  étudie  le  roulement  d'une  courbe  gauche  sur  une  autre 
défini  par  la  condition  qu'à  chaque  instant  les  plans  osculateurs 
des  deux  courbes  au  point  de  contact  coïncident.  Le  mouvement  de 
la  courbe  mobile  rentre  donc  dans  la  classe  de  ceux  qui  se  compo- 
sent d'une  suite  de  rotations.  Il  nous  semble  qu'on  peut  obtenir  de 
tels  mouvements  d'une  manière  générale,  en  faisant  rouler  sur  une 
surface  gauche  une  surface  gauche  applicable  sur  la  première,  de 
manière  qu'à  chaque  instant  les  génératrices  correspondantes  coin- 
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cident.  Alors  toute  ligue  géodésique  de  la  surface  mobile  roulerait 
sur  la  géodésique  correspoudaute  de  la  surface  lixe,  suivant  le  mode 
indiqué  par  M.  l'abbé  Aoust.  Les  théorèmes  intéressants  que  donne 
d'ailleurs  ce  géomètre  comprennent  comme  cas  très-particuliers  ceux 
qu'on  connaissait  déjà  sur  les  roulettes  planes  et  sphériques. 

M.  Breton  (de  Champ).  —  Sur  les  lignes  de  plus  grande  pente  à 
déclivité  maximum  ou  minimum. 

L'auteur  démontre  que  de  telles  lignes  ont  toujoui^s  pour  projec- 
tion horizontale  une  ligne  droite. 

N°19.  Séance  dn  9  mai  1870. 

M.  Mannheim.  —  Quelques  résultats  obtenus  par  la  considération 
du  déplacement  infiniment  petit  d'une  surface  algébrique. 

«  Steiner,  dans  un  Mémoire  sur  les  courbes  et  les  surfaces  algé- 
briques (*),  a  cherché  le  nombre  des  normales  qu'on  peut  abaisser 
d'un  point  sur  une  courbe  algébriqvie  ou  sur  une  surface  algébrique. 
Pour  une  courbe  de  degré  m,  il  arrive  de  trois  manières  à  montrer 
que,  d'un  point,  on  peut  mener  à  cette  courbe  m^  normales.  Son  pre- 
mier procédé  consiste  à  déplacer  infiniment  peu  la  courbe  autoiu-  du 
point  donné;  les  m^  points  d'intersection  de  la  courbe  considérée 
dans  sa  première  position  et  dans  sa  position  voisine,  sont  les  pieds 
des  normales  cherchées. 

»  Steiner  n'a  pas  étendu  ce  procédé  au  cas  de  l'espace.  M.  August 
a  fait  connaître  cette  généralisation  (**)  i  il  considère  pour  cela  deux 
déplacements  infiniment  petits  autour  de  deux  droites  quelconques 
issues  du  point  où  l'on  veut  mener  les  normales. 

»  Je  me  propose  de  montrer  comment,  daus  l'espace,  l'emploi  de 
déplacements  infiniment  petits  conduit  non-seulement  au  nombre 
de  normales  qu'on  peut  abaisser  d'un  point  sur  une  surface  algé- 
brique, mais  encore  à  quelques  autres  résultats  nouveaux,  n 

Après  les  quelques  lignes  qui  précèdent  et  qui  forment  le  début 
de  la  Communication  de  M.  Mannheim,  nous  indiquerons  les  théo- 
rèmes suivants  : 

«  Les  pieds  des  normales  abaissées  de  tous  les  points  d'une  droite 
sur  une  surface  de  degré  m  appartiennent  à  une  courbe  de  degré  m' . 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  XLIX;  — Journal  de  M.  Lwiwille,  t.  XX. 
(**)  Journal  de  Crcllc-Dorchardt,  t.  LXVIII,  p.  242. 
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»  Les  normales  forment  une  surface  gauche  d'ordre  m'. 

))  Il  y  a  donc  m^  normales  rencontrant  deux  droites. 

))   II  y  a  m'a/3  normales  rencontrant  deux  courbes  d'ordres  a  et  (3.  )> 

M.  C.  Jordan.  —  Sur  la  division  des  fonctions  hyperelliptiques. 

Nous  citerons  seulement  le  théorème  suivant  : 

«  Si  l'on  connaissait  l'une  des  racines  de  l'équation  X„  de  la  divi-  ■ 
sion  en  p  parties  égales  des  fonctions  à  an  périodes,  on  obtiendrait 
les  autres  en  résolvant  :  i°  une  équation  X„_t  analogue  à  celle  de  la 
division  en^  parties  des  fonctions  à  2n  —  2  périodes  ;  2"  une  équa- 
tion abélienne  de  degré  p  —  i  ;  3°  an —  i  équations  abéliennes  de 
degré  p. 

M.  Allégret.  —  Note  sur  rexistence  de  nouvelles  classes  renfermant 
chacune  un  nombre  illimité  de  courbes  algébriques  planes,  dont  les  arcs 
offrent  une  représentation  exacte  de  la  fonction  elliptique  de  première 
espèce. 

M.  Valson.  —  Étude  sur  les  actions  moléculaires^  fondée  sur  la 
théorie  de  l'action  capillaire. 


TRANSACTIONS   of  the   Cambridge  Philosophical  Society.   — 
In-4°.  T.  XI,  1866-69. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  l'involution.  (18  p.) 
U,  U',  U". . .  représentant  des  quantiques,  et  A,  X',  X", . . .  des  con- 
stantes, les  quantiques  sont  dits  en  involution,  s'ils  satisfont  à  une 
équation  linéaire  de  la  forme 

XU-t-X'U'  +  X"U"+...  =  o. 

En  particulier  le  lieu  de  l'équation  U  -|-  k\  =  o  est  en  involution 
avec  les  lieux  U  =:  o,  V=  o.  M.  Cayley  s'occupe  surtout,  dans  ce 
Mémoire,  des  points  singuliers  du  lieu  U  -4-  fc  V  =  o. 

Cayley  (A.).  —  Sur  un  cas  de  Vinvolution  des  courbes  du  troisième 
degré.  (42  p-) 

Ce  Mémoire  se  rapporte  à  l'involution 

xyz  H-  l{{x  -I- j-f-  zY{'kx  -\-  [J-y  -^  vz)  =  o. 

Voir  le  Mémoire  précédent,  ainsi  que  les  deux  Mémoires  du  même 
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auteur  :  On  the  Cubic  Centres  of  a  Une  tcith  respect  to  three  lAnes  and 
a  Line,  insérés  dans  le  Philosophical  Magazine,  t.  XX,  p.  4 1 8-423 
(1860),  et  t.  XXn,  p.  433-436  (1861). 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  classificaHon  des  courbes  du  troisième  degré. 
(48  p.,  2  pi.) 

Exposition  des  classifications  établies  par  Newton,  Stirling,  Mur- 
doch,  puis,  sur  des  bases  nouvelles,  par  Plûcker,  dans  son  System 
der  analytischen  Géométrie  (i835).  L'auteur  développe,  plus  que  ne 
l'a  fait  Plùcker,  la  théorie  de  la  division  en  groupes. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  cônes  et  les  courbes  du  troisième  degré. 

(16  p.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  au  développement  du  théorème  établi 
par  Newton  dans  son  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis.,  que  toutes 
les  courbes  du  troisième  degré  peuvent  être  considérées  comme  des 
projections  coniques  des  cinq  paraboles  divergentes. 

De  Morgan  (A.).  —  Sur  V infini  et  sur  le  signe  d'égalité.  (45  p.) 

De  Morgan  (A.).  —  Théorème  concernant  les  séries  neutres.  (i3  p.) 
M.  de  Morgan  appelle  ainsi  les  séries  telles  que  i  —  iH-i  —  i-H..., 
qui  forment  le  passage  entre  les  séries  dont  la  somme  converge  vers 
une  limite  déterminée,  et  celles  dont  la  somme  croit  à  l'infini.  La 
question  qui  fait  l'objet  de  ce  Mémoire  est  de  savoir  si  une  telle 
série  ne  provient  pas  toujours  du  développement  d'une  fonction 
qui,  pour  la  valeur  considérée  de  la  variable,  tend  vers  la  limite  \. 

De  Morgan  (A.).  —  Sur  l'histoire  des  origines  des  signes  ■+-  et  — . 
(10  p.) 

Clifton  (R.-B.).  —  Note  sur  le  Mémoire  précédent.  (6  p.) 

M.  de  ]Morgan  a  trouvé  l'indication  de  ces  signes  dans  un  Ouvrage 

plus  ancien  de  près  de  quarante  ans  que  le  livre  de  Rudolf,  et  publié 

en  1489  par  Johannes  Widman,  d'Egra. 

Todhunter  (L).  —  Sur  la  méthode  des  moindres  carrés.  (20  p.) 
Laplace  a  étudié  la  méthode  des  moindres  carrés  dans  sa  Théorie 
des  probabilités,  pour  les  seuls  cas  de  la  détermination  d'un  et  de  deux 
éléments  d'après  un  grand  nombre  d'observations ,  et  il  annonce, 
sans  le  justifier,  que  son  analyse,  déjà  très-compliquée  pour  le  cas 
de  deux  éléments,  pourrait  s'étendre  à  un  nombre  quelconque  d'élé- 
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ments.  M.  Todliunter,  dans  son  Histoire  du  calcul  des  probabilités  (*),' 
(p.  578),  a  présenté  des  recherches  sur  le  cas  général  du  problème, 
en  se  servant  d'une  méthode  toute  dilïérente  de  celle  que  Laplace  a 
employée  pour  deux  éléments.  Dans  le  présent  Mémoire,  il  démontre 
un  résultat  remarcpiable,  que  Laplace  n'avait  fait  qu'énoncer  dans 
le  premier  Supplément  à  son  Ouvrage.  11  développe  ensuite  le  procédé 
de  Laplace  relatif  à  deux  éléments,  et  en  déduit  plusiem^s  résultats 
qui  s'appliquent  à  des  éléments  en  nombre  quelconque. 

De  Morgan  (A.).  —  Sur  la  racine  dune  fonction  quelconque,  et 
sur  les  séries  neutres  (  2^  Mémoire).  (28  p.) 

Démonstration  du  théorème,  que  toute  équation  9(w)  =  o,  dans 
laquelle  cf'(w)  peut  se  mettre  sous  la  forme  l?-hQ\J  —  i,  admet 
au  moins  une  racine. 

Cayley  (A.).  —  Sur  certaines  surfaces  gauches.  (i3  p.) 
Le  but  de  ce  Mémoire  est  d'introduire  certaines  modifications  aux 
considérations  employées  par  M.  J.  de  la  Gournerie,  dans  son  livre 
intitulé  :  Recherches  sur  les  surfaces  réglées  tétraédrales  symétriques, 
avec  des  notes  par  A.  Cayley.  (In-8°,  Paris,  1867.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  six  coordonnées  d'une  ligne.  (34  p) 
En  désignant  par  p,  q,  r,  s,  t,  u  les  six  déterminants  que  l'on  peut 
former  avec  le  tableau  d'éléments 

X,     j,      Z,      iV 

a,     p,     y,     $ 


on  a  identiquement 


ps  +  qt  -¥-  ru  =  0. 


La  considération  du  cône  représenté  par  une  équation  homo- 
gène V  =  o  entre  les  six  coordonnées  p,  g,  r,  s,  <,  w  a  déjà  conduit 
l'auteur,  il  y  a  plusieurs  années,  à  de  nombreux  et  importants  ré- 
sultats. Ces  coordonnées  sont  les  mêmes  qu'a  employées  Pliicker, 
dans  son  remarquable  Mémoire  :  On  a  new  Geometry  of  Space  [Phil, 
Trans.j  i865,  p.  725-791),  mais  en  suivant  une  marche  toute  diflfé- 


(*)  A  History  of  the  Mathematical   Theorj  of  Probabilitj  from  the   Time  of  Pascal 
to  that  of  Laplace.  Cambridge  and  London,  i865.  ln-8°,  xvi-G?^  P-  Prix  :  18  shillings, 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  l.  (.luillet  1870.)  ï5 
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rente.  Voy.  encore  le  Mémoire  de  Lûroth  :  Zur  Théorie  der  wind- 
schiefen  Flàchen  {Journal  de  Crelle -  Borchardl ,  t.  LXVII,  1867, 
p.  i3o-i52).  M.  Cayley  applique  ici  ces  coordonnées  à  la  question 
de  l'involution  de  six  lignes. 

TlonRS  (J.-H.).  —  Sur  Isa  efforts  qu' éprouvent  les  pièces  d  artillerie, 
et  sur  les  rihrations  des  corps  solides  en  général.  (36  p.) 

Discussion  de  certaines  équations,  dont  l'intégration  permet  d'es- 
timer à  peu  près  la  quantité  dont  la  tension  d'une  pièce  de  grosse 
artillerie,  sous  l'action  de  l'inflammation  de  la  poudre,  peut  sur- 
passer la  tension  qu'elle  éprouverait  si  la  pression  des  gaz  pendant 
la  combustion  agissait  suivant  les  lois  de  la  statique.  Reclierclie  des 
moyens  qui  peuvent  rendre  un  canon  plus  efficace,  sans  augmenter 
le  risque  de  la  ruptvire. 

BooLE  (G.).  —  Des  propositions  définies  numériquement.  (16  p.) 
Ce  Mémoire  posthume,  communiqué  par  M.  de  Morgan,  a  trait 
à  un  ordre  de  questions  philosophiques  dont  ce  dernier  s'est  par- 
ticulièrement  occupé,   et  qui  concernent  la   logique  des   sciences 
exactes. 

Stokes  (G. -G.).  —  Supplément  d'un  Mémoire  sur  la  discontinuité 
des  constantes  arbitraires  qui  se  présentent  dans  les  développements  di- 
vergenls.  (i4  pO 

Les  transformations  exposées  dans  ce  Mémoire  sont,  abstraction 
faite  de  la  question  de  la  discontinuité  des  constantes,  des  cas  parti- 
culiers de  celles  qui  sont  contenues  dans  un  Mémoire  de  M.  Rummer. 
[Journal  de  Crelle,  t.  XV,  i836,  p.  39-127.)  Mais  la  discontinuité 
des  constantes,  qui  forme  le  principal  objet  du  présent  Mémoire,  a 
été  complètement  laissée  de  côté  par  le  géomètre  allemand. 

AiRY  (G.-B.).  —  Sur  la  décomposition  en  facteurs   du   trinôme 

X" 2  COSna  -\ ;;•  (18  p.) 

An.VMs  (J.-C).  —  J^ote  sur  la  décomposition  en  facteurs  de 
or   -\ 2  cosna.  (  2  p.) 
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MEMORIE  Dell'  Accademia  delle  Scienze  dell'  Istituto 
Di  BoLOGNA  (*).  —  Série  seconda. 

T.  VII;  1868. 

Cremona  (L.).  —  Préliminaires  d'une  théorie  géométrique  des  sur- 
faces. 

Mémoire  divisié  en  deux  Parties,  dont  la  première  a  paru  dans  le 
tome  précédent.  (46-5 o  23.) 

Chelini  (D.).  —  Usage  du  principe  géométrique  de  la  résultante  dans 
la  théorie  des  tétraèdres.  (20  p.) 

Beltrami  (E.).  —  Sur  les  propriétés  générales  de  la  surface  d'aire 
minimum.  (70  p.) 

Résumé  des  travaux  des  divers  géomètres  sur  ce  sujet,  précédé  d'un 
historique  très-complet  de  la  question. 

T.  VIE;  1869. 

Chelini  (D.).  —  De  la  courbure  des  surfaces,  par  une  méthode  di- 
recte et  intuitive.  (5o  p.) 

Sacchetti  (L.).  —  Considérations  sur  l'origine  de  la  théorie  méca- 
nique de  la  chaleur.  (i4  P-) 

Cremona  (T.).  — Sur  les  surfaces  gauches  du  quatrième  degré.  (16  p.) 

Chelini  (D.).  —  Théorie  des  coordonnées  curvilignes  dans  l'espace 
et  dans  les  surfaces.  (02  p.) 

Beltrami  (E.).  —  Sur  la  théorie  générale  des  paramètres  différen- 
tiels. (42  p.) 

GIORNALE  Di  MATEMATicHE.  —  8®  année.  Janvier-février,  mars- 
avril  1870  (**). 

IsÈ  (E.),  —  Note  sur  la  résultante  de  deux  équations.  (27  p. 5  it.) 
Exposition  d'une  méthode  qui  conduit  à  une  règle  pour  écrire  im- 
médiatement la  résultante  de  deux  équations,  l'une  du  degré  «,  l'autre 

(*)  Un  \oIume  par  année,  divisé  en  quatre  fascicules,  grand  in-4.   En  langue  ita- 
lienne. 

{**)  \oir  Bulletin,  p.  i52. 
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(lu  deuxième  ou  du  troisième  degré.  L'expression  de  la  résultante  est 
ordonnée  suivant  les  puissances  du  terme  connu  de  l'équation  de 
degré  inférieur,  et  a  une  forme  telle,  qu'elle  n'admet  pas  de  réductions 
ultérieures. 

Calzolaiii  (L.).  — Note  sur  V équation  u^  =  Ax-  ±  BJ/^  (7  p.;  it.) 
Démonstration  d'un  théorème  difiérent  de  celui  de  Legendre,  et 
qui  non-seulement  rend  manifeste  la  possibilité  ou  l'impossibilité 
en  nombres  entiers  de  l'équation  u^  =  \x^  ±  B^^ ,  mais  encore,  sans 
recourir  au  procédé  de  Lagrange,  présente  l'avantage  de  déterminer 
pour  X,  y,  u  deux  systèmes  de  valeurs,  dont  chacun  sert  ensuite  à 
composer  les  formules  de  la  solution  générale. 

AscHiERi  (F.)  —  Sur  un  complexe  du  second  degré.  (3  p.;  it.) 
L'objet  de  cette  Note  est  une  génération  des  complexes  du  second 
degré,  dont  l'équation  peut  se  ramener  à  la  forme  particulière  qui  ne 
contient  que  les  carrés  des  coordonnées  de  la  ligne  droite.  L'auteur 
trouve  que,  pour  tout  complexe  du  second  degré  dont  l'équation  est 
réductible  à  la  forme  susdite,  il  existe  une  série  simplement  infinie  de 
surfaces  du  second  degré,  que  l'on  peut  faire  correspondre  deux  à 
deux,  de  manière  que  le  complexe  lui-même  soit  ou  le  lieu  géomé- 
trique des  droites  divisées  harmoniquement  par  deux  surfaces  cor- 
respondantes, ou  encore  l'ensemble  des  droites  qui  déterminent,  avec 
les  plans  tangents  de  ces  surfaces  correspondantes,  des  faisceaux  har- 
moniques de  quatre  plans. 

Battaglini  (G.) . —  Sur  les  formes  ternaires  quadratiques  (  i  ^^  Partie) . 
(22  p.;it.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  représentation  des  foruies  ternaires 
quadratiques.  L'auteur  commence  par  considérer  le  continu  [il  con- 
tinuo  )  à  deux  dimensions  d'une  manière  tout  à  fait  abstraite  et  indé- 
pendante des  conceptions  géométriques.  En  supposant  que  l'on  consi- 
dère trois  variables,  et  que  l'on  attribue  à  leurs  rapports  toutes  les 
valeurs  possibles,  Vensemble  de  ces  valeurs  est  ce  qui  constitue  le 
continu  à  deux  dimensions.  U  élément  de  ce  continu  est  la  détermi- 
nation qui  s'y  opèi-e  par  les  valeurs  attribuées  aux  rapports  entre 
les  variables,  et  les  valeurs  elles-mêmes  de  ces  variables  sont  les  coor- 
données de  l'élément.  Le  principe  de  dualité,  qui  coordonne  par 
couples  les  propriétés  du  continu,  résulte  immédiatement  de  la  con- 
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siJéralioti  d'une  seconde  espèce  d'éléuieuls^  dont  chacun  a  pour  cooi- 
données  les  coeflicients  des  variables  dans  une  relation  linéaire  établie 
entre  ces  mêmes  variables.  Les  deux  espèces  d'éléments  du  continu  à 
deux  dimensions  sont  distinguées,  dans  la  représentation  géométrique 
du  continu,  sous  les  noms  d'éléments  de  première  classe  et  d'éléments 
de  premier  ordre-.  D'une  manière  indépendante  de  toute  considération 
géométrique,  l'auteur  définit  encore  les  concepts  ;  1"  de  triade  fon- 
damentale d'éléments  ^  2"  de  coordonnées  d'un  élément  par  rapport  à 
une  triade  quelconque;  S**  de  rapport  anharmonique  et  harmonique 
entre  deux  couples  d'éléments;  4*^  ^^  couples  en  involution,  et  5"  de 
séries  équiharmoniques  d'éléments. 

x\près  ces  préliminaires,  l'auteiu-  passe  à  la  discussion  de  la  qua- 
drique  ternaire  -,  en  supposant  qu'elle  détermine  dans  le  continu  une 
série  d'éléments  de  première  classe,  par  la  considération  des  couples 
d'éléments  de  la  série  infiniment  peu  différents  entre  eux,  on  déduit  de 
la  forme  proposée  une  autre  forme  ternaire  quadratique  (la  forme 
conjointe  à  la  prejnière),  laquelle  détermine  dans  le  continu  une  série 
d'éléments  de  premier  ordre,  intimement  liée  à  la  série  des  éléments 
de  première  classe.  Les  formes  ternaires  quadratiques  conjointes  cor- 
respondent à  la  double  représentation  géométrique  d'une  forme  ter- 
naire, savoir  :  comme  locale,  ou  comme  enveloppe  d'éléments.  Ensuite, 
l'auteur  s'occupe  de  trouver  :  1°  la  condition  pour  qu'une  forme  qua- 
dratique ternaire  puisse  s'exprimer  comme  forme  quadratique  à  deux 
variables,  auquel  cas  la  série  d'éléments  de  première  classe  ou  de 
premier  ordre,  représentée  par  la  quadrique,  se  réduit  à  une  couple 
d'éléments  de  premier  ordre  ou  de  première  classe;  et  2"  la  condition 
pour  qu'une  forme  ternaire  quadratique  puisse  s'exprimer  au  moyen 
d'ime  seule  variable,  auquel  cas  les  éléments  de  la  couple  en  question 
coïncident  l'un  avec  l'autre. 

Les  considérations  du  coiariant  d'une  forme  ternaire  quadratique, 
dit  émanant  pur  de  la  forme  par  rapport  à  un  élément,  ou  émanant 
mixte  de  la  forme  par  rapport  à  une  couple  d'éléments,  conduit  l'au- 
teur à  établir  les  propriétés  harmoniques  de  la  forme  ternaire  relatives  : 
1"  à  l'élément  de  premier  ordre  ou  de  première  classe,  harmonique 
d  un  élément  de  première  classe  ou  de  premier  ordre  par  rapport  à 
une  quadrique  [pôle  et  polaire)  ;  2**  aux  couples  d'éléments  de  pre- 
mier ordre  ou  de  première  classe,  harmoniques  l'un  de  l'autre  par 
rapport  à  une  quadrique  (pôles  conjugués  et  polaires  conjuguées :.i  et 
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enfin  3"  aux  triades  d'éléments  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
à  la  même  quadrique  (triades  de  pôles  conjugués  et  de  polaires  conju- 
guées). 

Après  avoir  exposé  quelques  propriétés  relatives  aux  éléments 
communs  à  une  quadrique  et  à  une  forme  linéaire,  M.  Battaglini 
passe  au  développement  de  la  très-importante  conception  de  Cayley 
[Sixlh  Memoir  on  Quantics  [Philos.  Trans.,  vol.  CXLIX,  i8)],  au 
moyen  de  laquelle  on  établit  les  relations  métriques  des  figures  sur 
une  base  entièrement  analytique.  En  imaginant  avec  Cayley  deux 
quadriques  conjointes,  auxquelles  se  rapportent  tous  les  éléments  de 
première  classe  et  de  premier  ordre  du  continu,  et  qui  constituent 
l'absolu  du  système,  on  peut,  au  moyen  des  coefficients  de  ces  qua- 
driques et  des  coordonnées  de  deux  éléments  (de  première  classe  ou 
de  premier  ordre)  composer  une  formule  que  l'on  prend,  par  défini- 
tion, comme  expression  analytique  de  Vintervalle  entre  ces  deux  élé- 
ments. Cette  expression  est  caractérisée  par  la  propriété  que,  pour 
trois  éléments  quelconques,  de  première  classe  ou  de  premier  ordre, 
appartenant  à  un  même  élément  de  premier  ordre  ou  de  première 
classe,  l'intervalle  entre  le  premier  et  le  second  élément,  ajouté  à  l'in- 
tervalle entre  le  second  et  le  troisième,  donne  l'intervalle  entre  le 
premier  et  le  troisième.  De  l'expression  de  l'intervalle  on  déduit  : 
i**  que  deux  éléments  de  première  classe  ou  de  premier  ordre,  d'in- 
tervalle égal  à  un  quadrant,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à  l'absolu;  2^  que  l'intervalle  entre  deux  éléments  de  première  classe 
ou  de  premier  ordre  est  égal  à  l'intervalle  entre  les  deux  éléments  de 
premier  ordre  ou  de  première  classe,  harmoniques  respectivement 
des  deux  premiers  par  rapport  à  l'absolu-,  3''  que  par  intervalle  entre 
deux  éléments,  l'un  de  première  classe,  l'autre  de  premier  ordre,  on 
peut  entendre  le  complément  au  quadrant  de  l'intervalle  entre  un 
des  éléments  proposés  et  l'élément  harmonique  de  l'autre  par  rapport 
à  l'absolu;  et  enfin  4°  que  tous  les  éléments  à  intervalle  constant  d'un 
élément  donné  constituent  une  quadrique  (quadrique  circulaire)^  qui 
a  avec  l'absolu  deux  couples  d'éléments  conjoints  communs. 

De  tout  cela,  l'auteur  déduit  avec  facilité  la  représentation  géomé- 
trique du  continu  à  deux  dimensions,  et  les  relations  métriques  fon- 
damentales correspondantes.  En  supposant  que  les  éléments  de  pre^ 
mière  classe  et  ceux  de  premier  ordre  soient  les  droites  et  les  plans 
concourants  en  un  point,  il  suffit  d'observer  que  la  propriété  carac* 
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térislique  de  V intervalle  appartient  à  l'angle  compris  entre  deux 
droites  ou  entre  deux  plans  du  système,  pour  en  déduire  :  1°  la  signi- 
fication géométrique  de  l'abs^olu;  1°  celle  des  coordonnées  de  la  droite 
et  du  plan-,  3°  les  relations  connues  de  la  Trigonométrie  entre  les 
parties  d'une  triade  de  droites  ou  de  plans  ^  4°  les  relations  métriques 
fondamentales  de  la  Géométrie  analytique  du  point.  Si  l'on  suppose 
ensuite  que  les  éléments  de  première  classe  et  de  premier  ordre  du 
système  soient  les  points  et  les  droites  situés  dans  un  plan,  et  si  l'on 
observe  que  la  propriété  caractéristique  de  Vintervalle  appartient  au 
segment  rectiligne  compris  entre  deux  points,  et  à  l'angle  compris 
entre  deux  droites,  on  aura  les  formules  correspondantes  à  la  Géo- 
métrie du  plan. 

(Le  Mémoire  sera  continué  dans  les  fascicules  suivants  du 
Journal.) 

Zannotti  (M.). —  Leçons  de  Physique  mathématique  (sur  la  Thermo- 
dynamique)^ professées  à  l'Université  de  Naples  en  iSô'S-iSô't).  (24  p.; 
it.)  (Suite  du  tome  VII  de  ce  Journal.) 

Capacités  thermiques  des  gaz.  Les  équations  principales  appliquées 
aux  gaz  permanents.  Lignes  thermiques  de  gaz  permanents.  Altéra- 
tions produites  dans  l'état  d'un  gaz  avec  réversibilité  ou  non -réver- 
sibilité. Application  aux  vapeurs,  vapeur  saturée  et  vapeur  réchauffée. 
Tension  de  la  vapeur  saturée.  Chaleur  de  fluidité  et  de  vaporisation. 
Chaleur  latente,  intérieure  et  extérieure.  Densité  des  vapeurs  satu- 
rées. Equations  principales  pour  les  mélanges  de  la  vapeur  et  du 
liquide  générateur.  Courbes  thermiques  de  ces  mélanges. 

HoiJEL  (J.).  —  Note  sur  l  impossibilité  de  démontrer  par  une  con- 
struction plane  le  principe  de  la  théorie  des  parallèles,  dit  Posliilatum 
d'Euclide.  (6  p.^  fr.) 

Padova  (E.).  —  Application  de  la  méthode  d'Hamilton  au  mouve- 
ment d'un  point  sur  une  surface,  {y  p.;  it.) 

L'auteur  s'est  proposé  dans  cette  Note  de  déduire  d'une  manière 
facile  du  théorème  d'Hamilton,  modifié  par  Jacobi,  pour  le  cas  le 
plus  simple,  c'est-à-dire  pour  celui  d'un  point  libre,  l'équation  aux 
dérivées  partielles  qui  définit  la  fonction  principale  pour  le  mouve- 
ment d'un  point  sur  une  surface,  et  d'appliquer  les  formules  ainsi 
obtenues  à  quelques  cas  particuliers. 
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BiTONTi  (V.-]\.),  —  Théorèmes  de  Géométrie  élémentaire  à  démon- 
trer. 

Del  Grosso  (R)-  —  Mémoire  sur  ^attraction  des  sphéroïdes .  (Sa  p.; 
it.)  (Suite  du  tome  VII  de  ce  Journal.) 

Chapitre  V.  Attraction  d'une  masse  homogène  terminée  par  une 
surface  quelconque  du  second  degré.  —  Chapitre  VI.  Théorèmes  de 
Mac-Laurin,  d'Ivory  et  de  Newton.  —  Chapitre  VII.  Application  des 
théorèmes  précédents  au  calcul  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  plein 
homogène.  —  Chapitre  VIII .  Théorème  de  Green.  Attraction  des 
couches  de  niveau.  [A  continuer.) 
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GABRIEL  LAMÉ. 

LISTE  DE  SES  TRAVAH  ET  DES  FONCTIONS  QU'IL  A  OCCUPÉES. 

Né  le  22  juillet  1795,  à  Tours;  décédé  le  i*""  mai  1870,  à  Paris; 
successivement  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  1816;  de  l'École 
des  Mines  à  la  fin  de  1817;  ingénieur  des  Mines,  1820;  détaché 
à  Saint-Pétersbourg  jusqu'à  la  fin  de  i83i,  avec  Clapeyron.  Après 
son  retour  en  France,  professeur  de  Physique  à  l'École  Polytechni- 
que (i  832- 1845);  examinateur  d'Analyse  à  la  même  École  (i845- 
1864)  ;  professeur  de  Calcul  des  probabilités  à  la  Faculté  des  Scien- 
ces depuis  1848  ;  ingénieur  en  chef  des  Mines  depuis  i836;  membre 
du  Bureau  des  Longitudes  depuis  i864;  membre  de  l'Académie  des 
Sciences  depuis  le  6  mars  i843  (en  remplacement  de  Puissant); 
membre  correspondant  des  Académies  de  Saint-Pétersbourg,  Turin, 
Berlin,  etc.,  etc. 

LISTE  DE  SES  TRAVAUX. 
Annales  de  Mathématiques  de  Gergonne. 

Mémoire  sur  les  intersections  des  lignes  et  des  surfaces  présenté  à  l'Académie 
des  Sciences  en  décembre  1816.  —  Extrait  inséré  en  février  1817. 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  démontrés,  par  une  analyse  facile,  plusieurs  théo- 
rèmes nouveaux  sur  les  intersections  des  lignes  et  des  surfaces  du  second  degré, 
lesijuels  conduisent  à  la  solution  de  plusieurs  problèmes  de  Géométrie  et  entre 
autres  de  celui-ci  :  Déterminer  les  éléments  d'une  surface  du  second  ordre  assu- 
jettie à  passer  par  neuf  points  de  l'espace.  Ce  Mémoire  n'a  jamais  été  publié  in 
extenso. 
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Annales  des  Mines. 

Travaux  publiés  par  Lamé  seul  : 

Formule  pour  déterminer  V inclinaison  d'une  couche  minérale,  reconnue  par 
trois  trous  de  sonde  (i"^^  série,  t.  IV,  p.  8i). 

Sur  la  lampe  à  gaz  hydrogène  (  V^  série,  t.  VIII,  p.  119). 

Sur  les  ponts  de  chaînes  en  Russie  et  sur  les  résistances  des  fers  employés 
dans  leur  construction  (  i™  série,  t.  X,  p.  3i  i  ;  —  voir  aussi  Journal  du  Génie  Ci- 
vil, octobre  1828. 

Sur  une  nouvelle  manière  de  calculer  les  angles  des  cristaux  (  i"  série,  t.  IV, 
p.  69). 

Travaux  publiés  en  collaboration  avec  Clapeyron  : 

Description  d'un  pont  suspendu  de  192  pieds  d'ouverture  projeté  par  M.  Ba- 
zaine  (  i"  série,  t.  XI,  p.  265). 

Mémoire  sur  la  stabilité  des  voûtes  { i""^  série,  t.  VII,  p.  789). 

Supplément  à  ce  Mémoire  (  ?i.,  p.  81 1  ).  Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  l'Académie 
des  Sciences  en  1822. 

Mémoire  sur  les  engrenages  (  i"  série,  t.  IX,  p.  601). 

Précis  d'une  course  dans  le  pays  du  Harlz  {  T*  série,  t.  VIII,  p.  21). 

Sur  un  cabestan  mis  en  usage  par  feu  M.    de  Bétancourt  (i"^®  série,  t.  XII, 

p.  225). 

Travaux  publiés  en  collaboration  avec  M.  Thirria  : 

Description  d'un  fourneau  de  grillage  pour  le  minerai  de  fer  employé  au 
Creusot  et  à  Vienne  (  i™  série,  t.  V,  p.  391). 
Mémoire  sur  la  mine  de  fer  de  la  Foulte  (Ardèche)  (  i"^*  série,  t.  V,  p.  325). 

Annales  de  Physique  et  de  Chimie, 

Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  en  équilibre  de 
température  (t.  LUI,  p.  190). 

Mémoire  sur  les  lois  de  l'équilibre  de  l'éther  dans  les  corps  diaphanes  (t,  LV, 
p.  322). 

Mémoire  sur  les  vibrations  lumineuses  des  milieux  diaphanes  (t.  LVIII, 
p.  211). 

Note  sur  les  lois  du  refroidissement  et  de  la  solidification  d'un  globe  liquide 
(en  commun  avec  Clapeyron),  présentée  à  l'Académie  en  mai  i83o  [Annales 
de  Physique  et  de  Chimie,  i83i). 

Mémoires  des  Savants  étrangers. 

Sur  l'équilibre  intérieur  des  corps  solides  homogènes  (en  collaboration  avec 
Clapeyron  (t.  IV,  i833). 

Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  polyèdres  (t.  IV,  i833). 

Sur  la    démonstration  d'un  nouveau  cas  du  dernier  théorème  de  Fermât 

(t.  vm,  1843). 

Sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homogènes  en  équilibre  de 
température  (t.  V). 
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Nouvelles  Axnales  de  Mathématiques. 

Discours  prononcé  dans  la  séance  d^ouvertiu-e  du  cours  de  Calcul  des  proba- 
bilités à  la  Faculté  des  Sciences,  le  23  novembre  i85o  (t.  X,  p.  i-i4). 

Discours  prononcé  lors  de  la  reprise  du  cours  de  Calcul  des  probabilités,  à  la 
Faculté  des  Sciences,  le  26  avril  i85i  (t.  X,  p.  21 4-238). 

Journal  de  M.  Liouville. 

Note  sur  l'équilibre  des  températures  dans  les  corps  solides  de  forme  cylin- 
drique (t.  I,  p.  77). 

Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homogènes  en  équi- 
libre de  température  (t.  II,  p.  147)- 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Liomille  sur  cette  question  :  Un  polygone 
convexe  étant  donné,  de  combien  de  manières  peut-on  le  partager  en  triangles 
au  moyen  de  diagonales  (t.  IV,  p.  100). 

Mémoire  sur  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellipsoïde  à  trois  axes  iné- 
gaux (t.  rV,  p.  126). 

Second  Mémoire  sur  l'équilibre  des  températures  dans  les  corps  solides  homo- 
gènes de  forme  ellipsoïdale,  concernant  particulièrement  les  ellipsoïdes  de  révo- 
lution (t.  IV,  p.  35 1). 

Mémoire  cV analyse  indéterminée,  démontrant  que  l'équation  x'  -h y''  =^z''  est 
impossible  en  nombres  entiers  (t.  V,  p.  igS). 

Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  (t.  V,  p.  3i3). 

Mémoire  sur  les  surfaces  isostatiques  dans  les  corps  solides  /lomogènes  en 
équilibre  d'élasticité  (l.  VI,  p.  37). 

Note  sur  la  méthode  de  7'ccherche  des  surfaces  isothermes  (t.  VIII,  p.  5i5). 

Mémoire  sur  la  résolution  en  nombres  complexes  de  l'équation  A" -h  B"  -+-  C"  =  o 
(t.  XII,  p.  172). 

Mémoire  sur  les  variations  des  coordonnées  curvilignes  (t.  XVI,  p.  171). 

Mémoire  sur  l'équilibre  d'élasticité  des  enveloppes  s'phériques  (t.  XIX,  p.  5i). 

Comptes  reindus  des  séa>'ces  de  l'Académie  des  Sciences. 

Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  (t.  VI,  p.  43). 

Mémoire  sur  les  surfaces  isostatiques  dans  les  corps  solides  en  équilibre 
d'élasticité  [t.  Vil,  p.  778). 

Mémoire  sur  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellipsoïde  homogène  et 
solide  (t.  VIII,  p.  236). 

Mémoire  sur  le  dernier  théorème  de  Fermât  (t.  IX,  p.  45). 

Mémoire  sur  le  principe  général  de  la  Physique  (t.  XIV,  p.  35). 

Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  et  orthogonales  (t.  XVII,  p.  338). 

Rapport  sur  la  roue  hydraulique  de  M.  Passot  (t.  XVII,  p.  853). 

Sur  la  méthode  de  recherche  des  surfaces  isothermes  (t.  XVII,  p.  1222). 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Bertrand  concernant  les  surfaces  orthogo- 
nales (t.  XVII,  p.  1268). 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.    Clapeyron,  relatif  au  règlement  des  tiroirs 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  227 

dans  les  machines  locomotives  et  à  l'emploi  de  la  détente  (t.  XVIII,  p.   273 
et3/j5). 

Bapport   sur  la  machine   hydraulique   à  flotteur  oscillant  de  M.    de    Cali- 

ê'/?r(t.  XIX,  p.  704). 

Note  sur  la  limite  du  nombre  des  divisions  dans  la  recherche  du  plus  grand 
commun  diviseur  entre  deux  nombres  entiers  (t.  XIX,  p.  867). 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Sonnet  relatif  au  mouvement  rcctiligne  et 
uniforme  des  eaux  ^  en  ayant  égard  aux  différences  de  vitesse  des  filets  (t.  XX, 
p.  786). 

Rapport  sur  le  système  de  chemin  atmosphérique  de  M,  Arnollet  (  t.  XX, 
p.  1004  et  loio). 

Mémoire  sur  plusieurs  théorèmes  d'analyse  démontrés  par  la  théorie  des  sur- 
faces orthogonales  (t.  XXI,  p.  112). 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Villarceau  concernant  l'établissement  dts 
arches  de  pont  (t.  XXIII,  p.  866). 

Démonstration  générale  du  théorème  de  Fermât  sur  l'impossibilité,  en  nom- 
bres entiers,  de  T équation  jf  ^  f  =  z"  [i.  XXIV,  p.  3 10,  669  et  888). 

Note  au  sujet  de  la  démonstration  du  théorème  de  Fermât  (t.  XXIV,  p.  352.) 

Dépôt  d'un  paquet  cacheté  (Séance  du  22  mars  1847;  t.  XXIV,  p.  485). 

Loi  mathématique  de  la  progression  de  Vimpôt  sur  les  successions  (  t.  XXVII, 

p.  125). 

Note  sur  les  chances  du  brelan,  au  jeu  de  la  bouillotte  (t.  XXVUI,  p.  7o5). 

Note  sur  les  épaisseurs  et  les  courbures  des  appareils  à  vapeur  (t.  XXX,  p.  i57 
et  i85). 

Mémoire  sur  les  variations  des  coordonnées  curvilignes  (t.  XXXII,  p.  566). 

Note  sur  la  théorie  de  V élasticité  des  corps  solides  (t.  XXXV,  p.  459). 

Mémoire  sur  l'équilibre  d'élasticité  des  enveloppes  sphériques  (t.  XXXVII, 
p.  i45). 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  de  Saint-Venant  concernant  la  torsion  des 
prismes  (t.  XXXVU,  p.  984). 

Note  accompagnant  la  présentation  de  son  Ouvrage  sur  les  coordonnées  curvi- 
lignes (t.  XLIX,  p.  34). 

Note  accompagnant  la  présentation  de  ses  Leçons  sur  la  théorie  analytique  de 
la  chaleur  (t.  LI,  p.  io63). 

Note  accompagnant  la  présentation  d'un  Ouvrage  de  M.  Gilbert  intitulé  : 
«  Recherches  analytiques  sur  la  diffraction  de  la  lumière  »  (t.  LIV,  p.  1119). 

Note  sur  la  marche  à  suivre  pour  découvrir  le  principe ^  seul  véritablement 
universel,  de  la  nature  physique  (t.  LVI ,  p.  983). 

Etude  des  binômes  cubiques  x'zpj'  (t.  LXI,  p.  921,  961). 

Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Mémoire  sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  polyèdres  et  principale- 
ment dans  le  prisme  triangulaire  régulier  {C.'KKlï,l>.  194). 
Mémoire  sur  les  lois  de  l'équilibre  du  fluide  éthéré  (C.  XXIII,  p.  191). 
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Bulletin  de  Ferussac. 

Mémoire  sur  la  stabilité  des  voûtes  (mai  1824)- 
Mémoire  sur  la  construction  des  polygones  funiculfiires  (mai  1829). 
Mémoire  sur  ^application  de  la  statique  à  la  solution  des  problèmes  relatifs 
à  la  théorie  des  moindres  distances  (mai  1829). 

Journal  du  Génie  civil  (*). 

Mémoire  sur  la  solution  graphiejue  des  problèmes  du  3"  et  du  4*  degré  pour 
servir  au  tracé  des  épures  de  construction . 

Journal  de  Crelle. 

Sur  quel  pie  s  formules  analogues  aux  séries  de  Taylnr  et  de  Maclaurin  (t.  VI, 
p.  40). 

Mémoire  sur  V équilibre  intérieur  des  corps  solides  homogènes  (t.  VII,  p.  i5o, 
237  et  38i). 

(Ces  deux  Mémoires  en  collaboration  avec  Clapeyron.) 

Ouvrages  séparés. 

Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre  les  problèmes  de 
Géométrie  (Bachelier,  1818,  in-S"). 

Cours  lithographies  de  l'École  russe  des  Voies  de  communication  (en  particu- 
lier :  Traité  élémentaire  de  Calcul  intégral,  publié  en  collaboration  avec  Bazaine). 

Cours  de  Physique  de  l'École  Polytechnique  (  i'*  édition,  i836;  2*  éd.,  1840). 

Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  l'Élasticité  (in-8";  i'*  édition,  i852; 
2«  édition,  1866). 

Leçons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendantes  et  sur  les  surfaces  iso- 
thermes (in-8°,  1857). 

Leçons  sur  la  théorie  analytique  de  la  Chaleur  (in-8°,  1861). 

Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et  leurs  diverses  applications  (in-8",  1 859), 


SIJR  LES  LIGNES  ASVMPTOTIQIJES  DES  SURFACES  GAUCHES; 
Par  UN  ABONNÉ. 

M.  O.  Bonnet  a  démontré,  dans  une  Note  des  Complet  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  et  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie 
des  surfaces  applicables  (**),  que  la  détermination  des  lignes  asympto- 
tiques  d'une  surface  gauche  dépend  d'une  équation  de  Riccati.  Depuis 


(*)  Ce  Journal  contient  d'autres  travaux  de  Lamé;   mais  tous,  à  part  celui  que  nous 
citons,  ont  été  publiés  dans  d'autres  Recueils. 

(**)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XLF  et  \LW  Cahiers. 
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MM.  Clebsch  et  Cremona  ont  publié  des  recherches  (*)  sur  les  lignes 
asymptotiques  dos  surfaces  gauches,  et  en  particulier  des  surfaces 
gauches  algébriques.  Il  résulte  des  travaux  de  ces  éminents  géomètres 
que,  si  une  surface  gauche  a  deux  directrices  rectilignes  ou  une  di- 
rectrice rectiligne  et  une  ligne  asymptolique  algébrique,  toutes  les 
autres  lignes  asymptotiques  sont  algébriques.  Mais  peut-être  n'a-t-on 
pas  remarqué  les  théorèmes  suivants  qui  nous  paraissent,  à  cause 
de  leur  simplicité,  mériter  d'être  énoncés. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  pointa  où  quatre  lignes  asymp- 
totiques coupent  une  droite  quelconque  de  la  surface  est  constant. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  facilement  par  les  con- 
sidérations géométriques  suivantes.  Imaginons  une  surface  gauche 
et  l'hyperboloidc  osciUateur  en  tous  les  points  d'une  génératrice.  La 
surface  et  l'hyperboloïde  ayant  les  mêmes  rayons  de  courbure,  les 
directions  des  lignes  asymptotiques  seront  les  mêmes  pour  les  deux 
surfaces  ;  en  d'autres  termes  : 

Les  tangentes  aux  lignes  asymptotiques  d'une  surface  gauche  en  tous 
les  points  d'une  génératrice  sont  les  génératrices  de  l' hyperbolotde  oscu- 
lateur. 

Quatre  génératrices  de  l'un  des  systèmes  de  l'hyperboloïde  allant 
couper  les  génératrices  de  l'autre  système  en  quatre  points  dont  le 
rapport  anharmonique  est  constant,  on  obtient  sans  difficulté  le 
théorème  énoncé  au  commencement  de  cette  Note. 

On  déduit  d'ailleurs  très-facilement  de  ce  théorème  que  l'équation 
ditférentielle  des  lignes  asymptotiques  est  une  équation  de  Riccati . 
C'est  en  etfet  la  propriété  caractéristique  de  cette  équation  différen- 
tielle, que  quatre  solutions  particulières  donnent  lieu  à  un  rapport 
anharmonique  constant. 

En  même  temps,  notre  première  proposition  montre  immédiate- 
ment que,  si  sur  une  surface  gauche  trois  lignes  asymptotiques  sont 
algébriques,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres  (**). 

(*)  Voir  Clebsch  {Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXVIII,  p.  868);  Cremona  {Annali 
di  Matemadca,  2*  série,  t.  I^',  p.  2^8 ). 

(**)  Les  théorèmes  cités  dans  ce  court  article  n'ont  pas  été  donnés  en  effet  dans  les 
travaux  les  plus  récents  des  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  lignes 
asymptotiques  ;  ils  sont  cependant  connus,  et  se  trouvent  dans  la  Théorie  géométrique 
et  mécanique  des  courbes  à  doiible  courbure  de  M.  Paul  Serret.  Comme  ils  nous  parais- 
sent élégants,  nous  avons  pensé  qu'on  ne  nous  saurait  pas  mauvais  gré  de  les  réim- 
primer ici.  ,  ' 
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CREMONA  (D''  Luigi).  —  Preliminari  di  un  a  Teoria  geometrica 
DELLE  Superficie-,  1866,  Milano,  Zanetti.  Traduction  allemande 
par  M.  Curtze  ;  1870,  Berlin,  Calvary. 

Depuis  que  les  grands  géomètres  Poncelet,  Cliasles,  Steiner,  Mohius, 
Plûcker  ont  donné  à  la  Géométrie  pure  un  essor  jusque-là  inconnu, 
ces  géomètres  eux-mêmes  et  ceux  qui  les  ont  suivis  sont  parvenus, 
non-seulement  à  mettre  dans  un  nouveau  jour  toutes  les  parties  qu'on 
croyait  bien  connues,  mais  aussi  à  apercevoir  une  foule  de  propriétés 
nouvelles  et  importantes,  à  pénétrer  dans  des  régions  très-élevées,  à 
y  découvrir  des  vérités,  à  y  résoudre  des  problèmes  dont  on  n'aurait 
pas  même  eu  l'idée  de  s'occuper.  Mais  il  ne  suffit  pas,  pour  les  pro- 
grès ultérieurs  de  la  science,  d'accroître  le  nombre  et  l'importance 
des  propositions  ;  il  est  encore  nécessaire  d'établir  un  lien  entre  ces 
propositions  obtenues  par  des  voies  si  différentes,  d'en  constituer  un 
corps  de  doctrine  propre  à  pénétrer  dans  l'enseignement,  à  aider  les 
étudiants  avancés  et  même  les  savants  désireux  de  connaitre  et  de 
comprendre  des  théories,  des  propositions  laissées  souvent  sans  dé- 
monstration, et  dans  tous  les  cas  obtenues  par  les  procédés  les  plus 
variés.  Des  Ouvrages  didactiques  composés  avec  ordre,  où  rien  n'est 
laissé  sans  démonstration,  où  tout  est  rattaché  au  même  principe, 
sont  d'une  utilité  inappréciable  pour  tous  les  géomètres  désireux 
de  s'instruire  et  de  faire  progresser  la  branche  à  laquelle  ils  se 
sont  voués.  Malheureusement  de  tels  Ouvrages  sont  très-difficiles  à 
faire.  Ils  ne  peuvent  être  entrepris  par  de  simples  compilateurs 5 
il  faut,  pour  l'unité  de  l'œuvre,  créer  de  nouveaux  procédés  de  dé- 
monstration, suppléer  à  des  parties  incomplètement  traitées  :  il  est 
vrai  que  l'auteur  est  récompensé  par  les  points  de  vue  nouveaux 
qui  s'offrent  à  lui  et  par  la  découverte  de  nombreux  et  importants 
théorèmes. 

On  comprend  donc  bien  que  la  tâche  dont  nous  parlons  ne  peut 
être  entreprise  que  par  les  personnes  qui  se  sont  mises  au  premier 
rang  des  inventeurs  dans  la  branche  qu'elles  cultivent.  Cette  condi- 
tion se  trouve  heureusement  remplie  par  les  deux  géomètres  qui  ont 
publié  des  OEuvres  didactiques  sur  la  théorie  des  courbes  et  des  sur- 

/)'////.  da;  Scicnrefi  mnthéni.  et  (i<:ti<>t>.,  t.   I.  (Août  1870.)  'D 
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faces  algébriques  :  M.  Salmon,  qui  s'est  placé  à  un  point  de  vue  ana- 
lytique-, M.  Cremona,  qui  n'utilise  que  les  méthodes  de  la  Géométrie 
|)ure,  appelée  improprement  synthétique.  L'Ouvrage  dont  nous 
voulons  parler  aujourd'hui,  traduit  depuis  peu  en  allemand  (comme 
la  Théorie  des  courbes  du  même  auteur  (*),  vient  compléter  l'œuvre 
de  M.  Cremona,  et  sa  publication  en  deux  langues  en  permettra  la 
lecture  à  tous  les  géomètres. 

ÎM.  Cremona  s'est  proposé  pour  but  principal  de  démontrer,  par  la 
méthode  synthétique ,  les  propositions  les  plus  essentielles  de  la 
théorie  des  surfaces  d'ordre  quelconque,  propositions  établies  analy- 
liquement  ou  seulement  énoncées  dans  les  Ouvrages  et  Mémoires  de 
MM.  Salmon,  Cayley,  Chasles,  Steiner,  Clebsch,  etc.,  et  d'en  aug- 
menter ou  compléter  quelques  parties  par  le  résultat  de  ses  propres 
recherches.  Pour  les  jeunes  géomètres,  l'auteur  commence  par  ex- 
poser, dans  l'Introduction,  des  parties  bien  connues  des  savants; 
mais  nous  croyons  que  tous  ses  lecteurs  seront  très-heureux  de  voir 
clairement  établir  les  relations  des  propriétés  déjà  connues  avec 
celles  qui  leur  paraîtront  nouvelles.  L'auteur  d'ailleurs  avait  donné 
la  mesure  de  ce  qu'il  sait  faire  à  ce  point  de  vue  dans  la  Théorie  des 
courbes  planes. 

Après  un  exposé  des  propriétés  des  cônes,  analogue  à  la  théorie  des 
courbes,  M.  Cremona  expose  la  théorie  des  surfaces  développables  et 
celle  des  courbes  gauches  5  il  donne  notamment  les  formules  de 
M.  Cayley.  Arrivant  à  une  surface  quelconque,  il  la  considère  : 
1°  comme  lieu  de  ses  points  ;  2"  comme  enveloppe  de  ses  plans  tan- 
gents. Dans  le  premier  cas,  la  figure  d'une  surface  autour  d'un  point 
est  étudiée,  au  moyen  de  l'intersection  de  la  surface  avec  son  plan 
tangent,  ou  avec  le  cône  des  tangentes  si  le  point  est  multiple.  Dans 
le  cas  où  la  surface  est  regardée  comme  enveloppe  de  ses  plans  tan- 
gents, l'auteur  a  eu  besoin  du  théorème  de  M.  Dupin  sur  les  tan- 
gentes conjuguées,  ce  qui  nécessite  l'introduction  d'un  Chapitre  sur 
les  surfaces  du  second  ordre.  M.  Cremona  expose  ensuite  le  théorie 
des  systèmes  linéaires  d'ordre  m,  c'est-à-dire  d'un  ensemble  de  sur- 
faces assujetties  à  des  conditions  communes,  et  telles  que  chacune  est 
déterminée  si  l'on  ajoute  aux  conditions  déjà  données  celle  de  passer 


(*)  Cremona  (Ludwig).  —  Einleltitng  in  einc  geometrlsche  Théorie  dcr  ehcncn  Curvcn. 
CroiCswald,  iRG.").  C.  A.  KorI)'s  Vorlagshucliharidhinfj. 
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par  m  points.  U  termine  la  première  partie  de  son  livre  par  une  belle 
recherche  des  propriétés  générales  des  surfaces  gauches.  On  trouve 
dans  cette  partie  de  l'Ouvrage  les  théorèmes  de  M.  Cayley  sur  l'éga- 
lité de  l'ordre  et  de  la  classe  d'une  surface  gauche,  sur  la  développable 
bitangente  et  sur  l'ordre  de  la  courbe  double  d'une  surface,  ainsi  que 
de  nouvelles  démonstrations  stéréométriques  des  théorèmes  sur  les 
séries  projectives  de  points  sur  les  courbes,  théorèmes  établis  d'abord 
par  Riemann  avec  le  secours  du  Calcul  intégral,  et  démontrés  depuis 
par  M.  Clebsch  par  les  procédés  de  l'Analyse  algébrique. 

La  seconde  Partie  commence  par  un  exposé  des  plus  satisfaisants 
de  la  théorie  des  surfaces  polaires,  analogue  à  celui  que  M.  Cremona 
a  déjà  donné  pour  les  courbes  planes.  A  la  théorie  des  surfaces  po- 
laires viennent  se  joindre  naturellement  celle  des  enveloppes  des 
plans  polaires  et  celle  des  lieux  formés  par  les  pôles. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  est  consacré  à  des  recherches  sur  les  i^tjslémes 
linéaires  projectifs,  c'est-à-dire  dont  les  surfaces  se  correspondent  une 
à  une,  et  à  la  démonstration  des  propriétés  formées  par  l'assemblage 
de  plusieurs  systèmes,  appelé  complexe  symétrique  par  M.  Cremona. 
Des  Chapitres  distincts  traitent  des  systèmes  linéaires  projectifs  du 
premier  ordre  (faisceaux),  ou  du  second  ordre  (réseaux),  ou  du  troi- 
sième ordre.  On  y  trouvera  le  théorème  fondamental  de  31.  Chasles, 
et  beaucoup  de  théorèmes  nouveaux  sur  les  lieux  des  points  d'inter- 
section des  surfaces  correspondantes,  etc. 5  et  les  théorèmes  ainsi  ob- 
tenus sont  appliqués  à  l'étude  des  lieux  qu'on  rencontre  dans  la 
théorie  des  surfaces  polaires.  Au  nombre  des  autres  applications, 
nous  signalerons  la  démonstration  des  caractéristiques  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  qui  se  coupent  déjà  suivant  une  courbe 
donnée,  et  celle  des  propositions  qu'a  établies  iNL  Salmon,  sous  une 
forme  bien  différente,  dans  un  Mémoire  sur  l'ordre  d'un  système 
d'équations  qui  fait  suite  à  son  grand  Ouvrage  :  Geometry  of  Ihrec 
dimensions. 

Voilà  l'indication  très-rapide,  nous  l'avouons,  des  riches  trésors 
contenus  dans  l'œuvre  originale  de  M.  Cremona.  La  traduction  alle- 
mande de  M.  Curtzc,  faite  avec  le  concours  de  l'auteur,  contient 
encore  un  extrait  comprenant  les  résultats,  non  donnés  dans  l'Ou- 
vrage italien,  du  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre,  pour  lequel  l'Académie  de  Berlin  attribua,  en  1866, 
à  M.   Cremona,  la  moitié   du  prix  Steiner,   et   qui  est  inséré   au 

iG. 


^36  BULLETIN   DES   SCIENCES 

tome  LXVIII  du.  Journal  de  Crelle-Borchardt  (*).  Un  Chapitre  de  ce 
Mémoire  qui,  dans  la  traduction  de  M.  Curtze,  est  adjoint  à  la  se- 
conde Partie  du  Livre  sur  les  surfaces,  traite  des  surfaces  hessienne  et 
steinerienne  déduites  des  surfaces  d'un  ordre  quelconque.  Les  autres 
Chapitres,  formant  la  troisième  Partie  du  Livre,  constituent  une 
théorie  des  surfaces  du  troisième  ordre.  La  traduction  contient  aussi 
d'autres  additions  semblables,  dues  à  l'auteur  de  l'Ouvrage  original. 
Nous  nous  bornerons  à  indiquer  ici  l'application  de  la  théorie  des  sur- 
faces polaires  à  celle  des  surfaces  développables.  Dans  cette  addition, 
M.  Cremona  introduit  d'abord  de  nouvelles  singularités  dans  les 
formules  de  M.  Salmon,  et  donne  une  démonstration  plus  complète 
de  ces  formules  ;  mais  surtout  la  nouvelle  démonstration  a  l'avantage 
de  mettie  en  quelque  sorte  sous  les  yeux  du  lecteurs  la  figure  que 
prend  la  surface  aux  environs  d'un  point  singulier.  La  promesse 
ajoutée  à  la  fin  de  l'édition  italienne  nous  fait  espérer  que  M.  Cre- 
mona appliquera  un  jour  la  notion  si  claire  des  figures  de  l'espace 
qui  lui  a  servi  dans  ces  recherches,  à  la  discussion  géométrique  des 
singularités  ordinaires,  et  peut-être  aussi  à  celle  des  singularités 
extraordinaires  les  plus  importantes  d'une  surface  quelconque,  dis- 
cussion dont  beaucoup  de  difficultés  ont  déjcà  été  levées  par  l'étude 
des  surfaces  développables. 

Note.  —  Je  viens  d'indiquer  un  avantage  considérable  des  méthodes 
de  la  Géométrie  pure  :  celui  de  présenter  une  image  claire  des  figures 
dont  on  cherche  les  propriétés.  Cet  avantage  et  bien  d'autres  sont 
bien  prouvés  par  les  résultats  obtenus  en  si  grand  nombre  dans  l'Ou- 
vrage de  M.  Cremona.  Les  méthodes  géométriques  tiennent  mainte- 
nant leur  place  dans  la  science  à  côté  des  méthodes  analytiques. 
Néanmoins,  on  élève  quelquefois  des  doutes  sur  la  sûreté  des  résultats 
qu'elles  fournissent.  11  ne  me  parait  pas  que  ce  doute  soit  bien  jus- 
tifié. Certes,  on  peut  se  tromper  dans  les  raisonnements  géométriques 
difficiles,  comme  on  peut,  en  analyse,  faire  des  fautes  de  calcul,  et 
comme  l'analyste  peut  tirer  de  ses  résultats  algébriques  de  fausses 
conclusions  géométriques  ;  mais  cela  n'intéresse  en  rien  la  justesse 
dos  méthodes.  Seulement  on  doit,  afin  de  leur  donner  l'exactitude 
qu'elles  doivent  avoir,  en  indiquer  une  base  assurée,  alors  même  que 

(*)  I/autre  moitié  du  piix  fut  donnée  à  M.  Sluim,  à  i'rv'.mberf;,  qui  a  publié  ses  le- 
chBrchPs  dans  un  livie  séparé. 
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cette  dernière  base  devrait  être  trouvée  dans  le  domaine  de  l'analyse. 
On  sait  que  le  principe  de  continuité  fournit  des  méthodes  qui  sont  des 
plus  fécondes  en  Géométrie  pure.  Je  ne  dis  pas  qu'il  soit  impossible 
d'établir  ce  principe  géométriquement*,  mais  pour  cela,  on  aurait  au 
moins  besoin  d'une  définition  géométrique  des  points  d'intersection 
imaginaires.  Sans  elle,  le  théorème  sur  le  nombre  des  points  d'inter- 
section de  deux  courbes  est  un  emprunt  à  l'analyse  qui  est  permis, 
bien  entendu,  à  condition  qu'on  l'avoue.  C'est  pour  cela  que  j'aurais 
désiré  que  M.  Cremona  eût  admis,  au  commencement  de  son  Ouvrage 
sur  les  courbes  planes,  le  principe  de  continuité,  en  en  renvoyant 
la  démonstration  à  l'analyse,  ou  au  moins  qu'une  remarque  de  cette 
nature  précédât  la  définition,  au  n"  28,  d'une  courbe  d'ordre  m,  et 
eût  remplacé,  au  n°  32,  la  démonstration  du  théorème  dont  nous 
venons  de  parler. 

Pour  l'intersection  d'une  (tourbe  gauche  avec  une  surface,  on  peut 
raisonner  de  la  manière  suivante.  L'analyse  nous  montre  qu'une 
courbe  d'ordre  n,  qui  est  ïintersection  complète  de  deux  surfaces,  ren- 
contre une  surface  d'ordre  m  en  mn  points.  S'il  faut  ajouter  à  la 
courbe  d'ordre  n  une  courbe  d'ordre  n'  pour  avoir  une  intersection 
complète,  on  sait  do  même  que  ces  deux  courbes  rencontrent  une 
surface  (m)  en  m  [n  -+-  n')  points.  Quant  à  la  distribution  de  ces  points 
sur  les  deux  courbes,  elle  doit  rester  la  même  si  la  surface  (m)  varie; 
car  au  cas  où  des  points  d'intersection  pourraient  passer  d'une  courbe 
à  l'autre,  on  devrait  les  regarder  comme  des  branches  d'une  même 
courbe.  On  a  ainsi  justifié  le  procédé  dont  M.  Cremona  se  sert  au 
n**  21  de  son  Ouvrage  sur  les  surfaces,  sans  le  démontrer,  celui  de 
remplacer  la  surface  par  m  plans. 

H. -G.  Zeuthen. 
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PROCEEDIXGS  of  the  Cambridge  Phii^osophical  Societv.  —  In-S". 

Séance  du  27  mai  1867. 

Miller  (W.-H.).  —  Sur  la  méthode  cristallographique  de  Graas:- 
mann,  et  sur  son  emploi  dans  l'élude  des  propriétés  géordélriques  r/é- 
nérales  des  cristaux.  (24  pO 
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IVIEMOIRS    OF    THE    ROYAI.    ASTROWOMICAL    SoCIETY     (*). 

T.  XXXVI;   1867. 

Lassell  (  W.).  —  Observations  de  planètes  et  de  nébuleuses  à  Malte. 
(32  p.) 

—  Observations  diverses  faites  à  Malte  avec  Véquatorial  de  4  pieds. 

—  Catalogue  de  nébuleuses  nouvelles,  découvertes  à  Malte  avec  Véqua- 
torial de  /i  pieds,  en  1 863- 1 865.  (23  p.,  10  pi.) 


NACHRICHTEN  von  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
tiND  der  Georg-Augusts-Universitat.  —  GoTTiKGEK,  Yerlag  der 
Dietcriclisclien  Buchliandlung  (**)• 

Année  1868. 

Enneper  (A.).  —  Sur  un  théorème  de  géométrie.  (7  p.) 
Sur  la  courbe  limite  de  l'ombre  projetée  par  une  surface  de  révo- 
lution sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 

Enneper  (A.).  —  Remarques  sur  l'intersection  de  deux  surfaces. 
(9P-) 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  les  faits  qui  servent  de  base  à  la  géométrie 
(29  P-) 

Pseumaan  (C).  —  Résultats  d'une  étude  sur  les  principes  de  r électro- 
dynamique (12  p.) 

Enneper  (A.).  —  Recherches  de  géométrie  analytique. 

Suite  d'articles  publiés  dans  les  volumes  précédents.  (2  art.,  43  p.) 

ScHERiNG  fE.).  —  Extension  du  théorème  fondamental  de  Gauss  sur 
les  surfaces  à  courbure  continue. 

Expression  des  angles  d'un  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  ont 


(*)  London  :  published  by  the  Society,  at  theîr  apartments,  Somerset  House.  —  Il 
parait  annuellement  un  volume  in-4°,  en  langue  anglaise. 

(**)  Nouvelles  de  la  Société  royale  des  Sciences  et  de  l' Université  de  Georges-Auguste. 
—  Gœllingue,  librairie  Dieterich. 

Parait  deux  fois  pur  mois,  dans  le  format  in- 12.  Sciences  mathématiques,  physiques 
c\  naturelles;  Philologie,  Histoire.  Programmes  de  l'Université.  —  En  allemand. 
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même  longueur  que  ceux  d'un  triangle  géodésique  tracé  sur  la  sur- 
face courbe. 

Klinkekfues  (W.).  —  Sur  les  applications  de  l'ér/ualion  différen- 
ds y^  d^y  ■ 
(ielle  —p;  =^'"7^2  "  l'acoustique  cl  à  roplique,  en  faisant  varier  les 

conditions  aux  limites .  (lo  p.) 

ADDée  1869. 

Neumann-.  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  calcul  intégral  sur 
lequel  est  fondée  la  théorie  de  la  décomposition  en  fractions  simples . 

Neumank  (C).  —  Sur  la  décharge  oscillante  d'une  table  de  Franklin. 
(lop.) 

Enkeper  (A.).  —  Remarques  sur  le  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface.  (7p.) 

Enneper  (A.).  —  De  la  surface  développable  formée  par  les  plans 
tangents  le  long  d'une  courbe  donnée  sur  une  surface.  (10  p.  ) 

Klein  (F.).  — Sur  la  théorie  des  complexes  de  lignes  du  premier  et 
et  du  second  degré,  (ip.) 

NôTHER  (M.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  plusieurs 
variables  complexes.  (6p.) 

Stern  (A.).  —  Sur  un  théorème  de  Gauss  [relatif  à  la  théorie  des 
nombres) . 

QuiNCKE  (G.).  —  Des  phénomènes  de  capillai'ité  sur  la  surface  com- 
mune à  deux  fluides.  (22  p.) 

Listing  (J.-B.).  —  Sur  une  nouvelle  espèce  de  vision  stéréoscopique. 
(2D  p.,  3  pi.) 

Enneper  (A.).  —  Sur  les  loxodromies  des  surfaces  coniques.  (17  p.) 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  algébriques. 

Brioschi  (Fr.).  —  Des  substitutions  de  la  forme 

( 

Q{r)^£  \r"-'  +  ar 
pour  vu  nombre  n  premier  de  lettres.    9  p.) 


24o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

BULLETIjN    de    l'Académie    impériale   des    Sciences    de    Saint- 
Pétersbourg  (*). 

T.  XIll;  1868. 

SoMOF  (J.).  —  Note  sur  l'attraction  exercée  par  une  couche  maté- 
rielle très-mince  sur  un  point  de  sa  surface.  (5  col.  5  fr.) 

Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  de  Laplace,  que  les  attrac- 
tions sur  un  point  M  de  l'une  des  surfaces  de  la  couche,  exercées, 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  par  tous  les  éléments  aux- 
quels on  peut  mener  de  M  des  droites  qui  ne  rencontrent  aucune  des 
deux  surfaces,  ont  une  résultante  normale  à  la  surface  enJM,  et  égale 
à  la  densité  de  la  couche  multipliée  par  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  le  rayon  est  égal  h  l'épaisseur  de  cette  couche. 

BouNiAKowsKY  (M.).  — Suv  quelques  formules  qui  résultent  de  la 
combinaison  des  résidus  quadratiques  et  non-quadratiques  des  nombres 
premiers,  (8  col.  \  fr.) 

L'auteur  établit  diverses  formules  exprimant  des  propriétés  de  la 
fonction  E(  a?) ,  qui  représente  l'entier  maximum  contenu  dans  le 
nombre  x. 

SAvi^iTscH  (A.).  —  Observations  des  planètes  Saturne  et  Neptune  en 
1867  à  r Observatoire  académique  de  Saint-Pétersbourg .  (i  col.  ;  fr.) 

Struve  (O.).  —  Observation  spectrale  d'une  aurore  boréale.  (2  col. 5 
ail.) 

MiNDiNG  (F.).  —  Sur  la  loi  de  formation  des  dénominateurs  et  des 
numérateurs  dans  la  réduction  des  fractions  continues  en  fractions  ordi- 
naires. (4  col.  ;  ail.) 

L'auteur  rattache  ses  recherches  à  celles  de  Gauss  sur  les  systèmes 
de  lentilles,  ainsi  qu'aux  travaux  antérieurs  d'Euler. 

LiNssER  (C).  —  Éphéméride  pour  la  recherche  de  la  Comète  pério- 
dique de  Winneche  (i858,  II),  à  son  retour  en  1869.  (2  col.  5  ail.) 


(*)  Il  parait  chaque  année  un  volume  de  3G  feuilles  gr.  in-4,  à  2  colonnes,  en  5  fas- 
cicules. Prix  :  pour  la  Russie,  3  rbl.  arg.  ;  pour  l'étranger,  3  thlrs.  de  Prusse.  —  En 
français  et  en  allemand. 
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SoMOF  (J.).  —  Note  sur  la  solution,  donnée  par  Ahel,  d'un  problème 
de  Mécanique.  (4  col.  ;  fr.) 

(Voyez  Journal  de  Crelle,  t.  I.  —  Œuvres  d'Abel,  1. 1,  p.  aj-So).  — 
«  Trouver  la  courbe  décrite  par  un  corps  pesant,  connaissant  le 
«  temps  employé  par  le  corps  à  descendre  d'une  certaine  hauteur, 
«  en  fonction  de  cette  hauteur.  »  —  Abel  a  généralisé  le  problème, 
et  l'a  résolu  au  moyen  des  propriétés  des  intégrales  culériennes.  En 
le  restreignant  à  son  énoncé  primitif,  M.  Somof  a  évité  l'emploi  des 
intégrales  eiilériennes,  et  a  ramené  la  solution  à  une  transformation 
très-simple  des  variables  dans  une  intégrale  double. 

MiNDiNG  (F.).  —  Sur  un  problème  du  calcul  des  probabilités,  qui  se 
présente  dans  l'observation  des  étoiles  filantes.  (6  col.  5  ail.) 

Parmi  toutes  les  étoiles  filantes  qui  tombent ,  dans  un  temps 
donné,  sur  la  Terre,  en  traversant  le  champ  visuel  d'un  observateur, 
combien  y  en  aura-t-il  de  visibles  dans  une  lunette  placée  dans  une 
direction  déterminée  quelconque .i^ 

T.  XIV-,  1869. 

Lenz  (R.).  —  Influence  de  la  température  sur  la  conductibilité  de 
certains  métaux  pour  la  chaleur.  (5  col.  ;  ail.) 

Comparaison  des  pouvoirs  conducteurs  pour  la  chaleur  et  pour 
l'électricité.  Ces  deux  pouvoirs  varient  proportionnellement. 

Savitch  (M.).  —  Observations  faites  à  l' Observatoire  astronomique 
de  r Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg.  (2  col.  ;  fr.) 

Passage  de  Mercure  sur  le  Soleil  du  5  novembre  1868.  —  Opposi- 
tions de  Neptune  et  de  Jupiter  en  1868. 

RosÉN  (P. -G.).  —  Études  faites  à  l'aide  d'un  astro-photomètre  de 
M.Zollner.  (28  col.-,  ail.) 

Description  de  l'instrument.  Plan  et  résultats  des  observations. 
Erreurs  probables.  Différence  d'éclat  pour  des  étoiles  de  grandeurs 
consécutives.  Diagramme  comparatif  des  résultats  obtenus  par  Zoll- 
ner  et  Rosén,  pour  les  intensités  correspondantes  aux  couleurs. 

Gyldén  (H.).  —  Sur  une  méthode  pour  représenter  les  perturbations 
d^une  comète  par  des  expressions  rapidement  convergentes.  (37  col.^ 
ail.) 

Hansen,  dans  son  INIémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences 
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de  Paris,  a  iait  faire  un  pas  considérable  à  la  théorie  des  perturba- 
tions cométaires,  au  moyen  de  son  principe  de  partition^  qui  consiste 
à  exprimer  les  perturbations  de  la  comète  dans  les  différentes  parties 
de  son  orbite  par  des  systèmes  de  variables  différents.  La  distance  de 
la  comète  à  la  planète  perturbatrice  se  compose  d'une  partie  con- 
stante (c'est-à-dire  indépendante  de  V anomalie  partielle  de  la  co- 
mète), et  d'une  partie  variable,  d'autant  plus  petite,  par  rapport  à  la 
partie  constante,  et  développable  suivant  une  série  d'autant  plus  con- 
vergente, que  l'intervalle  auquel  correspond  la  forme  du  développe- 
ment est  moindre.  Mais  cette  partie  constante  est  une  fonction  de  la 
position  de  la  planète  perturbatrice,  dont  le  développement  est  peu 
convergent  dans  le  cas  où  les  deux  astres  sont  très-voisins,  si  l'on 
prend  pour  argument  l'anomalie  moyenne  de  la  planète.  On  peut 
augmenter  la  convergence  en  appliquant  à  l'orbite  de  la  planète  le 
principe  de  partition.  Mais  il  est  souvent  possible  d'éviter  cette  ap- 
plication, en  considérant  l'anomalie  moyenne  de  la  planète  comme 
l'amplitude  elliptique  d'une  nouvelle  variable.  L'auteur  applique  sa 
méthode  à  l'exemple,  traité  par  Hansen,  des  perturbations  de  la  co- 
mète d'Encke  par  Jupiter. 

Struve  (O.).  —  Réapparition  de  la  Comète  de  Winnecke,  et  décou- 
verte de  quelques  nouvelles  nébuleuses.  (4  col.  ^   ail.) 

LiNDELOF  (L.).  —  Propriétés  des  polyèdres  qui.,  sous  une  étendue  su- 
per/îcielle  donnée,  enferment  le  plus  grand  volume.  (i3  col.;  fr.) 

Steiner  a  démontré  [Journal  de  Crelle,  t.  XXIV)  que  le  polyèdre 
maximum  est  circonscrit  à  une  sphère  tangente  à  chacune  des  faces 
en  son  centre  de  gravité.  Il  ajoute  qu'il  reste  encore  à  résoudre,  con- 
cernant les  résultats  qu'il  a  obtenus,  plusieurs  questions  importantes, 
parmi  lesquelles  se  trouve  celle  de  savoir  si  la  propriété  indiquée  ci- 
dessus  convient  généralement  à  tous  les  polyèdres  convexes.  M.  Lin- 
delôf  examine  cette  question,  et  y  répond  par  l'affirmative. 

KONGLIGA  SvEwsKA  Vetenskaps-Akademieivs  Handlingar.  —  Ny 
fàljdn- 

T.  V;  1863-1864. 
LiNDMANN  (C.-F.).  —  Sur  les  fonctions  transcendantes  TJ  (a)  et  G  a, 

(*)  Actes,  de  l' Académie  royale  des  Sciences  de  Suéde.  Nouvelle  série.  —  Stockholm, 
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avec  V  ex  tension  de  leurs  valeurs  au  cas  des  valeurs  impaires  de  a. 
(i8p.) 

DiLLNETi  (G).  —  Groupe  de  formules  concernant  les  fonctions  ellip- 
tiques de  première  espèce.  (19  p.) 

Application  du  Calcul  géométrique  de  l'auteur  à  la  discussion  de 
l'intégrale  de  première  espèce.  En  désignant ,  d'après  Argand  et 
Cauchy,  par  R^  la  quantité  géométrique  Re^*^"',  l'intégration  de  la 
formule  différentielle 

conduit  à  des  relations  d'où  l'on  déduit  très-simplement  la  discussion 
géométrique  du  problème  du  pendule  simple. 

HoLMGREN  (Hj.).  —  Sur  la  transformation  des  intégrales  multiples. 

(4op.) 

§  I.  Notations.  Signe  de  substitution  de  Sarrus  et  de  Lindelof- 
—  §§  2  et  3.  Changement  de  l'ordre  des  intégrations  dans  les  inté- 
grales multiples.  —  §  4'  Introduction  de  nouvelles  variables  dans  les 
intégrales  définies.  —  ^^  5  et  6.  Cas  simples  de  la  formule 


ça 

f  1*  (  ST]  ^Xq  y  '  '  .   ^0C„  juX, . 


X 


LiNDMANN  (C.-F.).  — Détermination  des  dérivées  supérieures   de 
quelques  fonctions,  et  de  diverses  intégrales  définies  qui  en  dépendent. 

(29I>-) 

a 

Détermination  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  fonctions  j:"e^, 
^n^ax'-       gav/ï  log(aH-Z>^)  log(aH-6x)  x\o^{a  +  bx) 

'  '  X"  '  0!}-^^-'X^      '  «2  +  [32^'         ' 

^X 

(a'-+-6'a?^)",     x{a-  -^h^x^Y,     arc  cot  ^— log(a'4- 6-a;-) ,     e"'^"-+*', 


P. -A.  Norstedtet  Fils.  Publiés  chaque  année  par  demi -volumes  m-.\.  Les  Mémoires  sont 
paginés  séparément.  En  langue  suédoise. 
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g«'x^cos^^  —  Calcul  de  plusieurs  intégrales  déduites  des  résultats 
précédents  et  des  valeurs  données  par  les  Tables  de  Bierens  de 
Haan. 

HoLMGREN  (Hj.).  —  SuT  le  Cttlcul  différentiel  à  indices  quelconques. 
(83  p.) 

L'auteur  part  de  la  définition 

=  — — î^ -W'ix-xo)'"-^    /    {ï  —  u]"'-^-'f[xo-hix-x,)u]du, 

T{m—iJ.)  Jo 

x^  Xq  étant,  ainsi  que  f/,  des  grandeurs  réelles  ou  complexes  quel- 
conques, et  m  le  nombre  entier  positif  (ou  nul)  immédiatement 
plus  grand  que  la  partie  réelle  de  fA.  Ces  recherches  se  rattachent  au 
Mémoire  précédemment  indiqué  sur  les  intégrales  multiples. 

T.  VI;   I 86a- 1866. 

Malmsten  (C.-J.)-  —  Sur  les  intégrales  définies  entre  des  limites 
imaginaires .  (  1 8  p ,  ) 

Après  avoir  fixé,  dans  son  Résumé  des  Leçons  sur  le  Calcul  infinité- 
simal [*)  (21^  Leçon),  la  signification  d'une  intégrale  définie  entre 
des  limites  réelles,  Caucliy  l'a  étendue,  deux  ans  plus  tard,  dans  son 
célèbre  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  ima- 
ginaires. M.  Malmsten  établit  les  tliéorèmes  suivants,  relatifs  à  ces 
dernières  intégrales  : 

Théokème  L  Si  l'on  a  diverses  quantités  complexes  A„H-B„i,  dont 
les  parties  réelles  soient  de  même  signe,  et  que  le  module  de  a  +  bi 
soit  une  moyenne  entre  ceux  des  quantités  a„H-(3„i,  on  a 

l{An-hBJ)ioc„-h^ni)  ={a  +  bi)l{K-hBJ). 

Théokème  il  pdx  -h-  qdy  étant  une  différentielle  exacte, 

lim  1  [p ( Xn , y'n ) dxn  -\-q{x„,  j„ ) dx„] 
=    /     p{x,Y)dx-h         q[x,,x)dy\ 


(*)  Cet  OuvrafTc  de  Cauchy,  si  important  pour  l'histoire  de  la  Science,  est  mainlenaiU 
presque  introuvable.  Il  serait  bien  à  souhaiter  qu'on  en  lit  une  nouvelle  édition. 
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Théorème  III.  f{z)  étant  une  fonction  synectique  àe  z  =■  x  -h.yi, 

Jf[z)dz  est  une  quantité  indépendante  du  chemin  parcouru. 
Théorème  IV.   On  a 

rf{z)dz=-  rf(z)dz. 

Théorème  V.  Si  f[z)  est  une  fonction  synectique  de  z,  et 
F{z)=  £fiz)clz, 
F{z)  sera  une  fonction  synectique,  ayant  pour  dévi\ée/iz). 


OFVERSIGT  AF  KoNGL.  Vetenskaps-Akademiens  Fôrhandlingar. 
—  Stockholm,  P. -A.  Norstedt  och  sbner  [*). 

T.  XXII,  i865. 

Dahlander  (G.-R.).  —  Sur  l'effet  mécanique  produit  par  la  vapeur 
d'' eau  saturée  pendant  son  expansion.  (lop.,  i  pi.) 

MôLLER  (A.).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  de  Faye.  (i  i  p.) 
L'auteur  trouve,  pour  les  éléments  de  la  quatrième  apparition, 

i865,  ocl.  4,0,  T.  m.  Berlin. 


/^.  =478",64582 
M  =  342°i8'32",4i 
9=    33.53.  8  ,57 


V5=    49°  56' 54",  56 
Q=  209.41.52  ,91 

i  =  II  .22.  7  ,44- 


"  Edlund  (E.).  —  Détermination  quantitative  des  phénomènes  de  cha- 
leur qui  se  produisent  dans  le  changement  de  volume  des  métaux,  et  de 
r équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  indépendamment  du  travail  in- 
térieur du  métal.  (3i  p.) 

Daug  (H. -T.).  — Sur  les  cuhatures  approximatives.  (5  p.) 
L'auteur  ne  s'occupe  que  des  volumes  terminés  à  une  surface  quel- 
conque et  ayant  pour  base  un  rectangle.  Imaginons  qu'on  ait  divisé 

{*)  Compte  rendu  des  travaux  de  l'Académie  royale  des  Sciences.  Stockholm,  P. -A. 
Norstedt.  et  fils. 

Un  volume  par  an,  en  10  livraisons  in-8,  eu  langue  suédoise.  Prix  du  volume  :  6  Rdr. 
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ce  rectangle  en  rectangles  égaux  par  deux  systèmes  de  parallèles  aux 
côtés.  On  n'emploiera  que  les  ordonnées  de  la  surface  élevées  aux 
sommets  et  aux  centres  de  ces  rectangles. 

Soient  Si  la  somme  des  ordonnées  élevées  aux  sommets  du  rectangle 
qui  sert  de  base  au  volume-,  Sa  la  somme  des  ordonnées  aux  points  de 
division  situés  sur  le  périmètre  du  rectangle^  S4  la  somme  des  ordon- 
nées aux  points  de  division  situés  à  l'intérieur  de  la  base;  Sg  la  somme 
des  ordonnées  aux  centres  des  rectangles  partiels;  20,  2 £  les  dimen- 
sions de  l'un  des  rectangles  partiels.  On  a  approximativement 

V  =  ^(i. S, +  2.8,-1-4.84+8.8,). 

HoLMGREN  (K.-A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  formation  des  ondes  so- 
nores dans  les  tuyaux.  (17  p.) 

Bjorling  (C.-F.-E.)  .  —  Sur  quelques  propriétés  des  séries  de  Fourier 
et  de  leurs  coefficients.  (6  p.) 

Théorème.  —  La  série  F(f)  =     S     ('„  s'innt  peut  être  diiFérentiéc, 

lorsque  l'égalité  précédente  subsiste  non-seulement  entre  les  limites 
0  et  TT,  mais  encore  aux  limites  elles-mêmes.  Au  contraire,  pour  que  la 

série  F(f)  =  -  Mq  -i-    ^    **«  cosnt  puisse  être  différentiée,  il  suffit  que 

2  n:=i 

F{t)  ait  une  valeur  finie  pour  f  —  o  et  f  =  7:;  en  supposant  toujours 
que  F(^)  ne  devienne  infini  pour  aucune  valeur  de  t  comprise  entre 
les  mêmes  limites. 

ÂsTRAND  (J.-J.).  —  Méthode  simple  d' approximation  pour  les  déter- 
minations du  temps  et  de  la  longitude.  (i5  p.) 

Cette  méthode  n'exige  point  l'emploi  des  Tables  de  logarithmes. 

T.  XXIIl;   1866. 

Edlund  (En.).  —  Démonstration  expérimentale  de  la  dilatation  pro- 
duite par  le  courant  électrique  dans  les  corps  solides,  indépendamment  de 
la  chaleur  développée.  (27  p.) 

Bjokling  (E.-G.).  —  Sur  les  formules  d'addition  pour  les  fonctions 
elliptiques.  (4  P-) 

Jacobi  [Sur  la  rotation  des  corps,  Journ.  de  Crelle;  t.  XXXIX, 
p.  324) ,  déduit  les  diverses  formules  d'addition  de  la  formule 

cosam(a  -i-  |3)=  cosama  cosam(3  —  sin  amasln  am[3  Aam(a  -f-  f3). 
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On  peut  les  déduire  plus  simplement  d'une  autre  manière,  que  l'au- 
teur indique  brièvement. 

T.  XXIV  5   1867. 

Theokell  (A. -G.).  —  Quelques  conséquences  du  théorème  du  Cauchy 
sur  les  dif[é7'ences  des  fondions  continues.  (4  p-) 
On  a  les  formules 

A"/(  ^  )  =  A  a;"/ ("J  (  .3; -t- n  0A  .r  ), 
A"/(^,  j)  =  d^fix  -{-nQÊ^x,    y  +  n  0Ar). 

Petterson  (C.-A.).  —  Déterminations  astronomiques  de  positions 
dans  le  district  de  Norrhotten,  en  1859-6?..  (9  p.) 

Dahlander  ((j.-Pl.).  — Sur  la  détermination  de  l'axe  central  et  de 
Vaxe  de  rotation  dans  le  mouvement  d'un  corps.  (4  p) 
Construction  géométrique. 

T.  XXV  5    1868. 

Dahlandeu  (G.-R.).  —  Théorie  géométrique  de  V accélération  dans  le 
déplacement  d'une  figure  dans  son  plan.  (16  p.,  i  pi.) 

L'auteur,  partant  des  travaux  de  ÎNl.  Cliasles  [Comptes  rendus.^  t.  LI 
et  LU),  étudie  la  relation  qui  existe  entre  trois  positions  d'une  li- 
gure, et  ses  résultats  contiennent,  comme  cas  particulier,  la  théorie 
de  l'accélération.  Il  expose  ensuite  plusieurs  théorèmes  auxquels  ces 
recherches  l'ont  conduit. 

BjoRLiNCr  (C.-F.-Em.).  — Sur  les  conditions  de  réalité  des  racines 
des  équations  algébriques.  (10  p.) 

Ces  conditions  sont  fondées  sur  les  relations  qui  existent  entre  les 
racines  d'une  équation  et  celles  de  sa  dérivée. 


NOVA      ACTA      REGIE     S0CIETATIS      SciENTIARUM      UpSALIENSIS.      

Upsaliœ,  W.  Schultz  (*). 
IIP  Série,  t.  VI 5  1866- 1868. 

Wackerbarth  (A-D.).  —  Théorie  provisoire  de  Léda.  (24  p-  5  angl.) 
Les  perturbations  sont  calculées  par  la  méthode  de  Laplace. 


(*)  Paraît  par  demi -vol  urnes  in-.^,  tous  les  deux  ans.  Mémoires  paginés  sépai-émenl, 
en  diverses  langues. 
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HoppE  (R.).  —  Sur  les  sommes  des  séries  divergentes.  (12  p.-,  fr,). 

Recherche  de  la  fonction   cf  (n),  telle  que  lim.  — ^  =  i  pour  n 

infini. 

HoppE  (R.)-  —  Surfaces  également  illuminées.  (4  p-  ;  fr-) 
La  surface  uniformément  éclairée  par  des  rayons  partis  d'un  point 
est  représentée  par  l'ensemble  des  équations 


/si  0  2)7. 


\  =.  arc  lang  (langr]  sinS-)  -i-  ©'(sin-zî  cosS-) 

ta  n  "■  S" 
a  =  arc  lane  — ^ — h  sin/j  cosS-.©'  (sinrj  cos^)  —  ©(siiT/i  cosâ-), 

■^  C0S7) 

r,  .S^,  X  étant  le  rayon  vecteur,  la  latitude  et  la  longitude,  •/)  et  /:x  des 
variables  auxiliaires,  et  o^  une  fonction  arbitraire. 


ARCHIV  DER  Mathematik  und  Physik  (*). 
Bd.  LI,  Heft  I-,  1869. 

Gbetschel  (H.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de  la 
durée  de  V oscillation  d' un  pendule  simple.  (6  p.  ;  ail.) 

L'auteur  arrive  à  l'expression  rigoureuse  en  remplaçant  les  inté- 
grations par  des  sommations  de  séries. 

ExNER  (K.).  —  Sur  la  forme  des  petits  éléments  de  surface.  (3  p.  ; 
ail.) 

Un  élément  de  surface  est  engendré  par  le  mouvement  continu 
d'un  arc  de  cercle  infiniment  petit  glissant  sur  un  autre  arc  de  cercle 
infiniment  petit,  de  manière  que  leurs  deux  plans  soient  toujours 
perpendiculaires  entre  eux,  et  que  le  centre  du  premier  reste  tou- 
jours dans  le  plan  du  second. 

Spieker  (Th.).  —  Sur  un  cercle  remarquable,  décrit  autour  du  centre 
de  gravité  du  périmctra  d'un  triangle  rectiligne,  et  analogue  au  cercle 
des  neuf  points .  (5  p.  ;  ail.). 

MosT  (R.).  —  iSMr  le  centre  de  gravité  du  contour  des  figures  planes 
et  solides  les  plus  simples.  (J  p.  ;  ail.) 


(*)  Voir  Bulletin,  p.  loo. 
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SojîDERHOF  (A.).  —  Corrections  géodésiques  des  angles  horizontaux 
observés  sur  le  sphéroïde.  (26  p.  i  ail.; 

Fasbender.  —  Les  angles  que  les  côtés  du  triangle  forment  avec  leurs 
lignes  de  gravité  respectives.  (3  p.  ;  fr.) 

Versluys  (J.).  —  Applications  nouvelles  des  déterminants  à  la  Géo- 
métrie (2*  art.).  (23  p.  ;  fr.) 

Discussion  de  l'équation  générale  du  second  degré  en  coordonnées 
tangentielles  ^  et  de  la  courbe  du  second  degré  intersection  d'une 
surface  et  d'un  plan. 

Unferdinger  (Fr-)- — ■S"''  V expression  du  rayon  de  courbure  en 
coordonnées  polaires,  et  sur  les  courbes  dont  l'équation  est  r*  =  a''s\nkO. 
(21  p.;  ail.) 

Grassmann  (H.).  —  Résolution  élémentaire  de  l'équation  générale 
du  quatrième  degré.  Ci  p.  ;  ail.) 

DosTOR  (G.).  —  Propriété  de  la  bissectrice  d'un  angle  dans  le 
triangle.  — Ellipse  et  hyperbole  :  relation  entre  les  angles  des  deux  rayons 
vecteurs  d'un  point  avec  l'axe  focal.  —  Inclinaison  du  rayon  vecteur 
sur  l'axe  de  la  parabole.  —  Propriétés  du  triangle  rectangle. —  Géné- 
ralisation d'un  théorème  d^Euler  (ou  de  Fermât)  sur  le  cercle,  et  so7i 
extension  à  l'ellipse.  —  Propriétés  du  triangle  sphérique  rectangle. 
(i7p.;fr.) 

LiTTROw  (C.  von).  — Sur  r infériorité  des  Anciens  dans  les  sciences 
physiques.  (i3p.;  ail.) 

Discours  prononcé  à  l'occasion  de  son  installation  comme  recteur 
de  l'Université  de  Vienne. 


DILLjNER  (Goran),  adjunkt  i  materaatik  vid  Upsala  Akademi.  — 
Grtjkddragejv  af  den  geometriska  KALKYLEiv.  [Tidskrïft  for  ma- 
tematikoch  Fysik,  1868-1870,  Upsala)  (*). 

L'Mm'fe,  au  point  de  vue  aritlimétique,  étant  une  quantité  de  gran- 
deur arbitraire,  on  peut  la  faire  varier,  et  lei  nombres  qui  repré- 
sentent les  diverses  grandeurs  concrètes  varieront  en  même  temps. 

(*)  Eléments  du  Calcul  géométrique  ;   par  le  D'"   (i.  Dillnlu,    Professeur    adjoint   de 
Bull.  dt-r.  Sciences  mnthéni.  et  astron.,  t.  I.  (^  Août  1870.)  I7 
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Le  cbangement  d'unité  donne  lieu  aux  opérations  de  la  multiplica- 
tion et  de  la  division. 

Au  lieu  de  chercher  la  grandeur  absolue  d'une  quantité,  on  peut 
avoir  pour  but  sa  détermination  dans  une  série  illimitée  dans  les 
deux  sens,  telle  que  la  détermination  d'un  point  sur  une  droite  in- 
définie. Cette  question  se  ramène  à  une  détermination  de  grandeur, 
si  l'on  prend  pour  inconnue  la  distance  du  point  cherché  à  une  ori- 
gine fixée  arbitrairement  sur  la  droite.  Mais  ici  la  grandeur  de  la 
distance  n'est  qu'une  quantité  auxiliaire,  qui  ne  suffirait  pas  pour 
l'expression  complète  du  résultat,  si  l'on  n'y  ajoutait  l'indication  du 
sens  dans  lequel  elle  doit  être  portée  à  partir  de  l'origine. 

Au  lieu  donc  de  considérer  séparément  les  deux  déterminations 
de  grandeur  et  de  sens,  il  est  plus  simple  de  les  comprendre  dans 
une  même  détermination,  et  de  substituer  aux  opérations  arithmé- 
tiques d'addition  et  de  soustraction,  qui  rappelaient  uniquement  les 
idées  d'augmentation  et  de  diminution,  des  opérations  algébriques 
plus  générales,  comprenant  les  premières  comme  cas  particuliers,  et 
désignées,  pour  cette  raison,  par  les  mêmes  noms,  savoir  :  Vaddition 
algébrique,  consistant  dans  le  transport  de  l'extrémité  de  la  distance 
dans  un  certain  sens  convenu,  et  la  soustraction  algébrique,  consis- 
tant dans  le  transport  de  la  même  extrémité  dans  le  sens  opposé. 
Ces  deux  opérations  peuvent  être  considérées  comme  correspon- 
dantes au  changemenl  d'origine. 

En  concevant  maintenant  la  soustraction  à  ce  point  de  \\xg  plus  gé- 
néral^ cette  opération  sera  toujours  possible,  et  la  notion  des  quantités 
négatives  n'oll'rira  plus  aucune  difficulté. 

Si  l'on  considère  l'unité  comme  étant  elle-même  susceptible  de 
signe,  le  changement  d'unité  donnera  lieu  à  la  multiplication  et  à  la 

Mathématiques  à  l'Académie  d'Upsala.  (Extrait  du  Journal  de  Mathématiques  et  de 
Physique,  années  1868-1870.  Huit  articles,  gi  p.) 

Voir  Bulletin,  p.   17-  et  1-9. 

M.  Dillner  avait  déjà  publié  en  1860  un  Mémoire  sur  le  même  sujet,  intitulé  :  Geo- 
metrisk  kalkjl ,  eller  geometriska  qvantiteters  riiknelagar ,  af  G.  Dillner.  (Aftrycktur 
Upsala  Kongl.  Fetenskaps-Societets  Arskrift);  l'psala,  G.-A.  Lefiler,  1860.  [Calcul 
géométrique,  ou  Règles  du  calcul  des  quantités  géométriques.  (Extrait  de  V Annuaire  de 
la  Société  Royale  des  Sciences  d'Upsala.)  Gr.  in-8,  96  p.].  L'auteur  y  a  étendu  ses  re- 
cherches à  la  représentation  des  points  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

La  série  d'articles  dont  nous  analysons  la  prcraicie  partie  est  une  exposition  dé- 
taillée de  la  même  théorie,  pour  le  cas  de  deux  dimensions. 
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division  en  grandeur  et  en  signe^  et  la  règle  des  signes  s'établira  aisé- 
ment a  priori^  ainsi  que  toutes  les  règles  du  ealcul  algébrique  des 
quantités  réelles,  et  ces  règles  donneront  toujours  des  résultats  ad- 
missibles, tant  que  le  problème  pourra  être  résolu  par  un  point  ap- 
partenant à  la  série  linéaire  représentée  par  les  nombres  positifs  et 


négatifs. 


La  question  proposée  peut  avoir  un  but  encore  plus  général,  celui 
de  la  détermination  d'une  quantité  faisant  partie  d'une  série  double, 
et  que  l'on  peut  représenter  par  un  point  d'un  plan.  Ici,  outre  la 
distance  à  une  origine  arbitraire,  il  faut  encore  avoir,  non  plus  une 
simple  indication  pour  choisir  entre  deux  sens  opposés,  mais  une  se- 
conde grandeur  déterminant  la  direction  dans  laquelle  la  distance 
doit  être  portée. 

En  faisant  un  nouveau  pas  dans  la  généralisation  des  notations  et 
des  opérations,  on  est  conduit  à  incorporer  dans  un  même  symbole 
analytique  toutes  les  données  qui  déterminent  un  point  du  plan,  et 
à  donner  les  noms  d'addition  et  de  soustraction  au  transport  d'un 
point  dans  le  plan,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  changement  d'ori- 
gine, lorsque  l'on  conserve  les  directions  fondamentales  d'où  l'on 
compte  les  angles.  Le  symbole  binaire  qui  caractérise  ainsi  une 
quantité  de  la  double  série  s'appelle  quantité  géométrique  (Caueliy) 
ou  quantité  complexe  (Gauss)  (*). 

En  considérant  Vunité  connue  une  quantité  géométrique,  ayant 
une  grandeur  et  une  direction,  le  changement  d'unité  conduit  de  la 
manière  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle  à  la  définition  de  la  mul- 
tiplication et  de  la  division  des  quantités  géométriques.  De  là  on 
passe  à  l'élévation  aux  puissances,  et  à  l'extraction  des  racines.  Cette 
dernière  opération,  grâce  à  la  nouvelle  généralisation  de  sa  défini- 
tion, ne  peut  plus  olli-ir  maintenant  d'impossibilité,  et  la  dénomina- 
tion d'imaginaire  ne  peut  plus  être  prise  dans  son  sens  primitif,  puis- 
qu'elle"s'apj)lique  à  des  quantités  parfaitement  réelles. 

(*)  La  première  idée  de  la  substitution  des  quantités  géométriques  aux  quantités 
imaginaires  ou    impossibles  remonte   à   Wallis   (lôg.j),   qui,   partant  de  la  pi-oporlion 

-4-  I  :  ^ —  I  =^  V  —  i; — I,  en  conclut  que  V  —  i  doit  être  représenté  par  une  longueur 
portée  dans  une  direction  intermédiaire  entre  celles  qui  répondent  à  -j-i  et  à  —  i.  Plus 
d'un  siècle  s'écoula  avant  qu'Argand  ne  vînt  reprendre  cette  idée  féconde  (1806).  De- 
puis lors,  la  théorie  géométrique  des  imaginaires  a  été  l'objet  des  recherches  d'un  grand 
nombre  d'auteurs,  travaillant  souvent  à  l'insu  les  uns  des  autres,  et  parmi  lesquels  nous 
citerons  en  première  ligne  les  noms  d'Hamilton  et  de  Bellavitis. 

IT. 
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En  revenant  en  arrière,  il  est  aisé  de  voir  comment  les  règles  du 
calcul  des  quantités  algébriques  (positives  ou  négatives)  se  déduisent 
comme  cas  particulier  de  celles  du  calcul  des  quantités  géométriques. 

De  plus,  c'est  seulement  en  vertu  de  la  dédnition  généralisée  des 
opérations  qu'il  est  permis  d'appliquer  à  tous  les  cas  la  plupart  des 
théorèmes  relatifs  aux  équations  algébriques. 

Après  avoir  fondé  le  calcul  des  quantités  géométriques  sur  les 
considérations  simples  et  ingénieuses  dont  nous  venons  d'analyser 
la  substance,  M.  Dilluer  passe  aux  applications  de  sath(*orie.  Nous 
avons  exprimé  déjà,  en  parlant  de  la  Méthode  des  équipollences  de 
M.  Bellavitis  (*),  notre  conviction  relativement  aux  avantages  que 
présente  ce  procédé  d'analyse  géométrique  sous  le  rapport  de  la  sim- 
plicité et  de  l'uniformité  des  moyens.  Les  exemples  que  donne 
M.  Dillncr  justifient  pleinement  cette  manière  devoir. 

La  métliode  du  Calcul  géométrique  conduit  directement  aux 
théorèmes  connus  sur  les  projections,  exprimés  sous  leur  forme  la 
plus  simple,  aux  propriétés  des  fonctions  circulaires  et  à  leur  appli- 
tion  à  la  résolution  des  triangles  plans.  Elle  donne  immédiatement 
les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées,  si  l'on  combine 
le  changement  d'origine  avec  le  changement  d'unité  en  direction 
seulement. 

Chaque  point  d'une  courbe  plane  étant  déterminé  par  une  certaine 
quantité  géométrique,  la  formule  qu'exprimera  la  loi  de  variation  de 
cette  quantité  sera  l'équation  de  la  courbe.  On  représentera  d'abord 
cette  loi  au  moyen  du  système  de  coordonnées  le  plus  simple  ;  puis, 
par  la  transformation  des  coordonnées,  on  rapportera  l'équation  à  un 
système  de  coordonnées  quelconque. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  pour  origine  un  point  d'une  droite,  et 
que  l'on  désigne  par  p,  la  quantité  géométrique  qui  détermine  un 
point  quelconque  de  la  droite^  l'équation  de  la  droite  rapportée  à 
cette  origine  sera  a  =  const.  Si  l'on  transporte  maintenant  l'ori- 
gine en  un  point  représenté  par  —  ft»,  la  nouvelle  équation  du 
lieu  sera 

rp  =  ka  +  p„- 

Si  l'on  décompose  r^  et  k^  parallèlement  à  deux  axes  faisant  entre  eux 

(•)  Nouveiles  Annales  de  Matltéwatiques,  i""  scrio,  t.  "VIU,  p.  ?S(). 
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un  angle  6,  l'équalion  cltiviendra  de  la  forme 

d'où  l'on  lire,  eu  égalant  les  composantes  rectangulaires  des  deux 
membres, 

X — g-^{y  —  h]cos9  =  pcosa, 
(j  —  A)  sin0  =  p  sin  (7. 

L'élimination  de  la  vaiialjle  p  donne  l'équation  en  ic  et  y. 

Si  l'on  supposait  a  variable  et  p  constant,  on  auiait,  par  l'élimina- 
tion de  (7,  l'équation  du  cercle  de  rayon  p. 

Un  cercle  de  rayon  p  roulant  sans  glisser  sur  l'axe  des  a:,  soiljca 
l'abscisse  du  point  de  contact  ;  le  centre  sera  exprimé  par  pa  -h  p^^  et 

2 

le  point  décrivant  de  la  cycloïde  aura  pour  expression,  relativement 
à  ce  centre,  p    .      .  Donc  l'équation  de  la  cycloïde  sera 

2 

r^=  po-  +  p„  -4-  p_^_   , 

2  2 

d'où 

x  =  p  [u  —  sine-),     j=:p(i  — coso"). 

Après  ces  indications,  l'auteur  revient  sur  l'emploi  de  la  méthode 
dans  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie  élémentaire. 

Un  triangle  OAB  est  déterminé  de  forme  par  le  quotient  géomé- 

OA 
trique  ^^s"   La  proportion  OA  :  OB  =  O'xV  :  O'B'  exprime  la  simili- 
tude des  triangles  OAB,  O'A'B'.  La  proportion  OA  :  OB  =  OB  :  OC 
indique  que  OB  est  moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OC  et  bis- 
sectrice de  l'angle  AOC. 

La  constrnetion  des  identités  algébriques  où  entrent  des  quantités 
géométriques  fournit  un  moyen  fécond  pour  établir  analytiquement 
un  nombre  illimité  de  propositions  de  géométrie. 

Ainsi  l'identité 

a^— {b-.)- =  {a -Jr  b^){a  —  b^) 

donne,  en  prenant  les  modules  de  part  et  d'autre, 

\Ja*-hb*  —  2a' 6*  COS27  =  mod.  («  h-  6^)x  mod.  {a  —  b^) . 

Si  OA  -r  a  est  la  ligne  menée  du  sommet  O  d'un  triangle  au  milieu 
A  de  la  base  BB'=  26,  et  que  y  soit  l'angle  OAB,  le  second  membre 
sera  égal  à  OB  X  OB'.  En  donnant  à  y  diverses  valeurs,  on  aura  dif- 
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férents  tliéoi  èraes  : 

Pour  7^0,     a'—  b'  =  OB.OB',     [EucL,  II,  5]; 

Poury=-,     «'-+-6^=06.  OB',     [Eucl.,  I,  47]; 

Pour  y  =  5»     a'-{-b'=c\     où     c-' =  06.06'; 

4 


]M.  Dillner  termine  par  des  exemples  de  constructions  tirées  de  la 
résolution  d'équations  entre  des  quantités  géométriques. 

Pour  encourager  l'étude  de  ces  élégantes  méthodes,  qui  finiront 
sans  doute  par  devenir  classiques,  M.  Dillner  propose  pour  sujet  du 
prix  annuel  que  décerne  la  rédaction  du  Tidskriff.,  la  composition 
d'un  Recueil  de  problèmes  géométriques  résolus  au  moyen  des  éqvia- 
tions  du  premier  et  du  second  degré  et  de  celles  qui  s'y  ramènent  (*). 

J.    Ilot' EL. 


MELANGES. 

ACADÉMIE  DES  SCIENCES. 

coNCOuns  DE  l'année  1869. 

Séance  publique  du  Lundi  11  Juillet  1870, 

Présidée  par  M.  Claude  BERNARD,  Président  pour  l'année  1869. 


PRIX  DÉCERNÉS  POUR  LES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 

(Commissaires  :  MM.  Bertrand,  Cliaslcs,  Liouville,  Bonnet, 
Serre t  rapporteur.) 

Rapport  sur  le  Concours  de  l'année  1869. 

L'Académie   avait  proposé,   pour  sujet  de  grand  prix  de  Mathé- 
matiques à  décerner  en  1860,  la  question  suivante  : 

«  Perfectionner  en  quelque  point  essentiel  la  théorie  du  mouvement  de 
»  trois  corps  qui  s'attirent  mutuellement^  suivant  la  loi  de  la  nature, 


{*)  L'auteur  du  meilleur  Mémoire  recevra  le  second  volume  du  Traité  de  Calcul  dif- 
férentiel et  de  Calcul  intégral  de  M.  Beutrand.  Les  Mémoires  devront  être  envoyés 
à  M.  l'illufr  avant  le  i*"'  janvier  1871. 
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;>  soit  en  ajoutant  quelque  intégrale  nouvelle  à  celles  déjà  connues,  soit 
))  en  7'éduii^ant  d'une  manière  quelconque  les  difficultés  que  présente  la 
»  solution  complète  du  problème.  » 

Un  seul  Mémoire  a  été  eiivové  au  Concours,  il  porte  cette  épi- 
graphe : 

((   //  !/  a  peut-être  queh/ue  avantage  à  présenter  Ui  théorie  de  la  Lune- 
»  comme  une  application  des  formules  générales  du  problême  des  trois 
))  corps.  )> 

La  première  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  au  développement 
d'une  analyse  élégante  et  ingénieuse,  par  laquelle  l'auteur  ramène  la 
solution  générale  du  problème  des  trois  corps  à  l'intégration  d'un 
système  canonique  de  liuit  équations  diiîérentielles  du  premier  ordre 
dont  on  connaît  une  intégrale,  savoir  :  celle  des  forces  vives.  L'une 
des  variables  primitivement  introduites  ne  figurait  que  par  sa  ditté- 
rentielle,  et  elle  a  été  éliminée,  à  l'instar  du  nœud  de  Jacobi^  sa 
détermination  idtérieure  s'eirectue  donc  par  une  quadrature.  Eniln, 
comme  le  temps  n'entre  aussi  que  par  sa  dillérentielle  dans  les  équa- 
tions, il  peut  lui-même  être  éliminé,  et  il  est  permis  de  dire,  avec 
l'auteur,  que  la  solution  du  problème  exige  seulement  l'intégration 
de  six  équations  dinérentielles  du  premier  ordre  et  deux  quadratures. 

Mais  tel  était  déjà  l'état  de  la  question  après  le  travail  de  Jacobi 
sur  V élimination  des  nœuds.  Quant  au  perfectionnement  qui  consiste 
à  former  un  système  canonique  de  huit  équations  ditFérentielles  du 
premier  ordre  dont  on  connait  l'intégrale  des  forces  vives,  il  a  été 
déjà  réalisé  récemment,  d'une  manière  très-ditïérente  à  la  vérité,  dans 
lui  travail  communiqué  à  l'Académie  et  inséré  dans  les  Comptes 
rendus  de  ses  séances. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  a  pour  objet  l'application  des  for- 
mules de  la  première  partie  à  la  théorie  de  la  Lune.  L'auteur  ne 
présente  qu'à  titre  d'essai  cette  application,  et  il  se  borne  à  une 
première  approximation;  la  Commission  exprime  le  regret  que  cette 
partie  importante  du  Mémoire  n'ait  pas  reçu  plus  de  développements. 

Si  le  Mémoire  envoyé  au  Concoui^s  ne  remplit  pas  suffisamment 
les  conditions  du  programme  arrêté  par  l'Académie,  il  n'en  révèle 
pas  moins  chez  son  auteur  des  qualités  éminentes  et  un  talent  ma- 
thématique d'un  ordre  élevé.  Le  résultat  déjà  obtenu  permet  d'es- 
pérer que  de  nouveaux   elloi-ts  apporteront  des  perfectionnements 
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plus  notables  à  une  théorie  qui  intéresse  à  la  fois,  à  un  haut  degré, 
l'Analyse  matliémalique  et  l'Astronomie. 

En  résumé  la  Commission  déeide  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  décerner 
le  prix,  et  elle  propose  à  l'Académie  de  remettre  la  question  au  Con- 
cours pour  1872. 

L'Académie  adopte  les  Conclusions  de  ce  Rapport. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

Question  proposée  en  1864  pour  1866,  puis  remise  au  concours,  après  modification, 

pour  1869. 

(Commissaires  :  MM.  Faye,  Liouville,  Laugier,  Le  Verrier, 
Delaunay  rapporteur.)  ^ 

Rappoi't  sur  le  Concours  de  l'année  1869. 

L'Académie  avait  mis  au  concours,  pou^r  1869,  la  question  suivante  : 
«  Discuter  complètement  les  anciennes  observations  d" éclipses  qui  nous 
»  ont  été  transmises  par  l'histoire,  en  vue  d'en  déduire  la  valeur  de 
M  l'accélération  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune,  sans  se 
n  préoccuper  d'aucune  valeur  théorique  de  cette  accélération  séculaire; 
»  montrer  clairement  à  quelles  conséquences  ces  éclipses  peuvent  con- 
»  duire  relativement  à  l'accélération  dont  il  s'agit,  soit  en  lui  assignant 
))  forcément  urne  valeur  précise,  soit  au  contraire  en  la  laissant  indéter- 
»  minée  entre  certaines  limites.  « 

Deux  pièces  sont  parvenues  au  Secrétariat  de  l'Institut:  aucune 
d'elles  n'a  paru  mériter  le  prix. 

La  Commission,  vu  l'importance  de  la  question  proposée,  demande 
à  l'Académie  de  la  mettre  de  nouveau  au  concours  pour  l'année  1873. 

L'Académie  adopte  cette  proposition. 

PRIX  D'ASTRONOMIE  (FONDATION  LALANDE). 

(Commissaires  :  MM.  Delaunay,  Faye,  ÎMathieu,  Liouville, 
Laugier  rappoi^tcur.) 

Rapport  sur  le  Concours  de  l'année  1869. 

L'existence  d'un  grand  nombre  de  petites  planètes  entre  Mars  et 
Jupiter  est  sans  contredit  un  des  faits  les  plus  remarquables  dont  la 
science  soit  redevable  aux  astronomes  du  xix^  siècle. 

Les  découvertes  successives  des  astéroïdes  exercent  sur  les  progrès 
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de  l'Astronomie  une  double  influence  :  elles  agrandissent  le  domaine 
de  nos  connaissances  uranographiques,  et  elles  augmentent  d'année 
en  année  le  nombre  et  l'habileté  des  astronomes  calculateurs.  Aussi 
l'Académie,  à  plusieurs  reprises,  a-t-elle  encouragé  un  genre  de  re- 
cliercbes  si  utile  ^  nous  lui  rappellerons  avec  plaisir  les  noms  bien 
connus  de  MM.  Hencke  de  Driessen,  Hind,  de  Gasparis,  Luther, 
Goldschmidt,- Chacornac,  etc.,  qui  tous  ont  obtenu  plusieurs  fois  la 
médaille  de  Lalande. 

Parmi  les  astronomes  qui,  dans  ces  dernières  années,  ont  enrichi 
la  aiombreuse  famille  des  petites  planètes,  la  Commission  signale 
M.  James  Watson,  directeur  de  l'observatoire  d'Ann-Arbor  (Etats- 
Unis).  Cet  habile  astronome  a  découvert  les  neuf  astéroïdes  n"*  79, 
93,  94,  100,  loi,  io3,  104,  io5  et  106,  dont  les  huit  dernières  dans 
le  court  intervalle  d'une  année. 

En  conséquence,  la  Commission  propose  à  l'Académie  de  décerner, 
pour  l'année  1 869,  le  prix  d'Astronomie  fondé  par  Lalande  à  M.  James 
Watson. 

L'Académie  adopte  la  proposition  de  la  Commission. 

PRIX    FO]\DÉ    PAR    M™^    LA    MARQUISE    DE    LAPLACE. 

Une  Ordonnance  royale  ayant  autorisé  l'Académie  des  Sciences  à 
accepter  la  donation,  qui  lui  a  été  faite  par  M""^  la  Marquise  de 
Laplace,  d'une  rente  pour  la  fondation  à  perpétuité  d'un  prix  con- 
sistant dans  la  collection  complète  des  Ouvrages  de  Laplace,  prix  qui 
devra  être  décerné  chaque  année  au  premier  élève  sortant  de  l'Ecole 
Polytechnique, 

Le  Président  remet  les  cinq  volumes  de  la  Mécanique  céleste,  VEx- 
position  du  Système  du  Monde  et  le  Traité  des  Probabilités  à  M.  Fran- 
çois-Henri Voisin,  né  le  3  décembre  1848,  à  Pagny-la-Blanche-Cùte 
(Meuse),  sorti  le  premier  en  1869  de  l'Ecole  Polytechnique  et  entré 
à  l'École  impériale  des  Mines. 

PRIX    DAMOISEAU. 

(Commissaires  :  MM.  Laugier,  Mathieu,  Delaunay,  Le  Verrier, 

Faye  rapporteur.) 

L'Académie  avait  proposé,  pour  le  prix  Damoiseau,  la  question 
suivante  : 

«■  Revoir  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter;  discuter  les  observations 
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))  et  en  déduire  les  comfanles  quelle  renferme,  et parliculièrement  celle 
»  qui  fournit  la  détermination  directe  de  la  vitesse  de  la  lumière  ;  enfin 
»  construire  des  Tables  particulières  pour  chaque  satellite,  » 

L'Académie  n'ayant  reçu  jusqu'à  présent  aucune  pièce  sur  cette 
question,  votre  Commission  a  l'honneur  de  vous  proposer  de  la  re- 
mettre au  concours  et  d'étendre  jusqu'en  1872  la  limite  de  rigueur. 
Voici  les  motifs  de  cette  proposition.  La  cjuestion  de  1869  rentre 
complètement  dans  l'esprit  de  la  fondation  Damoiseau  ;  elle  est  toute 
d'actualité,  car  les  Tables  de  Delambre,  continuées  par  Damoiseau, 
dont  se  servent  tous  les  calculateurs  d'épliémérides,  ne  s'étendent 
que  jusqu'à  1860  ;  enfin  le  grand  problème  de  la  vitesse  de  la  lumière 
a  pris,  dans  ces  derniers  temps,  une  importance  nouvelle,  grâce  à  de 
récents  travaux  théoriques  et  pratiques  du  plus  haut  intérêt.  11  est 
donc  à  délirer  que  la  solution  qu'en  fournit  l'observation  des  éclipses 
des  satellites  de  Jupiter  soit  soumise  à  une  révision  attentive  sur  l'en- 
semble des  documents  qui  se  sont  accumulés  depuis  les  travaux  de 
Delambre,  et  dont  on  n'a  encore  tiré  aucun  parti. 

Nous  prions  l'Académie,  vu  l'importance  de  la  question,  d'élever 
à  cinq  mille  francs  la  valeur  du  prix  à  décerner  en  1872  au  nom  de 
notre  savant  et  regretté  confrère.  La  somme  de  cinq  mille  francs 
sera  constituée  au  moyen  des  arrérages  disponibles  de  la  fondation 
Damoiseau.  Dans  le  cas  où  ces  arrérages  ne  sulliraient  pas  pour  former 
la  totalité  des  cinq  mille  francs,  l'Académie  la  compléterait  en  pre- 
nant sur  d'autres  fonds  disponibles. 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 
[Voir  aux  Prix  proposés.) 

PRIX    POKCELET    (  FOJNDÉ    PAR    m"*^    VEUVE    PONCELEt). 

(Commissaires  :  MM.  Liouville,  Morin,  Bertrand,  Serret, 
Combes  rapporteur.) 

Rapport  sur  le  Concours  de  l'année  i86g. 

Aux  termes  de  l'acte  de  donation,  le  prix  Poncelet  est  destiné  à 
1  auteur  de  l'Ouvrage  qui  aura  le  plus  contribué  aux  progrès  des 
Sciences  mathématiques  pures  ou  appliquées,  publié  dans  les  dix 
années  qui  auront  précédé  le  jugement  de  l'Académie. 

La  Commission  propose  à  l'Académie  de  décerner  ce  prix,  pour 
l'année  1869,  au  D""  J.  Robert  jMayer,  Correspondant  de  l'Académie 
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à  Heilbronn,  pour  l'ensemble  de  ses  Mémoires  sur  la  Tliéorie  méca- 
nique de  la  chaleur,  dont  le  premier  remonte  à  l'année  1842,  et  que 
l'auteur  a  réunis,  en  1867,  en  un  volume  imprimé  k  Stuttgart  sous 
le  titre  :  Die  Mechanik  der  Wçirme. 

L'Académie  adopte  la  proposition  de  la  Commission. 


PRIX  PROPOSÉS  POIR  LES  SCIENCES  MATHEMATIQUES. 

Prix  à  décerner  en  1870. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

Question  proposée  pour  1855,  remplacée  par  une  autre  pour  18G1,  remise  à  1863,  puis 
à  18G5,  et  enfin  à  18G7;  nouvelle  question  proposée  pour  1870  :  reproduction  du  pro- 
gramme de  l'année  précédente. 

La  question  mise  au  Concours  pour  1867  n'ayant  été  le  sujet  que 
d'un  seul  Mémoire  qui  n'a  pas  été  jugé  digne  du  prix,  la  Commission 
a  proposé  de  retirer  cette  question  du  Concours  et  de  la  remplacer 
par  la  suivante  : 

«  liecherc/ier  expérimentalement  lea  modifications  qu'éprouve  la  lu- 
))  mière  dans  son  mode  de  propagation  et  ses  propriétés,  par  suite  du 
»  mouvement  de  la  source  lumineuse  et  du  mouvement  de  Vobserva- 
n   leur.  )) 

L'Académie  a  adopté  la  proposition  de  la  Commission. 

Le  prix  consiste  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  trois  mille 
francs . 

Les  Mémoires  ont  dû  être  remis  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant 
le  i^''  juin  1870. 

PRIX  D'ASTRONOMIE  (FONDATION  LALANDE). 

La  médaille  fondée  par  M.  de  Lalande,  pour  être  accordée  annuel- 
lement à  la  personne  qui,  en  France  ou  ailleurs  (les  Membres  de 
l'Institut  exceptés),  aura  fait  l'observation  la  plus  intéressante,  le 
^lémoire  ou  le  travail  le  plus  utile  au  progrès  de  l'Astronomie,  sera 
décernée  dans  la  prochaine  séance  publique  de  1870. 

Ce  prix  consistera  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  cinq  cent 
quarante  -  deux  francs . 

Le  terme  de  ce  Concours  est  fixé  au  i^"^  juin  de  chaque  année. 
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PRIX    FOKDÉ    PAR    M™°    LA.    MARQUISE    DE    LAPLACE. 

Une  Oidonnance  royale  a  autorisé  l'Académie  des  Sciences  à 
accepter  la  donation,  qui  lui  a  été  faite  par  M™''  la  Marquise  de 
Laplace,  d'une  rente  pour  la  fondation  à  perpétuité  d'un  prix  consis- 
tant dans  la  collection  complète  des  Ouvrages  de  Laplace. 

Ce  prix  sera  décerné,  chaque  année,  au  premier  élève  sortant  de 
l'École  Polytechnique. 

PRIX    DU    LEGS    DALMONT. 

Par  son  testament,  en  date  du  5  novembre  i863,  feu  ^I.  Dalmont 
a  mis  à  la  charge  de  ses  légataires  universels  de  payer,  tous  les  trois 
ans,  à  l'Académie  des  Sciences,  une  somme  de  trois  mille  francs, 
pour  être  remise  à  celui  de  MM.  les  Ingénieurs  des  Ponts  et  Chaus- 
sées en  activité  de  service  qui  lui  aura  présenté,  à  son  choix,  le  meil- 
leur travail  ressortissant  à  l'une  des  Sections  de  cette  Académie. 

Ce  prix  triennal  de  (rois  mille  francs  sera  décerné  pendant  la  pé- 
riode de  trente  années,  afin  d'épuiser  les  trente  mille  francs  légués  à 
l'Académie  et  d'exciter  MM.  les  Ingénieurs  à  suivre  l'exemple  de 
leurs  savants  devanciers,  Fresnel,  Navier,  Coriolis,  Cauchy,  de  Prony 
et  Girard,  et  comme  eux  obtenir  le  fauteuil  académique. 

Un  Décret  impérial,  en  date  du  6  mai  i865,  a  autorisé  l'Académie 
à  accepter  ce  legs. 

En  conséquence,  l'Académie  annonce  qu'elle  décernera,  pour  l;i 
seconde  fois,  le  prix  fondé  par  M.  Daluiont,  dans  sa  séance  publique 
de  1870. 

PRIX    PONCELET. 

Par  Décret  en  date  du  22  août  1868,  l'Académie  a  été  autorisée  à 
accepter  la  donation  qui  lui  a  été  faite  au  nom  du  général  Poncelet 
par  M"*^  veuve  Poncelet,  pour  la  fondation  d'un  prix  annuel  destiné 
à  récompenser  l'Ouvrage  le  plus  utile  aux  progrès  des  Sciences  ma- 
thématiques pures  ou  appliquées,  publié  dans  le  cours  des  dix  années 
qui  auront  précédé  le  jugement  de  l'Académie. 

Le  général  Poncelet,  plein  d'affection  pour  ses  Confrères  et  de 
dévouement  aux  progrès  de  la  science,  désirait  que  son  nom  fût 
associé  d'une  manière  durable   aux  travaux   de  l'Académie  et  aux 
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encouragements  par  lesquels  elle  excite  l'émulation  des  savants. 
jYjme  ye^ive  Poncelet,  en  fondant  ce  prix,  s'est  rendue  l'interprète 
Qdèle  des  sentiments  et  des  volontés  de  l'illustre  géomètre. 

Le  prix  consistera  en. une- médaille  d'or  de  la  valeur  de  deux  mille 
francs. 

Les  Mémoires  ont  dû  être  déposés  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant  " 
le  I*''  juin  1870. 

Prix  à  décerner  en  1S71. 

GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 

(Commissaires  :  MM.  Serret,  Liouville,  Cliasles,  Hermitc 
Ossian  Bonnet  rajjporteur.) 

Question  substituée  à  celle  proposée  pour  18G7  :  reproduction  du  programme 
de  l'année  précédente. 

La  question  proposée  pour  1867  était  énoncée  en  ces  termes. 

«  Apporter  un  progrès  notable  dans  la  théorie  des  surfaces  algé- 
briques. » 

Un  seul  Mémoire  avait  été  envoyé  au  Concours,  et  la  Commission 
a  jugé  qu'il  n'y  avait  pas  lieu  à  décerner  le  prix.  Sur  sa  proposition, 
l'xlcadémie  a  retiré  la  question  du  Concours  et  l'a  remplacée  par  la 
suivante  : 

«  Faire  V étude  des  équations  relatives  à  la  détermination  des  modules 
))  singuliers,  pour  lesquels  la  formule  de  transformation  clans  la  théorie 
»  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  la  multiplication  complexe.  » 

Le  prix,  qui  consistera  en  une  médaille  d'or  de  trois  mille  francs, 
sera  décerné  dans  la  séance  publique  de  l'année  1871.  Les  pièces  de 
Concours  devront  être  déposées  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant  le 
1^''  juin  de  la  même  année. 

Prix  à  décerner  en  1872. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

(Commissaires  :  jMM.  Liouville,  Delaunay,  Cliasles,  Serret, 

Fizeau  rapporteur.) 

L'Académie  propose  pour  1872  la  question  suivante  : 
«   Étudier  l'élasticité  des  corps  cristallisés  au  double  point  de  rue 
»  expérimental  et  théorique.  » 
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Le  prix  consistera  en  une  médaille  de  la  valeur  de  trois  mille  francs. 
Les  Mémoires  devront  être  parvenus  au  Secrétariat  de  l'Listitut 
avant  le  i^""  juin  1872. 

GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 

Question  proposée  pour  1869,  maintenue  au  concours  pour  1872  :  reproduction 
du  programme  précédent. 

La  question  proposée  est  la  suivante  : 

«  Perfectionner  en  quelque  point  essentiel  la  théorie  du  mouvement 
»  de  trois  corps  qui  s'attirent  mutuellement,  suivant  la  loi  de  la  nature., 
»  soit  en  ajoutant  quelque  intégrale  nouvelle  à  celles  déjà  connues,  soit 
))  en  réduisant  d'une  manière  quelconque  les  difficultés  que  présente  la 
»  solution  complète  du  problème.  « 

Le  prix  consistera  en  une  médaille  de  la  valeur  de  trois  mille  francs. 
Les  Mémoires  devront  être  parvenus  au  Secrétariat  avant  le  i*^'"  juin 
1872. 

PRIX    BORUIIV. 

(Commissaires  :  MM.  Serret,  Liouville,  Becquerel,  Combes, 
Delaunay  rapporteur.) 

Le  prix  sera  décerné  au  travail,  ajialvtique  ou  expérimental,  qui 
aura  le  plus  contribué  ta  établir  la  théorie  des  raies  du  spectre. 

Le  prix  consistera  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  trois  mille 
francs. 

Les  Ouvrages  (imprimés  ou  manuscrits)  adressés  pour  le  Concours 
devront  être  déposés  francs  de  port,  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant 
le  i^"  juin  1872,  terme  de  rigueur.  Les  Ouvrages  écrits  en  langue 
étrangère  devront  être  accompagnés  d'une  traduction  en  français  ou 
en  latin. 

PRIX    DAMOISEAU. 

Question  proposée  en  1?>GG  pour  1869,  remise  de  nouveau  au  concours  pour  l'année  1872  : 
reproduction  du  programme  des  deux  années  précédentes. 

Un  Décret  impérial  a  autorisé  l'Académie  des  Sciences  à  accepter 
la  donation  qui  lui  a  été  faite  par  Madame  la  Baronne  de  Damoiseau, 
d'une  somme  de  vingt  mille  francs,  a  dont  le  revenu  est  destiné  à 
»  former  le  montant  d'un  prix  annuel  qui  recevra  la  dénomination 
»  de  prix  Damoisra}( . 
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n  Ce  prix,  quand  l'Académie  le  jugera  utile  au  progrès  de  la 
»  science,  pourra  être  converti  eu  prix  triennal  sur  une  question 
»   proposée.  » 

La  question  proposée  pour  l'année  1869  était  la  suivante  : 

((  lievoir  la  théorie  des  satellites  de  Jupilet-;  discuter  les  obsercalions 
»  et  en  déduire  les  constantes  quelle  renferme,  et  particulièrement  celle 
»  qui  fournit  une  détermination  directe  de  la  vitesse  de  la  lumière; 
;)  enfmj  construire  des  Tables  particulières  pour  chaque  satellite.  » 

Aucune  pièce  sur  cette  question  n'étant  parvenue  au  Secrétariat, 
l'Académie,  sur  la  proposition  de  la  Commission,  décide,  d'une  part, 
que  la  question  sera  maintenue  au  concours,  et,  d'autre  part,  que  le 
prix  qui  sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  1872,  sera  porté  à  la  valeur  de 
cinq  mille  francs. 

En  conséquence,  l'Académie  décernera,  dans  Ja  séance  publique 
de  l'année  1872,  ce  prix  de  cinq  mille  francs  au  travail  qui  répondra 
le  mieux  au  programme  ci-dessus. 

Les  Mémoires  seront  reçus  jusqu'au  i'^'"juin  1872,  terme  de  rigueur. 

Prix  à  décerner  en  1873. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

Question  proposée  en  1864  pour  186G,  remise  au  concours  après  modification 
pour  18G9  et  prorogée  jusqu'en  1873. 

La  question  proposée  est  la  suivante  : 

((   Discufcr  complètement  les  anciennes  observations  d'éclipsés  qui  nous 

))  ont  été  transmises  par  l'histoire,  en  vue  d'en  déduire  la  valeur  de 

)•>  r accélération  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune.,  sans  se 

))  préoccuper  d'aucune  valeur  théorique  de  cette  accélération  séculaire; 

»  montrer  clairement  à  quelles  conséquences  ces  éclipses  peuvent  conduire 

))  relativement  à  V accélération  dont  il  s'agit,  soit  en  lui  assignant  forcé- 

»  ment  une  valeur  précise,  soit  au  contraire  en  la  laissant  indéterminée 

n  entre  certaines  limites.  » 

Le  prix  consistera  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  trois  mille 
francs. 

Les  Mémoires  devront  être  parvenus  au  Secrétariat  avant  le  i^"^  juin 

1873,  terme  de  rigueur. 
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CONDITTO^'S    COMMUNES    A    TOUS    LES    CONCOURS. 

Les  concurrents,  pour  tous  les  prix,  sont  prévenus  que  l'ilcadémie 
ne  rendra  aucun  des  Ouvrages  envoyés  aux  Concours  ;  les  auteurs 
auront  la  liberté  d'en  faire  prendre  des  copies  au  Secrétariat  de  l'Ins- 
titut. 

Par  une  mesure  générale  prise  en  i86j,  l'Académie  a  décidé  que 
la  clôture  des  Concours  pour  tous  les  prix  qu'elle  propose  aurait  lieu 
à  la  même  époque  de  l'année,  et  le  terme  a  été  iixé  au  premier  juin. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

FORTI  (Dott.  A.),  professorè  tJtolare  di  Matematiche  al  R.  Liceo 
Galilei,  e  di  Matematiche  e  Meccanica  aile  Scuole  Tecniclie  co- 
munali  di  Pisa,  ecc.  — Tavole  dei  logaritmi  de'  numeri  e  delle 
FUNzioNi  ciRcoLARi  ED  1VEKBOL.ICHE '^  precedutc  dalla  storia  e  teoria 
delle  iperboliche,  da  applicazioni  e  da  altre  tavole  di  uso  fréquente. 
—  Toriiio,  Fircnze  e  Milano,  G.-B.  Paravia  e  Comp.,  1870.  2  vol. 
in- 16  (270-576  p.).  Prix  :  8  fr. 

L'ouvrage  que  nous  annonçons  est  une  seconde  édition,  considé- 
rablement augmentée,  du  volume  publié  par  le  même  auteur  dans 
les  Annali  delle  Université  toscane  {*).  Ce  volume  ne  contenait  que 
la  Table  des  logarithmes  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques, 
avec  cinq  décimales  seulement.  C'était  le  premier  essai  qui  eût  été 
fait  hors  d'Allemagne  pour  propager  l'usage  pratique  de  ces  combi- 
naisons d'exponentielles  réelles  connues,  depuis  plus  d'un  siècle  (**) 
sous  le  nom  général  de  fonctions  hyperboliques,  et  que  l'on  a  distin- 
guées par  des  noms  particuliers  rappelant  leur  analogie  avec  les 
fonctions  circulaires  formées  suivant  les  mêmes  lois  au  moyen  d'ex- 
ponentielles imaginaires 

L'introduction  de  ces  fonctions,  ou,  si  l'on  veut,  de  ces  notations 
dans  l'analyse  olfre  l'immense  avantage  de  conserver  la  même  forme 
à  des  résultats  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  la  réalité  ou  l'ima- 
ginarité  de  certaines  quantités,  et  de  permettre  de  traiter  uniformé- 
ment les  divers  cas  que  présente  une  même  formule,  au  lieu  de 
distinguer  entre  les  valeurs  circulaires  et  les  valeurs  logarithmiques. 
La  similitude  qui  existe,  à  quelques  changements  de  signes  près, 
entre  les  formules  relatives  aux  fonctions  circulaires  et  aux  fonc- 
tions hyperboliques  fournit  le  moyen  d'effectuer  à  l'aide  de  celles-ci 
les  mêmes  transformations  qu'avec  les  premières,  et  d'opérer  ainsi 
des  simplifications  importantes  dans  les  calculs. 

Les  premiers  auteurs  de  Tables  de  fonctions  hyperboliques,  Lam- 


(*)  T.  VI,  i863.  Pisa.  In-40. 

(**)  yoir  le  Cours  de  Mathématiques  de  l'abbé  Sauri.  Paris,  1774. 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  nstron.,  t.  I.  (Septembre  1870.) 
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bert  (*),  Gudermann  (**),  Gronau  (***)  ont  ramené  ces  Tables  à 
celles  des  fonctions  circulaires,  en  profitant  de  la  propriété  qu'ont 
les  fonctions  hyperboliques  d'avoir  les  mômes  valeurs,  mais  dans  un 
autre  ordre,  que  les  fonctions  circulaires  d'un  certain  angle  t,  que 
Lambert  a  proposé  d'appeler  V angle  transcendant  de  l'argument  hy- 
perbolique, et  qui  est  lié  à  cet  argument  w  par  les  formules 

T  =  2arctange"  —  jt  sinT=langh  oj,  secr  =  cos!iw,  langr  =  sinhw. 

Dès  lors,  il  suffit,  pour  obtenir  une"  Table  complète  des  fonctions 
hyperboliques,  d'accoler  à  l'argument  r  d'une  Table  trigonômé trique 
ordinaire  la  valeur  correspondante  de  la  fonction 

co --=  log  nat  tang  (  -  + -^  I  ) 

dont  T  est  l'angle  transcendant. 

Ce  mode  de  construction  des  Tables  est  non-seulement  le  plus 
simple  à  réaliser,  mais  encore,  suivant  notre  conviction  intime, 
c'est  de  beaucoup  le  plus  commode  pour  la  pratique  des  calculs  nu- 
mériques, M.  Gronau,   au  lieu  de  l'argument  w  lui-même,  ou  du 

logarithme  naturel  de  tang  (  — f~  7  )  '  a  eu  l'heureuse  idée  d'intro- 
duire le  produit  de  w  par  le  module  des  logarithmes  décimaux, 
c'est-à-dire  le  logarithme  vulgaire  de  tang  (  — 1~  7  )  i  ^^  sorte  que  la 

colonne  additionnelle  peut  être  tirée  de  la  Table  trigonômé  trique 
elle-même-,  et,  de  plus,  cette  disposition  facilite  extrêmement  le 
calcul  des  fonctions  hyperboliques  pour  de  grandes  valeurs  de  l'ar- 

gument,  c'est-à-dire  dans  le  voisinage  de  t  =  -  • 

Dans  la  seconde  édition  de  sou  ouvrage  comme  dans  la  première, 
M.  Forti  a  préféré  suivre  une  autre  voie,  celle  que  lui  avait  tracée 
son  illustre  maitre,  Mossotti  5  il  a  pris  pour  point  de  départ  une 
définition  géométrique  qu'il  regarde  comme  plus  simple  et  plus 


(*)  Zusàtze  zu  den  logarithmischen  itnd  trigonoynetrischen  TaheUen.  Berlin,  1770. 
In-i2. 

(**)  Théorie  der  Potenzial-  oder  Cjkllsch-hrperboUschen  Functionen.  Berlin,  i833. 
In-',o. 

(***)  Tafeln  fur  sammtUche  trigonometrisclie  Functionen  der  cjklischen  und  hjper- 
hoîischen  Sektoren.  Danzig,  i863.  Grand  in-8". 
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naturelle  que  celle  qui  correspond  à  la  conception  analytique  de 
Lambert.  Considérons  une  hyperbole  équilatère  de  demi-axe  trans- 
verse =  I  et  un  cercle  concentrique  ayant  ce  demi-axe  pour  rayon. 
Un  rayon  faisant  avec  l'axe  un  angle  cj),  déterminera  avec  le  cercle 

et  avec  l'hyperbole  deux  secteurs  dont  les  aires  seront  -  o  et-  w.  Au 

lieu  de  l'angle  ip,  on  peut  donc  considérer  l'argument  des  fonctions 
circulaires  qui  représentent  les  coordonnées  du  cercle  comme  expri- 
mant l'aire  du  double  secteur  circulaire.  Par  analogie,  on  considérera 
les  coordonnées  du  point  où  l'hyperbole  est  rencontrée  par  le  même 
rayon  vecteur  comme  des  fonctions  du  double  secteur  hyperbolique  w, 
et  l'on  trouvera  aisément  que  les  valeurs  de  l'abscisse  et  de  l'ordon- 
née sont  exprimées  par  les  formules 


coshw= 5     sinhco  =  — 


Les  doubles  secteurs,  circulaire  et  hyperbolique,  cp  et  w  sont   liés 
par  la  relation 

langih  fA  =  langcp, 
d'où  l'on  tire 

0)  =  -  log  tang  (  9  ■+■  7  1  '     <?  =  ar<^  lang  e'  "  —  y^ 

,  cos  o  .    ,  sino 

cosh  r,>  =   ,  ,     sinhw 


v'cos  2  9  sjcos  29 

co  varie  de  o  à  00  ,  en  même  temps  que  cj)  varie  de  o  à  y-  Ces  relations 

4 
sont,  comme  on  le  voit,  moins  simples  que  celles  qui  se  rapportent 
à  l'angle  t  de  Lambert. 

Les  nouvelles  Tables  que  M.  Forti  a  construites  d'après  ce  sys- 
tème diflèrent  des  anciennes  en  ce  qu'elles  contiennent  sept  décimales 
au  lieu  de  cinq,  et  aussi  par  quelques  détails  de  disposition.  Chaque 
ensemble  de  deux  pages  en  regard  comprend,  à  gauche,  la  Table 
trigonométrique  proprement  dite,  disposée  à  la  manière  ordinaire^ 
à  droite,  la  Table  des  fonctions  hyperboliques.  Cette  dernière  se 
compose  de  cinq  colonnes,  dont  les  deux  premières  donnent,  pour 
chaque  valeur  de  (]5«<[45°,  le  double  secteur  hyperbolique  correspon- 
dant w  et  son  logarithme  ;  les  deux  colonnes  suivantes  contiennent 
les  logarithmes  du  sinus  hyperbolique  et  du  cosinus  hyperbolique 
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de  w;  la  cinquième,  enfin,  renferme  les  valeurs  de  Vangle  transcen- 
dant T  avec  l'approximation  nécessaire  pour  en  calculer  les  fonctions 
trigonométriques  avec  cinq  décimales. 

Pour  rendre  l'interpolation  toujours  possible,  l'auteur  a  dû  dimi- 
nuer les  intervalles  de  l'argument  (j>  vers  les  deux  extrémités  de  la 
Table., Ainsi  pour  les  valeurs  de  y,  de  o^o'  à  o°  12'  et  de  44"^^'  à 
45°  o',  la  Table  procède  de  seconde  en  seconde  ;  de  0°  à  5"  et  de  4o"o' 
à  44° 55',  de  10  eu  10  secondes;  dans  le  reste  du  demi-quadrant,  de 
minute  en  minute.  Cela  n'empêclie  pas  le  calcul  des  fonctions  sinh 
et  cosh  d'être  assez  pénible  pour  les  valeurs  très-grandes  de  w,  tout 
au  contraire  de  ce  qui  a  lieu  dans  le  système  de  M.  Gronau. 

Malgré  ces  inconvénients  et  quelques  autres  que  nous  pourrions 
signaler,  mais  à  la  plupart  desquels  un  calculateur  exercé  peut  re- 
médier, du  moins  en  partie,  les  Tables  hyperboliques  de  M.  Forti 
n'en  sont  pas  moins  précieuses,  comme  étant  les  plus  étendues  que 
l'on  possède  jusqu'à  ce  jour. 

Outre  cette  partie  principale,  sur  laquelle  nous  nous  sommes 
étendu  avec  plus  de  détails,  l'ouvrage  de  M.  Forti  comprend  d'autres 
parties  dont  nous  allons  indiquer  le  contenu. 

Le  premier  volume  se  divise  en  cinq  Sections,  dont  la  première 
(p.  1-32)  présente  un  historique  très-complet  de  la  théorie  des  fonc- 
tions hyperboliques,  de  leurs  principales  applications  et  de  leur  ré- 
duction en  Tables. 

La  deuxième  Section  (p.  33-52)  contient  les  formules  théoriques 
dont  l'auteur  s'est  servi  pour  la  construction  de  ses  Tables. 

Dans  la  troisième  Section,  M.  Forti  expose  d'abord  (p.  53-74) 
les  principes  de  la  Gnomonique.  Il  donne  ensuite  (p.  75-194)  une 
série  d'exemples  très-bien  choisis  de  l'application  des  fonctions  cir- 
culaires et  hyperboliques  à  un  grand  nombre  de  questions  relatives 
à  la  géographie,  à  l'astronomie,  à  la  physique  mathématique,  ainsi 
qu'à  l'algèbre,  à  la  trigonométrie,  à  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

La  quatrième  Section  renferme  les  Tables  des  logarithmes  d'ad- 
dition et  de  soustraction  à  cinq  décimales,  précédées  d'une  Intro- 
duction qui  en  explique  l'usage. 

Enfin,  la  cinqii  ième  Section  se  compose  de  diverses  Tables  usuelles  : 
parallaxe  du  soleil,  réfractions  atmosphériques,  sinus  des  midtiples 
de  l'arc  de  3  degrés,  poids  spécifiques,  nondjrcs  de  vibrations  pour 
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les  divers  tons,  vitesse  du  son,  chaleurs  spécifiques,  force  élastique 
de  la  vapeur  d'eau,  indices  de  refraction 

Outre  les  grandes  Taljles  de  fonctions  circulaires  et  hyperboliques 
dont  nous  avons  parlé  en  commençant,  le  second  volume  renferme 
une  Table  des  logarithmes  vulgaires  des  10800  premiers  nombres 
avec  sept  décimales. 

On  voit  par  cette  analyse  combien  le  Recueil  de  M.  Forti  est  riche 
en  précieux  renseignements,  que  l'on  trouverait  difficilement  ailleurs 
rassemblés  sous  une  forme  plus  commode.  Ajoutons  que  l'exécution 
typographique  est  très-satisfaisante,  bien  qu'il  soit  à  regretter  que 
l'auteur  n'ait  pas  adopté  le  format  in-8'',  qui  aurait  diminué  l'épais- 
seur un  peu  gênante  du  second  volume,  tout  en  permettant  d'eni- 
ployer  un  caractère  moins  fin  et  moins  fatigant  poiu*  la  vue. 

J.   HoxJEL. 

JOURXx\L  DE  l'Ecole  Polytechnique  ,  publié  par  le  Conseil 
d'instruction  de  cet  établissement.  Quarante -troisième  Cahier, 
t.  XXVI,  in-4°,  1870.  Paris,  Gauthier-Villars.  Prix  :  10  francs  (*). 

Rolland  (E.).  —  Mémoire  sur  V établissement  des  régulateurs  de  la 
vitesse,  solution  rigoureuse  du  problème  de  V isochronisme  par  les  régu- 
lateurs à  boules  conjuguées,  sans  emploi  de  ressorts,  ni  de  contre-poids 
variables;  influence  du  moment  d'inertie  sur  les  oscillations  à  longue 
période. 

Voici  le  préambule  de  cet  important  travail  : 

«  Convaincu  par  une  longue  expérience  de  l'insuffisance  des  règles 
données  jusqu'ici  aux  constructeurs  pour  assurer  la  transmission 
régulière  du  travail  dans  les  machines,  je  me  suis  livré,  sur  la  ques- 
tion si  délicate  de  la  réglementation  de  leur  vitesse,  à  des  études 
approfondies  dont  je  me  propose  d'exposer  successivement  les  résul- 
tats. Mais  en  attendant  qu'il  me  soit  possible  de  le  faire  avec  les 
développements  convenables,  j'ai  pensé  devoir  en  extraire  une  partie 
essentielle  et  particulièrement  intéressante  pour  les  applications 
pratiques.  Tel  est  le  but  du  présent  Mémoire. 

«  On  admet,  en  général,  que  la  sensibilité  d'un  régulateur  est  ca- 
ractérisée par  la  quantité  à  laquelle  on  donne  le  nom  d'écart  propor- 

(*)  Le  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  parait  à  intervalles  indéterminés. 
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tionnel  de  la  vitesse,  quantité  égale  à  une  fraction  dont  le  numérateur 
est  la  difiërence  des  vitesses  extrêmes  sous  l'action  desquelles  l'ap- 
pareil peut  rester  en  équilibre,  et  dont  le  dénominateur  est  le  double 
de  la  vitesse  de  règle,  ou,  plus  exactement,  la  somme  des  vitesses 
extrêmes. 

))  En  cherchant  la  valeur  analytique  de  cet  écart  proportionnel 
pour  un  dispositif  quelconque  de  la  famille  des  régulateurs,  on  trouve 
qu'elle  est  la  somme  de  deux  quantités,  dont  la  première  est  indé- 
pendante des  résistances  passives  du  système  et  dont  la  seconde  est, 
au  contraire,  proportionnelle  à  leur  résultante. 

»  Les  résistances  passives  agissent  toujours  en  sens  inverse  du 
mouvement;  cette  seconde  quantité  ne  peut  jamais  être  annulée: 
il  est  possible  seulement  de  la  rendre  suffisamment  petite.  Mais  il 
n'en  est  plus  de  même  pour  la  première,  et  rien  ne  s'oppose  à  ce 
qu'elle  soit  égale  à  zéro,  en  disposant  convenablement  les  diverses 
parties  du  mécanisme. 

»  Les  régulateurs  dans  lesquels  cette  annulation  a  été  réalisée 
sont  ceux  auxquels  nous  donnerons,  avec  Léon  Foucault,  la  qualifi- 
cation à' isochrones.  Ils  sont  doués,  sous  la  rapport  de  la  sensibilité, 
de  qualités  analogues  à  celles  d'une  balance  dont  le  centre  de  gravité 
coïnciderait  avec  celui  de  rotation,  et,  par  ce  motif,  leur  réalisation 
a  été  le  but  des  efforts  d'un  grand  nombre  d'inventeurs  (*).  » 

Haton  de  la  GoTjpiLLiÈRE  (J.-N.).  —  Rccherches  sur  les  centres 
de  gravité. 

a  Ce  travail  est  consacré  à  l'étude  du  centre  de  gravité  dans  des 
conditions  nouvelles.  Il  comprend  deux  parties  distinctes.  Dans  la 
première,  je  me  propose  la  détermination  du  centre  dans  des  cas  qui 
échapperaient  complètement  aux  anciennes  méthodes  par  la  compli- 
cation inabordable  des  intégrations.  L'artifice  fondamental  consiste 
dans  l'emploi  des  variables  d'Euler  pour  représenter  les  courbes  au 
moyen  d'une  équation  entre  la  longueur  de  l'arc  et  l'angle  de  con- 
tingence. On  arrive  ainsi  à  traiter  avec  facilité  un  grand  nombre  de 

(*)  M.  Delaunay,  dans  un  Rapport  sur  ce  Mémoire  présenté  à  l'Académie,  a  conclu 
de  la  manière  suivante,  le  28  mars  1868  : 

«  En  résumé,  le  Mémoire  de  M.  Rolland  renferme  une  excellente  étude  de  la  ques- 
tion des  régulateurs  isoclironcs  et  l'ait  connaitre  plusieurs  solutions  nouvelles,  à  la  fois 
nettes  et  sim|)lcs,  de  celle  intéressante  question.  Nous  proposons  à  l'Académie  d'or- 
donner l'insertion  de  ce  Mémoire  dans  le  Hectteil  des  Savants  étrangers.  » 
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(juestions  générales,  par  exemple  le  cas  des  arcs  de  courbe  homof- 
gèiies,  ceux  dont  la  densité  varie  en  raison  de  la  courbure  et  aux- 
quels les  théorèmes  de  Steiner,  de  Raabe  et  de  Wetzig  donnent 
beaucoup  d'intérêt,  les  surfacçs  de  révolution,  les  troncs  de  cylindre, 
etc.  L'application  que  j'ai  eue  particulièrement  en  vue  concerne  les 
épicycloïdes,  dont  le  centre  de  gravité  donne  lieu  à  plusieurs  pro- 
priétés curieuses. 

»  La  seconde  partie  comprend  des  reclierches  barocentriques  in- 
verses, dans,  lesquelles  il  s'agit  de  déterminer  la  figure  elle-même, 
courbe  ou  surface,  d'après  des  propriétés  imposées  à  l'avance  à  son 
centre  de  gravité;  non  des  propriétés  de  maximum  comme  celles 
que  l'on  a  déjà  résolues  par  le  calcul  des  variations,  mais  des 
relations  entre  les  coordonnées  terminales  du  corps  et  celles  de  son 
centre  de  gravité.  » 

Maurice  Levy.  —  Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  orthogo- 
nales et  en  particulier  sur  celles  qui  comprennent  une  famille  quelconque 
de  surfaces  du  second  degré. 

L'auteur  débute  par  la  démonstration  géométrique  d'une  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  famille  de  surfaces  puisse  faire 
partie  d'un  système  triplement  orthogonal.  On  sait,  en  effet  (c'est 
M.  Bouquet  qui  a  le  premier  attiré  l'attention  sur  ce  point),  qu'une 
famille  de  surfaces  définie  par  l'équation  a  =  (j>(ic,  y,  z)  n'est  pas 
nécessairement  une  des  trois  familles  d'un  système  triplement  ortho- 
gonal. M.  Bouquet  a  mis  ce  fait  en  évidence  en  montrant  que  les 
surfaces  particulières  dont  l'équation  est 

«  =  X  +  Yh-Z, 

ne  font  partie  d'un  système  orthogonal  que  si  X,  Y,  Z  satisfont  à  cer- 
taines conditions  (*).  M.  Darboux,  dans  un  travail  inséré  au  tome  III 
des  Annales  de  VÉcole  Normale  supérieure,  avait  montré  que,  pour  que 
les  surfaces  a  =cjt(j7,  y,  2)  fassent  partie  d'un  système  orthogonal,  il 
faut  et  il  suffit  que  a  satisfasse  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre.  Quand  cette  condition  est  remplie,  les  deux 
autres  systèmes  s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  équation  de  la 
forme 

X  dx  4-  Ydf  -\-Zdz  =^0. 

(*)  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XI,  i"^*  série. 
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Déjcà,  il  est  vrai,  en  1862,  M.  Bonnet  avait  réalisé  le  progrès  le  plus 
important  et  ramené  la  solution  du  problème  à  l'intégration  d'une 
équation  aux  diflérences  partielles  du  troisième  ordre.  Il  avait  ainsi 
indiqué  nettement  et  précisé  l'ordre  de  difficulté  de  la  question,  mais 
sa  méthode  exigeait  encore  l'intégration  de  plusieurs  équations  si- 
multanées du  second  ordre  auxquelles  doit  satisfaire  une  fonction  de 
trois  variables. 

M.  Levy  examine  successivement  les  familles  de  surfaces  moulures, 
de  surfaces  de  révolution,  de  cônes,  de  cylindres,  etc. 

Après  avoir  étudié  tous  ces  systèmes  particuliers,  M.  Levy  donne 
le  théorème  suivant  : 

«  Pour  qu'une  famille  de  surfaces  puisse  faire  partie  d'un  système 
triplement  orthogonal,  il  est  nécessaire  que  la  ligne  des  ombilics  de 
cette  famille  soit  une  trajectoire  orthogonale  des  surfaces  qui  la  com- 
posent. » 

M.  Levy  recherche  ensuite  les  systèmes  orthogonaux  formés  de 
surfaces  du  second  degré,  et  il  montre  que,  dans  ce  cas,  le  théorème 
précédent  donne  une  condition  non  -  seulement  nécessaire,  mais 
suffisante.  Le  travail  se  termine  par  diverses  applications  et  une  gé- 
néralisation de  la  méthode  employée. 

TissoT  (A.).  —  Sur  l'intégration  d'une  classe  de  fonctions  transcen- 
dantes. 

Ce  Mémoire  très-élégant  a  pour  objet  l'intégration  des  transcen- 
dantes de  la  forme  e'      _  • 

«  Dans  les  six  premiers  paragraphes,  on  suppose  ciuef^œ)  et  X  sont 
des  fonctions  entières,  et  l'on  donne  la  forme  que  doit  affecter  l'inté- 
grale lorsqu'elle  existe  sous  forme  finie,  c'est-à-dire  lorsqu'il  est 
possible  de  l'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  algébriques,  exponen- 
tielles, logarithmiques,  auxquelles  il  est  inutile  de  joindre  les  fonc- 
tions circulaires  directes  ou  inverses,  puisque  ces  dernières  ne  sont 
autre  chose  que  des  logarithmes  ou  des  exponentielles  d'imaginaires. 
Cette  forme  une  fois  trouvée,  il  suffit,  pour  obtenir  la  valeur  de  l'in- 
tégrale et  appliquer  à  un  polynôme  de  degré  connu  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  Le  mode  d'analyse  dont  nous  avons  fait 
usage  pour  traiter  (elle  première  question  a  été  emprunté  à  un  Mé- 
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moire  de  M.  Liouville  sur  les  intégrales  dont  la  valeur  est  algé- 
brique (*). 

Dans  le  cinquième  paragraplie,  on  démontre  que,  si  l'intégrale 
proposée  existe  sous  forme  finie,  elle  s'annule  quand  on  la  prend 
entre  deux  limites  respectivement  égales  à  — co  et  à  Fune  des  racines 
de  l'équation  X  =  o. 

Dans  le  sixième,  on  considère  le  cas  où  f{x)  serait  une  fonction 
rationnelle  non  entière  et  celui  où  l'expression  proposée  ne  contien- 
drait plus  de  radical. 

Dans  les  trois  suivants,  on  donne  un  autre  procédé  pour  recon- 

/f{x)dx 
e'  ''- — i: —  existe  sous  forme  finie, 
v'x 

et  pour  trouver  alors  sa  valeur.  Ce  procédé  repose  sur  l'emploi  de 
formules  qui  permettent  de  la  décomposer  en  deux  parties,  dont 
l'une  est  une  fonction  connue  de  X,  et  dont  l'autre  est  une  intégrale 
qui  n'existe  jamais  sous  lorme  finie,  de  sorte  que  l'on  a  simplement 
à  constater  si  la  dérivée  de  cette  dernière  est  ou  non  identiquement 
nulle. 

Enfin,  il  importait  de  démontrer  que  les  conditions  données  comme 
nécessaires  dans  le  cinquième  paragraphe  pour  l'existence  de  l'inté- 
grale sous  forme  finie  sont  aussi  suffisantes.  C'est  à  quoi  l'on  par- 
vient, en  remarquant  que  les  diverses  transcendantes  que  l'on  pro- 

î,'  ^  _  dx  dépen- 
dent linéairement  d'un  certain  nombre  d'entre  elles,  et  en  formant 
les  équations  dilïérentielles  linéaires  dont  ces  dernières  permettent 
de  trouver  les  solutions  générales.  Pour  obtenir  ces  équations  diffé- 
rentielles, nous  n'avons  eu  qu'à  imiter  un  procédé  déjà  employé  par 
M.  Herraite  à  propos  des  intégrales  abéliennes  (**)• 

La  démonstration  exige  aussi  que  l'on  établisse,  entre  certaines 
intégrales  définies,  une  relation  analogue  à  celle  que  fournit  le  théo- 
rème de  Legendre  sur  les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de 
secondé  espèce  à  modules  complémentaires  ;  mais,  sur  ce  sujet,  nous 
pouvons  renvoyer  à  une  Note  que  nous  avons  publiée  vdtérieure- 
ment  (***).  » 

(  *)  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  XXII^  Cahier. 

(**)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  i*^""  semestre  i844- 

(***)  Journal  de  M.  Liouville,  1^  série,  t.  XVII. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ACTA  SociETATis  sciENTiARtJM  Fenkic^.  —  Helsingforsiœ  [*). 
T.  VU,  i863. 

LiNDELÔF  (L.).  —  Théorie  des  surfaces  de  révolution  à  courbure 
moyenne  constante.  (28  p.  ^  1 1  pi.  ;  fr.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  théorie  mathématique  des  surfaces 
qui  se  présentent  dans  les  belles  expériences  de  M.  Plateau  sur  les 
figures  d'équilibre  des  masses  fluides  soustraites  à  l'action  de  la  pe- 
santeur. Ces  surfaces  jouissent  de  la  propriété  que  la  somme  de  leurs 
courbures  principales  en  chaque  point  est  constante.  M.  Lindelôf  a 
étudié  le  cas  particulier  où  ces  surfaces  sont  de  révolution. 

Krueger  (A.).  —  Sur  la  parallaxe  de  V étoile  LL  aiaSS.  (10  p.^ 
ail.) 

Elle  est  =  g",  260  ±  o",02o. 

Kkueger  (A.).  —  Sur  la  parallaxe  de  Vétoile  n"  i74i5,6  d'Œltzen. 
(8  p.-,  ail.) 

On  trouve  o",243  ±o",0223. 

T.  \in,  1867. 

Krueger  (A.).  —  Uamas  d'étoiles  h  dePersée.  Observations  faites  à 
V héliomètre  de  Bonn,  avec  leur  calcul.  (3o  p.,  1 1  pi.  *,  ail.) 

Argelawder  (F.-W.-A.).  —  Catalogue  des  aurores  boréales  obser- 
vées aux  Observatoires  d'Abo  et  de  Helsingfors  pendant  les  années  1823- 
1837.  (5op.-,  ail.) 

Krueger  (A.).  —  Recherches  sur  l'orbite  de  la  planète  Thémis,  avec 
une  nouvelle  détermination  de  V attraction  de  Jupiter.  (38  p.  \  ail.) 

Les  perturbations  de  Thémis  sont  calculées  par  la  méthode  des 
quadratures  mécaniques.  Le  calcul  montre  que  la  masse  de  Jupiter 

— y — ^ — »  adoptée  parBesscl,  doit  être  augmentée  de  0,000068  de 

sa  valeur. 

L1NDEL0F  (L.).  — Sur  les  maxima  et  minima  d\ne  fonction  des 

(*)  Publié  il  dos  époques  intlétcrminécs,  par  volumes  in-4.  En  diverses  langues. 
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rayons  vecteurs  menés  d'un  point  mobile  à  plusieurs  centres  fixes. 
(iSp.^fr.) 

Application  à  la  somme  des  rayons,  à  la  somme  de  leurs  carrés,  à 
leur  produit. 

LiNDELoF  (L.).  —  Remarques  sur  les  différentes  manières  d'établir  la 
formule 

d'z    _    d'z 
ax  dy        dydx 
(yp.^fr.) 

L'auteur  critique  les  démonstrations  de  ce  principe  données  par 
MM.  Schlomilcli  et  Bertrand  dans  leurs  Ouvrages  sur  le  calcul  diffé- 
rentiel. La  démonstration  de  M.  Schlomilch  (*)  suppose  que,  dans 
l'équation 

/(^  +  /,,r)-/(^.r)^^(,^e/,,.r). 

6  est  indépendant  de  y,  ce  qui  n'est  pas  généralement  exact.  Quant 
au  principe  sur  lequel  repose  la  démonstration  de  M.  Bertrand,  sa- 
voir :  que,  si  F(.'r,  a)  est  infiniment  petit  avec  a,  quel  que  soit  a?,  il 
en  sera  de  même  de  D^F(a:,  a),  cette  proposition,  qui  se  vérifie  sur 
toutes  les  fonctions  continues  que  l'on  rencontre,  nous  send^le  être 
une  hypothèse  que  l'on  doit  admettre  au  même  titre  que  l'on  admet, 
pour  toute  fonction  continue  d'une  seule  variable,  l'existence  d'une 
dérivée  ;  c'est-à-dire  que  l'on  exclut  d'avance  les  fonctions  discontinues 
ou  oscillantes  qui  ne  jouiraient  pas  de  cette  propriété.  Sans  cela,  la 
démonstration  de  M.  Lindelôf  pourrait  être  sujette  à  des  objections 
analogues  à  celles  qu'il  fait  à  la  démonstration  de  M.  Bertrand  (**)• 


ZEITSCHRIFT  rru  INIathematik  und  Physik.  —  Leipzig.  T.  XV, 

i8yo.  P""  Cahier. 

KôTTERiTzscH  (Th.).  — Skt  la  résokitiou  d'un  système  d'un  nombre 
infini  d'équations  linéaires.  (i5  p.) 

On  ramène  d'abord  le  système  à  un  autre  dont  le  déterminant  se 
réduit  à  son  terme  principal. 

(*)  Compendinm  der  huheren  Analysis.  2.  Aufl.,  Bd.  i.  S.  69. 

(**)  Voir  le  Calcul  différentiel  de  M.  Serrât  où  se  trouve  une  démonstration  commu- 
niquée à  l'auteur  par  M.  O.  Bonnet. 
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Boltzmann  (L-)-  —  Sur  faction  éleclrodynamique  réciproque  des 
parties  d^un  courant  électrique  de  forme  variable.  (17  p.,  i  pi.) 

Los  déterminations  de  Weber  concernant  l'intensité  de  l'action 
mutuelle  des  éléments  de  courant  ont  été  faites  sur  des  solénoïdes, 
c'est-à-dire  sur  des  courants  que  l'on  peut  considérer  comme  fermés. 
L'auteur  a  opéré  sur  des  courants  dont  les  éléments  pouvaient  être, 
d'après  lui,  regardés  comme  appartenant  à  un  courant  non  fermé. 
Dans  ses  expériences,  il  a  pris  soin  d'éviter  les  inconvénients  pro- 
venant de  la  résistance  qu'oppose  la  viscosité  du  mercure  que  l'on 
prend  pour  établir  les  communications.  Comparaison  des  formules 
avec  les  résultats  de  l'expérience. 

HocHHEiM  (Ad.).  —  Sur  les  lieux  géométriques  des  points  remarqua- 
bles d'un  triangle.  (8p.,  i  pi.) 

Un  triangle  de  base  constante  a  son  sommet  mobile  sur  une  section 
conique.  Trouver  les  lieux  géométriques  de  l'intersection  des  hau- 
teurs, du  centre  du  cercle  inscrit,  du  centre  de  gravité,  etc. 

Matthiessen  (L.).  —  La  règle  de  fausse  position  chez  les  Hindous 
et  les  Arabes  du  moyen  âge,  et  application  remarquable  de  cette  règle  à  la 
résolution  directe  des  équations  littérales  du  deuxième  et  du  troisième 
degré.  (7p.) 

EiiWEPER  (A.).  —  Relations  entre  deux  séries  infinies.  (9  p.) 

Enneper  (  a.)  .  —  Remarques  sur  une  équation  différentielle  du  second 
ordre.  (8  p.) 

Etude  sur  les  équations  différentielles  données  par  Legendre,  pour 
les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce,  différen- 
tiées  par  rapport  au  module.  En  appliquant  à  l'intégration  de  ces 
équations  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  on  en 
tire  des  relations  remarquables  entre  certaines  intégrales  définies. 

Reye  (Th.).  —  Propriété  remarquable  de  l'hélice. 

Si  l'on  mène  les  plans  osculateurs  aux  points  où  l'hélice  est  ren- 
contrée par  un  plan  tt,  tous  ces  plans  rencontrent  tt  en  un  môme 
point  P.  Et  si  le  plan  tt  tourne  autour  d'une  droite,  le  point  P  décrira 
une  autre  droite. 

IP  Cahier.  Mai  1870. 

MoLiMÏiLLER   ((j.).   —  Sur  V application  de  kl  méthode  de  Jacobi  et 
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d'Hamilton  au  cas  de  V attraction  suivant  la  loi  électrodynamique  de 
Weber.  (28  p.) 

Dans  ses  Leçons  sur  la  dynamique  (*),  Jacobi  borne  l'application 
de  la  méthode  d'Hamilton  aux  problèmes  dans  lesquels  le  mouve- 
ment ne  dépend  que  de  la  configuration  des  points,  et  non  de  leurs 
vitesses.  Cette  méthode  peut  cependant,  comme  Riemann  l'a  remar- 
qué, s'appliquer  également  à  beaucoup  de  questions  dans  lesquelles 
les  vitesses  entrent  dans  les  formules. 

On  sait  que  d'après  le  théorème  d'Hamilton,  les  équations  finies 
du  mouvement  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

{T-f-U)f//  =  o, 


T  étant  la  demi-force  vive  du  système,  U  la  fonction  des  forces,  dé- 
pendant seulement  des  coordonnées  et  du  temps,  mais  non  des  vi- 
tesses, et  la  variation  d  ne  portant  pas  sur  les  limites  de  l'intégrale.  Il 
s'agit  de  savoir  si  ce  théorème  est  encore  applicable  à  des  cas  où  la 
fonction  U  contiendrait  dans  son  expression  les  vitesses,  et  en  parti- 
culier au  cas  du  mouvement  d'un  point  attiré  suivant  la  loi  de  Weber 
vers  un  centre  fixe.  L'auteur  démontre  que  cette  application  est  pos- 
sible, et  il  intègre  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
à  laquelle  se  ramène  la  solution  du  problème, 

WiTTw^ER.  —  Études  sur  la  physique  moléculaire  (2*  suite).  (25  p.). 
Recherches  sur  les  propriétés  de  l'éther. 

Hegeh  (R.).  — Nouvelles  coordonnées  homogènes  du  plan.  (4  p) 
Le  plan  variable  qui  coupe  les  arêtes. 

A0A3,      Al  A3,      A2A3, 

du  tétraèdre  fondamental  AAj  Ag  Aj  dans  les  rapports  respectifs 

^0  :  ^3,    p-i  :  y-3,    ^-2  :  y-3 

peut  être  représenté  par  ces  rapports,  et  par  le  symbole  [^.^  :  ^j  :  ^Ug  'i^s)- 
On  peut  attribuer  à  chaque  plan  un  système  déterminé  de  valeurs 
des  quantités  |:jto,  f/i,  f/a,  ^J-s  elles-mêmes,  et  non  plus  seulement  de 
leurs  rapports,  en  assujettissant  tous  les  groupes  de  quantités  y.  à  une 

(*)  Vorlesungen  iïber  Dynamik -von  C.-G.-J.  iKCOK\,nebst  fiinf  hinterlassenen  Abhand- 
lungen  herausgegeben  -von  A.  Clebscu.  Berlin.  Reimer  1866.  i  vol.  in-/(°. 
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même  équation  arbitraire,  que  l'on  supposera  linéaire,  pour  plus  de 
simplicité,  et  que  l'on  choisira  de  manière  que  la  transformation  des 
coordonnées  rectangles  en  coordonnées  homogènes  se  fasse  le  plus 
simplement  possible.  Les  nouvelles  coordonnées  proposées  par  l'au- 
teur sont  les  rapports  des  distances  du  plan  aux  sommets  du  tétraèdre 
et  au  centre  de  la  sphère  inscrite  ;  elles  sont  positives  pom^  les  som- 
mets du  tétraèdre  situés  du  même  côté  que  le  centre  par  rapport  au 
plan,  négatives  pour  les  autres. 

Enjveper  (A.).  — Réduction  d' une  intégrale  multiple.  (3p.) 
Soit  'La'^  =  a]  -{-  a\  -+- .  .  .  -h  al^,  et  de  même  pour  les  expressions 
analogues,  et 

rr      r  dx,dx2...dx„ 

^^  J  J    "J  (I  +  la'-  ^lax)[i  -h  Ib'-  2lbx)' 

OC .    "T""  00 2      i"  •  •  •  ~i     ^ n  -r~ 

On  ramène  cette  intégrale  à  la  suivante  : 

M  et  N  étant  de  la  forme 

M  =  I  H-  2«'—  2(acos0,  -i-  a'sin0,cos02),eic. 

Foyes,  pour  le  cas  de  ?i=2,  le  travail  de  M.  Hermite  [Annales 
scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  II,  p.497  i865.) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  les  courbes  recti fiables .  (i  p.) 

En  choisissant  les  fonctions  «p  (^),  ^  (t)  de  manière  que  l'expression 

T  =:  f\j-2(il [t]^' [t)dt   soit  intégrable,  l'arc   de   la  courbe  dont  les 

coordonnées  sont 

;r  — A  =  9(/)  +  T,     r— B  =  ^|;(0  +  T 
aura  pour  expression 

5  —  C  =  t?  { 0  +  «^^  (  0  -^  T. 

Schubert  (H.)  —  Détermination  géométrique  de  l'ordre  de  la  surface 
fondamentale  (Kernflâche)  de  Hesse[*),  correspondante  à  une  surface 
d'ordre  quelconque.  (4  p.) 


(*)  Les  géomètres  paraissent  s'accorder  à  appeler  cette  surface  la  Hessienne,  et  ce  n'est 
que  juslice. 
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EcKARDT  (F.-E.)  —  Théorèmes  sur  l'épicycloïde  et  l'hypocycloïde.   ■ 

ScHLOMiLCH  (O.)  —  iSur  le  puradoxe  de  Dirichlet  dans  les  séries 
infinies.  (  1  p.) 

Changement  de  la  valeur  litaite  d'une  série  non  absolument  con- 
vergente, dont  on  change  l'ordre  des  termes  (*). 


ARCHIV  der  Mathematik  und  Physik.  Herausgegeben  von  J.-A. 
Grunert.  Greifswald. 

T.  LI,  3«  Cahier,  1869. 

Grunert  (J.-A.).  —  Équation  générale  des  sections  coniques  et  en 
particulier  du  cercle,  en  coordonnées  trilinéaires .  (19  p.-,  ail.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Discussion  générale  de  r équation  des  lignes  du 
second  degré.  (Sop.^  ail.) 

Résumé  des  formules  relatives  à  ces  courbes,  rapportées  à  des 
coordonnées  obliques. 

Grunert  (J.-A.).  —  Discussion  générale  de  l'équation  du  second 
degré 

Api  +  Bp]  +  Cpl  +  Dj9oj3i  +  E/>,/72  +  Fp.po  =  o, 

en  coordonnées  trilinéaires  ou  trimétriques.  (28  p.;  ail.) 

Unferdinger  (Fr.). —  Théorie  du  tétraèdre  donné  par  ses  six  arêtes. 
(i4p.^all.) 

Lagrange  a  donné,  dans  son  Mémoire  sur  les  pyramides  (**),  le  vo- 
lume du  tétraèdre  en  fonction  de  ses  six  arêtes.  Carnot  a  exprimé  le 
même  volume  au  moyen  de  deux  arêtes  opposées,  de  leur  plus  courte 
distance  et  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles.  Crelle  y  a  ajouté  l'ex- 
pression du  rayon  de  la  sphère  circonscrite.  M.  Unferdinger  s'est 
proposé  de  compléter  ces  recherches  par  la  détermination  des  autres 
éléments  du  tétraèdre.  Il  est  ainsi  parvenu  à  des  résultats  qui  ne 
sont  pas  sans  importance  pour  l'étude  des  propriétés  de  la  pyramide 
triangulaire  et  du  parallélépipède. 

NippERT  (P.).  —  Solution  de  quelques  problèmes.  [6  p. 5  ail.) 


(*)  Relatif  à  une  réclamation  de  M.  Unl'crdinger. 
(*")  OEuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  G6i. 
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LiGowsKi.  —  Sur  la  réduction  des  distances  lunaires  au  moyen  des 
logarithmes  à  quatre  décimales,  et  sans  l'emploi  de  tables  auxiliaires. 
(7  p.;  ail.) 

Les  formules  employées  généralement  pour  cette  réduction  ont  ce 
défaut  capital,  que  la  détermination  de  quantités  très-petites  dépend 
du  calcvd  de  quantités  relativement  considérables,  ce  qui  rend  les 
opérations  plus  pénibles  et  moins  sûres.  Les  formules  de  M.  Ligowski, 
qui  sont  d'un  emploi  très-commode,  peuvent  donc  rendre  un  grand 
service  aux  marins,  en  les  dispensant  de  l'usage  des  grandes  tables 
logarithmiques,  qui  leur  sont  si  inutiles  dans  leurs  calculs  ordi- 


naires. 


DosTOïi  (G.).  —  Exercices  sur  le  binôme  de  Newton.  (2  p.^  fr.) 


ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN  (*). 

T.  LXXV  (suite),  n°»  1797-1800. 

Hall  (Asaph).  —  Notes  supplémentaires  sur  les  observations  de  ma- 
gnétisme et  de  position  faites  par  V expédition  américaine  en  Sibérie  pour 
l'observation  de  Céclipse  du  y  août  1869.  (5  col.;  angl.) 

Prey  (A.).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  planète  @)  Ariadne. 

Dembowski.  —  Lettre  au  rédacteur.  Mesures  micrométriques  des 
étoiles  doid)les  principales.  (3  cartes,  i5  col.;  fr.) 

Argelander  (Fr.).  —  Sur  la  dépendance  entre  les  déclinaisons  et 
les  grandeurs  des  étoiles,  [y  col.;  ail.) 

Considérations  sur  l'erreur  personnelle. 

Deike  {C.  ).  —  Eléments  et  éphéméride  de  Thisbé  pour  V opposition  de 
1870. 

T.  LXXVI,  n«^  1801-1824;  1870. 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  solaires.  (i4  col.;  ail.) 
Distribution  liéliograpliique  pendant  les  xi^,  xii''  et  xiii^  périodes 

de  rotation  de  1869.  Remarques  sur  la  position  excentrique  du  noyau 

d'après  Wilson. 

(*)  Voir  bulletin,  p.  87. 
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GouLD  (B.-A.).  —  Lettre  au  Rédacteur.  (4  col. 5  angl.) 
Comparaison  des  positions  du  nouveau  Catalogue  de  Poulkova  avec 

celles  du  Catalogue  de  Gould,  intitulé  «  Standard  Places  of  Funda- 

mental  Stars  ». 

ScHULHOF  (L.).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  planète  (^  Hézube. 
(6  col. 5  ail.) 

Klinkeufues  (W.)  —  Recherches  sur  le  mouvement  de  la  Terre  et  du 
Soleil  dans  l'éth'er.  (6  col.-,  ail.) 

Maywald.  —  Orbite  et  éphéméride  de  (97)  Clotho. 

RiEFLER  (J.).  —  Sur  le  prisme  des  passages.  (3  col.^  ail.) 
Description  et  figure  de  l'instrument. 

Oppolzer  (Th.).  —  Sur  la  latitude  de  l'Observatoire  de  Josefstadt. 

Dembowski.  —  Observations  d'étoiles  doubles  (suite).  (5  art., 
56  col. 5  fr.) 

Schubert  (E.).  —  Éléments  de  Thalie,  leurs  perturbations  par  Ju- 
piter, et  Table  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler.  (10  col.) 

WoNECRE  (A.).  —  Observations,  éléments  et  éphéméride  de  la  co- 
mète I,  1870,  avec  des  remarques  sur  la  position  géographique  de  Karls- 
ruhe.  (2  col. 5  ail.) 

Stark  (J.-E.).  —  Éléments  de  la  planète  (^)  Hécate. 

Marth  (A.).  —  V éclipse  de  Lune  du  12  juillet  1870.  (4  col.-,  angl.) 

Seydler  (A.).  —  Sur  l'orbite  de  (^  Dioné. 

Veltmann  (W.).  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  mi- 
lieux en  mouvement.  (i4  col. 5  ail.) 

Peters-(C.-A.-F.).  —  Sur  les  observations  exécutées  en  1869  à  Al- 
tona  et  à  Berlin  avec  un  pendule  à  réversion  construit  par  Lohmeier. 


BULLETINS  de   l'Académie  royale  des  Sciences   de  Belgique. 
Bruxelles,  chez  Hayez  (*). 

(*)  Paraissant  chaque  mois  par  fascicules,  formant  annuellement  deux  volumes  in-8<*. 
liul/.  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.   1.  (Septembre  1870.)  '9 
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T.  XXVII,  janvier-juin  1869. 

Catalan  (E.).  —  Sur  les  roulettes  et  lespodaires. 

La  somme  des  courbures  de  la  roulette  et  de  la  podaire,  en  deux 
points  correspondants,  est  égale  à  l'inverse  de  la  distance  comprise 
entre  le  point  décrivant  de  la  roulette  et  le  point  où  la  courbe  rou- 
lante touche  la  droite  fixe. 

Catalan  (E.).  —  Sur  V addition  des  fonctions  elliptiques  de  première 

espèce.  (6  p-) 

Nouvelle  interprétation  géométrique  de  l'intégrale  algébrique  com- 
plète de  l'équation  d'addition  des  intégrales  de  première  espèce. 

T.  XXVII,  juillet-décembre  1869. 

Gilbert  (Pb-j-  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  apsidales  ou 
conjuguées.  (aS  p.) 

Étant  donnés  un  point  S  et  une  surface  O,  l'auteur  appelle  ligne 
d'attraction  une  ligne  formée  par  les  intersections  successives  des 
sections  normales  à  la  surface,  dont  les  plans  passent  par  le  point  O. 
Si,  dans  le  plan  de  la  section,  on  fait  tourner  d'un  angle  droit  le 
rayon  vecteur  OM  de  la  surface  S,  le  lieu  des  extrémités  M'  de  a 
nouvelle  position  sera  une  surface  S',  dite  surface  apsidale  (Salmon) 
ou  conjuguée  (Catalan). 

Après  avoir  établi  les  propriétés  de  ces  surfaces,  l'auteur  en  fait 
l'application  à  l'ellipsoïde  et  à  la  surface  des  ondes. 

Folie  (F.).  —  Note  sur  quelques  théorèmes  généraux  de  géométrie 
supérieure .  (  1 5  p  •  ) 

Démonstration  purement  analytique  des  principaux  théorèmes 
développés  par  INI.  Chasles  dans  son  Traité  des  sections  coniques. 


FORHANDLINGER  ved  de  Skandinaviske  Natlrforskekes  tienck 
Mode  i  Christiania,  fra  den  4*^"  til  den  lo"^*^  Juli  1868.  —  Cliris- 
tiania,  hos  Feilberg  og  Landmark^  1^69  (*). 

Steen  (Ad.).  —  Sur  V intégration  des  équations  différentielles  linéaires 
au  moyen  des  intégrales  définies.  (Sa  p.) 

(*)  Actes  du  dixième  Congrès  des  Naturalistes  scandinaies,  tenu  à  Christiania  du  '| 
au  10  juillet  1868.  —  i  voL  gr.  in-8°.  Prix  :    i  Spdlr.  En  danois  et  en  suédois. 
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L'intégration  des  équations  difFérentielles  au  moyen  des  intégrales 
définies  se  fait  ordinairement  par  des  méthodes  indirectes  ou  pure- 
ment empiriques,  soit  en  sommant  une  série  infinie  qui  donne  le 
développement  de  l'intégrale,  soit  en  partant  d'une  forme  arlîitraire 
d'intégrale  définie,  et  déterminant  les  constantes  et  les  limites  de 
cette  intégrale  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  différentielle,  soit 
€n  cherchant  les  équations  différentielles  auxquelles  peuvent  satis- 
faire des  intégrales  définies  données.  L'auteur  de  ce  iNIémoire  a  pour 
objet  de  découvrir  des  méthodes  plus  directes  et  plus  rationnelles 
pour  l'intégration  au  moyen  des  intégrales  définies.  Il  étudie  l'équa- 
tion linéaire 

(aox  -+-  6„)7W  -+-  (rt,^-l-  6,)j^"~'^  +  -  •  •-l-(«n^  +  6„)j  =  o, 

dont  il  traite  plusieurs  cas  particuliers,  et  à  laquelle  il  ramène,  pai- 
des  changements  de  variables,  d'autres  équations,  telles  que 

y'" -h  A  [ax  -+-  b)y"  -4-  B(a^  -h  bYy'  -i-  C[a.T  +  hfy  =  o, 

^înyC'ij-j-^XÎn-'jC'i-l)—  a"  y  =  O, 

x^y"  -^  (a^'-h  bx^)y'  -\-  [ex  -\-  d)y^=z  o. 

Zeithen  (H.-G.).  —  Siir  un  nouveau  système  de  coordonnées  dans 
l'espace.  (i6  p.) 

GuLDBERG  (  A.-S.) .  —  Sur  la  formation  de  nouveaux  algorithmes  dans 
le  calcul  infinitésimal.  (12  p.) 

M.W.  Schell  a  publié,  dans  les  Archives  de  Grunert  d.  XXV,  p.  i, 
i855),  un  Mémoire  intitulé  :  Grundzûge  einer  neuen  Méthode  der 
hoheren  Analysis,  où  il  expose  un  procédé  de  calcul  infinitésimal  dans 
lequel  les  diflëreuces  infiniment  petites  sont  remplacées  par  des  rap- 
ports infiniment  peu  différents  de  l'unité.  Cette  méthode  permet  de 
traiter  un  grand  nombre  de  problèmes  résolus  jusqu'ici  par  le  calcul 
différentiel  et  par  le  calcul  intégral. 

M.  Guldberg  donne  un  aperçu  de  cette  méthode  et  de  ses  applica- 
tions ;  il  établit  l'identité  de  ses  résultats  avec  ceux  du  calcul  diffé- 
rentiel ordinaire,  et  il  arrive  à  cette  conclusion,  sur  laquelle,  dit-il, 
on  ne  saurait  trop  insister,  que  ce  n'est  pas  le  calcul  mécanique  qui 
nous  fournit  les  moyens  de  résoudre  les  problèmes,  mais  bien  l'idée 
directrice  sur  laquelle  il  est  fondé.  Ainsi,  c'est  le  principe  infinité- 
simal et  non  la  forme  de  ralgorillune  qui  décide  du  succès  de  la  mé- 

'9- 
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thode,  quoique  telle  ou  telle  forme  puisse  être  plus  ou  moins  appro- 
priée à  certaines  recherches  particulières. 

Petersen  (J.).  —  Sur  les  corps  flottants.  (17  p.) 

Ce  Mémoire  traite  de  l'équilibre  des  corps  flottants  et  de  sa  stabi- 
lité. L'auteur  discute  les  démonstrations  données  par  Kouguer  et  par 
M.  Duhamel,  et  les  regarde  comme  insufîisantes.  Ses  résultats  s'ac- 
cordent pour  la  plupart  avec  ceux  qu'a  obtenus  M,  Dupin  dans  ses 
Applications  de  Géométrie  et  de  Mécanique. 

Bjerknes  (C.-A.).  —  Sur  le  mouvement  simultané  de  plusieurs  corps 
sphériques  dans  un  fluide  incompressible.  (Sa  p.) 

Un  système  de  sphères  se  meut  dans  un  fluide  parfait,  incompres- 
sible et  homogène,  s'étendant  à  l'infini,  sans  qu'aucun  autre  corps, 
fixe  ou  mobile,  s'y  rencontre  en  dehors  du  système.  Pour  des  dis- 
tances croissantes,  la  pression  tend  d'une  manière  continue  vers  une 
limite  constante,  indépendante  de  la  direction.  D'ailleurs  aucune 
force  extérieure  n'agit  sur  l'intérieur  du  fluide,  bien  qu'une  telle 
force  puisse  agir  sur  les  corps  que  le  fluide  contient.  Le  mouvement 
permanent  du  fluide  est  lié  à  un  potentiel  des  vitesses. 

A  CCS  conditions,  il  faut  encore  ajouter  celle-ci,  que  la  pression- 
limite,  à  une  distance  infinie,  soit  assez  grande  pour  que  les  mouve- 
ments puissent  s'effectuer  sans  interrompre  la  continuité  du  fluide. 

Bien  que  cela  ne  soit  pas  essentiel  pour  ce  qui  doit  suivre,  remar- 
quons en  passant  que  la  pression-limite  peut  être  diminuée,  et  même, 
pour  des  mouvements  suffisamment  petits,  être  supposée  nulle,  si 
l'on  attribue  au  fluide  des  propriétés  plus  générales  à  un  certain 
point  de  vue.  On  peut  ainsi  supposer  le  fluide  doué  d'une  certaine 
cohésion  qui  s'oppose  à  la  séparation  des  parties  dans  les  directions 
normales,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'introduire  l'action  d'une  pres- 
sion extérieure  sur  la  masse  fluide.  Les  choses  se  passeraient  comme 
s'il  existait  une  pression  ou  une  succion  extérieure,  pourvu  que,  dans 
le  cas  de  la  succion,  celle-ci  ne  dépassât  pas  une  certaine  valeur 
maximum  constante.  Dans  un  tel  fluide,  pourvu  que  les  mouvements 
soient  assez  petits,  on  évite  la  formation  d'espaces  vides,  et  en  même 
temps,  à  cause  de  l'incompressibilité,  le  volume  ne  change  pas.  Il 
n'en  pourra  pas  moins,  dans  l'intérieur  du  fluide,  se  produire  des 
changements  de  forme  et  régner  la  plus  grande  mobilité  possible  ;  les 
particules  peuvent  glisser  les  unes  sur  les  autres  sans  résistance,  de 
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même  que  deux  plaques  de  verre,  unies  par  une  couche  d'eau,  si  l'on 
fait  abstraction  de  la  grandeur  du  frottement,  très-faible  relativement 
à  celle  de  l'adhésion,  peuvent  glisser  l'une  sur  l'autre  par  l'action  du 
moindre  effort,  quoiqu'elles  résistent  à  une  action  normale  qui  ten- 
drait à  les  rapprocher  ou  à  les  séparer.  Un  tel  fluide,  au  point  de 
vue  mathématique,  peut  se  traiter  absolument  comme  le  fluide  in- 
compressible et  parfait  que  l'on  considère  ordinairement:  mais  il 
présente  cet  avantage,  que  la  pression  négative,  ou  succion,  sera 
rendue  possible,  et,  comme  conséquence,  que  des  mouvements,  qui 
autrement  ne  sauraient  avoir  lieu  sans  interruption  de  la  continuité, 
pourront  s'eifectuer,  du  moins  en  augmentant  d'une  manière  ou 
d'une  autre  la  pression. 

Le  problème  du  mouvement  d'un  tel  système  de  corps  se  ramène 
au  problème  des  pressions  totales  sur  les  diverses  sphères  dont  il  se 
compose,  et  celui-ci  sera  lésoluble  lorsque  le  potentiel  des  vitesses 
sera  connu.  Ce  problème  peut  se  résoudre  exactement,  quand  le  sys- 
tème se  réduit  à  deux  sphères  dont  les  centi-es  se  meuvent  suivant 
une  même  ligne  fixe.  L'auteur  traite  ensuite  le  problème  général,  où 
le  nombre  des  sphères  et  leur  mode  de  mouvement  sont  quelconques, 
dans  l'hypothèse  où  les  sixièmes  puissances  des  rapports  des  rayons 
aux  distances  des  centres  sont  négligeables. 

L'auteur  commence  par  traiter  avec  détail  le  cas  d'une  seule  sphère 
de  volume  vai^iable  ou  constant.  Il  parvient  ensuite  à  une  séiie  de 
résultats  approximatifs,  sous  la  condition  que  les  distances  soient 
suffisamment  grandes. 

Sylow^.  —  Remai'ques  sw  le  caractère  de  résolubilitè  d'une  équation 
algébrique  au  moyen  de  radicaux^  lorsqu'elle  est  irréductible,  et  que  son 
degré  est  un  nombre  premier.  (8  p.) 

GuLDBERG  (C.-M.).  —  Sur  les  équations  de  l'état  des  corps.  (i3  p.) 
L  auteur  traite  de  l'état  moléculaire  des  corps  au  point  de  vue  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

HoLTEN.  —  Sur  la  théorie  des  machines  électromagnétiques.  (5  p.) 
Cette  Note  a  pour  but  de  compléter  la  théorie  donnée  par  Koosen 
dans  les  Annales  de  Poggsndorff,  t.  LXXXVIL 
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GIORNALE  Di  Matematiche.  T.  VII,  fasc.  2.  Mai-juin  1870  {*). 

Battaglini  (G.).  — Sur  les  formes  ternaires  quadratiques  [suite  et 
fin].  (28  p.) 

Etant  données  deux  couples  de  quadriques  conjointes  qui  déter- 
minent dans  le  continu  deux  séries  d'éléments  de  première  classe  et 
de  premier  ordre,  ces  couples  définissent  deux  séries  de  quadriques 
ayant  toutes  quatre  éléments  communs.  Pour  chacune  de  ces  séries, 
l'auteur  détermine  :  i**  les  trois  quadriques  douées  d'un  élément 
double;  2°  les  couples  des  éléments  conjugués  harmoniques,  et  3'^  la 
triade  conjuguée  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  de  la  série. 
Ensuite  l'auteur  considère  les  séries  équiharmoniques  formées  par 
les  éléments  harmoniques,  par  rapport  aux  quadriques  de  la  série, 
des  divers  éléments  du  système,  et  il  détermine  la  quadrique  des  neuf 
éléments,  c'est-à-dire  la  quadrique  formée  par  les  éléments,  de  pre- 
mière classe  ou  de  premier  ordre,  d'un  même  élément  de  premier 
ordre  ou  de  première  classe,  par  rapport  aux  divers(!S  quadriques  de 
la  série. 

Cela  étant  établi,  des  propriétés  des  formes  binaires  cubiques^ 
appliquées  à  la  cubique  binaire  qui  exprime  le  discriminant  d'une 
quadrique  de  la  série,  l'auteur  déduit  la  signification  des  invariants 
du  système  de  deux  quadriques,  tant  des  invariants  fondamentaux 
que  des  autres  qui  en  sont  formés.  Puis,  au  moyen  de  l'hessien  et  du 
eovariant  cubique  du  discriminant  en  question,  il  détermine  les  deux 
quadriques  équiharmoniques  et  les  trois  quadriques  harmoniques  de  la 
série.  Enfin,  après  avoir  indiqué  d'autres  significations  des  invariants 
fondamentaux  du  système,  en  les  déduisant  principalement  de  la 
considération  des  séries  multiples  de  quadriques  harmoniques  par  rap- 
port à  une  autre  quadrique,  l'auteur  trouve  la  condition  pour  que, 
étant  données  quatre  quadriques  de  la  série,  il  puisse  exister  une 
triade  d'éléments  inscrite  dans  l'une  et  circonscrite  aux  autres. 

Passant  ensuite  à  la  considération  des  quadriques  conjointes  aux 
quadriques  de  la  série,  l'auteur  parvient  au  contrevariant  qui  déter- 
mine les  quatre  éléments  communs  aux  deux  quadriques  qui  la  dé- 
finissent, et  il  établit  en  conséquence  la  signification  de  leur  eovariant 
ou  contrevariant  fondamental.  Après  cela,  l'auteur  détermine  :  1°  par 
le  système  de  deux  quadriques  conjointes,  les  quadriques  harmoniques 

[*)  Voir  Dulletin,  p.  310. 
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conjointes  (polaires  réciproques)  de  l'une  par  rapport  à  l'autre,  et  lés 
quadriques  conjointes  du  covariant  et  du  contrevariant  fondamental  -, 
2°  il  trouve  le  covariant  et  le  contrevariant  fondamental  du  système 
formé  par  une  des  deux  quadricjues  proposées  combinée  avec  leur 
covariant  ou  contrevariant  fondamental;  et,  étant  donné  vm  covariant 
ou  contrevariant  cjuadratique  quelconque  du  système  de  deux  qua- 
driques, il  montre  3°  comment  on  peut  trouver  sa  forme  conjointe  et 
l'expression  générale  de  son  discriminant. 

Après  avoir  trouvé  les  expressions  générales  des  invariants  simul- 
tanés, du  covariant  et  du  contrevariant  fondamental  du  système  de 
deux  quadriques  quelconques  de  la  série,  l'auteur  en  iait  l'application 
aux  deux  quadriques  équiliarmoniques  de  la  série,  et  trouve  ainsi  le 
covariant  ou  contrevariant  dit  quadrique  des  quatorze  éléments.  Les 
deux  quadriques  équiliarmoniques  avec  la  quadrique  des  quatorze 
éléments  forment  un  système  jouissant  de  propriétés  très-remarqua- 
bles, dont  les  principales  se  trouvent  dans  le  Mémoire  indiqué. 

Enfin,  en  entreprenant  la  reclierclie  des  covariants  et  des  contre- 
variants  du  système  de  deux  quadriques,  et  de  degré  supérieur  au 
second,  l'auteur  trouve  ceux  qui  déterminent  respectivement,  dans 
la  série  définie  des  quadriques  proposées  :  1°  le  groupe  des  trois  qua- 
driques douées  d'un  élément  double  ;  2°  le  groupe  des  deux  quadri- 
ques équiliarmoniques,  et  3°  celui  des  trois  quadriques  harmoniques. 
En  outre,  l'auteur  trouve  les  groupes  des  contrevariants  fondamen- 
taux dans  les  systèmes  qui  s'obtiennent  en  combinant  une  des  deux 
quadriques  proposées  :  1°  avec  les  trois  quadriques  à  élément  double 
de  la  série  ;  2°  avec  les  deux  quadriques  équiliarmoniques,  ou  3°  avec 
les  trois  quadriques  harmoniques  ;  et  enfin  les  groupes  des  contre- 
variants fondamentaux  dans  les  systèmes  formés  par  les  trois  qua- 
driques à  élément  double,  ou  par  les  trois  quadriques  harmoniques 
de  la  série,  combinées  entre  elles  deux  à  deux. 

Jatïni  (G.).  —  Méthode  pour  calculer,  par  des  approximations  suc- 
cessives certaines,  les  racines  réelles  des  équations  algébriques .  (4  P-) 

Si  a  et  6  sont  deux  limites  entre  lesquelles  est  comprise  la  racine  Xq 
de  l'équation  /"{x)  =  0,  et  que  l'on  désigne  par  (^{x)  et  ^  (x)  la 
somme  de  tous  les  termes  positifs  et  celle  de  tous  les  termes  négatifs 
dey  (x),  les  nouvelles  limites  de  la  racine  Xq  seront,  d'après  l'auteur, 

fia)  ,        ;  fib)      ■ 

0(6)  —  ^[u)  9(6)  —^[a) 
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ou  bien,  suivant  les  circonstances, 


Pantanelli  (D.).  —  Dessin  axonométrique .  (i  p.) 

Détermination  graphique  et  analytique  des  coefficients  de  réduc- 
tion de  l'unité  des  axes  coordonnés,  au  moyen  des  côtés  du  triangle 
trace  du  plan  de  projection  sur  les  plans  coordonnés. 

ViTO  (E.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  la  théorie  des  nombres. 

(4  p.)  ^  ■         _ 

Le  théorème  en  question  est  de  M.  Serret,  et  exprime  cjue,  si  la 
somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux  est  divisible  par  un  nombre, 
ce  nombre  est  aussi  la  somme  de  deux  carrés. 

ToGwoLi  (O.).  —  Sur  une  extension  de  propriétés  concernant  les 
courbes  algébriques  planes  d'ordre  quelconque,  aux  surfaces  algébriques 
de  degré  quelconque.  (27  p.) 

L'auteur  s'est  proposé  d'étendre  aux  surfaces  algébriques  les  pro- 
priétés des  courbes  qui  ont  un  pôle  harmonique  et  une  droite  har- 
monique, exposées  par  M.  Gûssfeldt  dans  les  Mathematische  Annalen. 
Le  travail  se  divise  en  deux  Parties,  dont  la  première  contient  la 
démonstration  de  propriétés  relatives  à  un  groupe  spécial  de  surfaces, 
et  la  seconde,  celle  de  propriétés  appartenant  à  des  surfaces  algébri- 
ques générales.  Les  articles  dont  se  compose  la  première  Partie  sont  : 
1°  détermination  du  nombre  des  conditions  qui  doivent  être  vérifiées 
pour  qu'une  surface  admette  un  pôle  harmonique  et  un  plan  harmo- 
nique 5  2°  polaires  successives  du  pôle  ;  3°  propriétés  des  lignes  d'in- 
tersection de  deux  surfaces  cjui  ont  un  pôle  harmonique  et  un  plan 
harmonique  communs;  4"  plans  tangents  et  singularités;  5°  pre- 
mières polaires  par  rapport  aux  points  du  plan  harmonique  ;  6"  plans 
diamétraux  et  diamètres  5  points  et  droites  conjugués  dans  le  plan 
harmonique. 

La  seconde  Partie,  dont  la  suite  paraîtra  dans  le  prochain  fasci- 
cule, contient  jusqu'ici  les  articles  suivants  :  1°  polaires  internes  des 
surfaces  en  général  ;  2°  faisceaux  et  réseaux  de  polaires  internes  ; 
3"  enveloppe  des  plans  tangents  des  surfaces  d'un  réseau  ou  d'un 
faisceau  dont  les  points  de  contact  sont  situés  dans  un  plan  donné; 
4°  pampolaîre  d'un  faisceau  et  d'une  droite  de  surface. 
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L'auteur  emploie  dans  son  travail  les  méthodes  symboliques  de 
calcul  introduites  par  Clebsch  avec  tant  d'avantage  dans  l'Analyse. 


VIERTEUAHRSSCHRIFT  der  astronomischen  Gesellschaft,  her- 
ausgegeben  von  den  Scliriftfûhrern  der  Gesellscliaft  :  A.  Atjwers 
in  Berlin  und  A.  Winnecke  in  Karlsrulie,  —  Leipzig,  Verlag  von 
W.  Engelmann  (*). 

V^  année,  P*"  Cahier,  janvier  1870.  (Prix  :  i5  Ngr.) 

Nyrén  (Magnus).  —  Essai  de  détermination  de  la  constante  de  la 
précession  au  moyen  des  étoiles  de  faible  éclat.  —  Upsala,  1869,  in-8, 
43  p.  En  suédois  (**).  —  Analyse  par  M.  d'Arrest. 

Ce  Mémoire,  présenté  le  22  mai  1869  à  l'Université  d'Upsala, 
pour  l'obtention  du  grade  de  docteur,  traite  d'une  question  impor- 
tante, qui  a  été  indiquée  à  l'auteur  par  M.  Gyldén.  U  s'agit  de  savoir 
si  l'observation  des  petites  étoiles,  au-dessous  de  la  8^  grandeur, 
donne  pour  la  constante  de  la  précession  une  valeur  identique  à 
celle  qu'on  a  déduite  jusqu'à  présent  de  l'observation  des  étoiles  plus 
brillantes. 

Pour  les  ascensions  droites  d'environ  53oo  étoiles  de  la  zone  si- 
tuée entre  +  i5  degrés  et  —  i5  degrés  de  déclinaison,  les  Catalogues 
de  Weisse  (***j  et  de  Schjellerup  (****)  qui  ont  servi  de  base  au 
travail  de  M.  Nyrén,  présentent,  d'après  les  valeurs  de  la  précession 
adoptées  par  ces  astronomes,  des  diliérences  sensibles  que  l'on  avait 
déjà  signalées  en  partie  et  qui  n'avaient  pas  échappé  à  Schjellerup 
lui-même.  M.  Nyrén  a  comparé  les  positions  d'environ  700  étoiles 
communes  aux  deux  Catalogues,  et  de  plus  il  a  consulté  VArmagh 

(*)  Bulletin  trimestriel  de  la  Société  astronomique,  publié  par  les  Secrétaires  de  la 
Société,^MM.  A.  Alwers,  à  Berlin,  et  A.  "U'isnecke,  à  Karlsruhe.  Leipzijj,  chez  Engel- 
mann. 

Paraît  chaque  trimestre  par  Cahier  in -8°.  En  langue  allemande.  Prix  variable. 

Ce  Bulletin  se  compose  de  deux  parties,  dont  l'une  est  consacrée  aux  affaires  de  la 
Société,  l'autre  à  des  notices  bibliographiques,  dont  nous  donnerons  un  court  résumé. 

(**)  L'auteur  en  a  publié  aussi  une  édition  française. 

(***)  Positiones  medice  stellaruni  in  zonis  Regiomontanis,  etc.  Petropoli,  1846,  in-^". 

(****)  Genuherte  Oerter  der  Fixsterne ,  von  welchen  in  den  Astronomischen  Nach- 
richten,  Band  1-66,  selbstàndige  Beobachtiingen  angefiikrt  sind,  fiir  die  Epoclie  iSo* 
hergeleitet  und  nach  den  geraden  Aufsteigungen  geordnet  (  Publication  der  Astrono- 
mischen GeseUschnft):  1867,  in-/)".  Prix  :  20  Ngr. 
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Catalogue  pour  toutes  les  étoiles  que  celui-ci  a  de  communes  avec 
Bradley. 

D  en  a  déduit  ce  résultat,  que  la  difîércnce  Sclijellerup  —  Weisse 
est  constamment  négative.  Les  valeurs  moyennes  de  cette  différence 
pour  les  M.  de  6  en  6  heures  se  sont  trouvées  égales  à  i",4;  2", 4  '•, 
2", 5^  i"iS^  et  la  moyenne  générale  Sclij.  —  W.  = —  2", 02.  En  fai- 
sant entrer  dans  la  discussion  de  ces  résultats  les  déterminations  de 
l'équinoxe  par  Bessel  et  Wolfers,  l'auteur  réduit  cette  différence  à 
—  i'',423.  C'est  sur  ce  nombre  que  repose  la  détermination  de  la  pré- 
cession, qui  serait,  d'après  cela,  fixée  à  5o",i88,  au  lieu  des  valeurs 
5o",223  (Bessel)  et  5o'',237  (O.  Struve),  déduites  la  première  de 
l'observation  des  étoiles  de  5^  à  6^  grandeur,  la  seconde  de  celle  des 
étoiles  de  4^  ^  5"  grandeur. 

Pour  confirmer  ce  résultat  si  inattendu,  M.  Nyrén  a  encore  com- 
paré le  Catalogue  de  Sclijellerup  avec  les  observations  faites  à 
Washington  (1861-62),  et  avec  les  positions  données  par  Bradley  et 
par  Robinson  pour  les  184  étoiles  qui  leur  sont  communes  avec 
Schjellerup. 

Malgré  les  doutes  qui  peuvent  planer  sur  les  conclusions  de  l'au- 
teur, conduisant  à  des  niodifications  aussi  considérables  dans  la  va- 
leur de  la  précession,  le  grand  nombre  d'étoiles  qu'il  a  prises  en 
considération  dans  ses  calculs  et  le  soin  avec  lequel  il  a  discuté  toutes 
les  circonstances  de  ce  problème  délicat  réclament  impérieusement 
l'attention  sérieuse  des  astronomes.  Pour  expliquer  ces  résultats,  il 
faut  :  ou  admettre  une  erreur  constante  en  JK  de  la  part  de  Schielle- 
rup,  dont  Argelander  augmente,  en  eilet,  les  nombres  de  0^,097;  ou 
supposer  que  les  étoiles  les  plus  brillantes,  et  vraisemblablement  les 
plus  voisines  de  nous,  sont  entraînées  par  un  mouvement  d'ensem- 
ble, auquel  les  plus  faibles  d'éclat  ne  participent  pas.  M.  d'Arrest  ne 
juge  pas  cette  dernière  explication  admissible  ;  on  ne  trouve,  du 
moins,  aucune  trace  d'un  pareil  mouvement  dans  les  observations 
des  petites  étoiles  faites  avec  exactitude  depuis  les  époques  anciennes. 
Peut-être  y  aurait-il  une  troisième  explication  possible  dans  l'in- 
fluence qu'exercerait  sur  la  constante  de  la  précession  un  change- 
ment introduit  dans  la  détermination  admise  jusqu'à  présent  pour 
l'équinoxe  de  lyoo. 

OxMAMTOWN  (Lord)  (actuellement  Lord  Rosse).  —  Compte  rendu 
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des  observations  de  la  grande  nébuleuse  d'Orion.  (Philosoph.  Trans. 
ofthe  R.  Soc.  of  London,  vol.  CLVIII,  Pai  t  11,  1868.)  — Analyse, 
par  M.  O.  Struve. 

Ce  Mémoire  est  accompagné  de  belles  planches  en  taille-douce, 
représentant  la  nébuleuse  d'Orion.  Les  dessins  qui  se  rapportent  à 
la  période  de  1860  à  1864  ont  été  exécutés  par  M.  Hruiter,  aide  de 
lord  Rosse  à  cette  époque,  au  moyen  d'observations  faites  tour 
à  tour  avec  le  télescope  de  3  pieds  et  avec  celui  de  6  pieds  de 
l'Observatoire  de  Parsonstown.  11  est  difficile  de  se  prononcer  sur 
l'exactitude  de  ces  dessins,  quand  on  n'a  pas  eu  à  sa  disposition  un 
instrument  d'une  puissance  d'illumination  comparable  à  celle  des  ré- 
flecteurs de  lord  Ptosse,  auxquels,  suivant  M.  O.  Struve,  le  grand 
réfracteur  de  Poulkova  lui-même  est  de  beaucoup  inférieur  sous  ce 
rapport.  Cependant  M.  Struve  inclinerait  à  croire,  avec  sir  John 
Herschel,  que  les  contours  des  dessins  sont  trop  nettement  arrêtés. 

Dans  le  texte  explicatif  qui  accompagne  les  planches,  l'auteur 
donne,  dans  le  premier  Chapitre,  un  Catalogue  de  92  étoiles  situées 
dans  la  Nébuleuse.  Mais,  en  comparant  ce  Catalogue  à  celui  de 
G. -P.  Bond,  publié  postérieurement  au  travail  de  lord  Rosse  [Annals 
of  the  Harvard  Collège  Observatory,  vol.  Y),  il  est  facile  de  voir  que 
les  indications  de  l'astronome  de  Parsonstown  n'ont  pas  do  bien 
hautes  prétentions  à  la  rigueur,  les  résultats  ayant  été  presque  tous 
obtenus  par  des  estimations  à  simple  vue.  Les  déterminations  d'éclat 
des  diverses  étoiles  sont  données  aussi  avec  une  grande  latitude  d'ap- 
proximation. 

Le  second  Chapitre  traite  des  limites  jusqu'où  l'on  peut  constater 
la  présence  de  la  matière  nébuleuse.  Le  troisième  Chapitre  insiste 
sur  la  dépendance  étroite  existant  entre  les  étoiles  et  les  nébulosités 
qui  les  entourent,  et  que  ces  étoiles  semblent  absorber  graduelle- 
ment. L'auteur  donne,  dans  le  Chapitre  IV,  des  indications  intéres- 
santes sur  les  changements  de  forme  et  d'éclat  de  cei'taines  parties  de 
la  Nébuleuse. 

Il  est  question,  dans  le  Chapitre  suivant,  de  la  résolubilité  de  la 
Nébuleuse,  et  il  ne  semble  pas  que  l'on  ait  été  très-loin  dans  cette 
voie.  Enfin  les  deux  derniers  Chapitres  rendent  compte  des  observa- 
tions spectroscopiques  faites  avec  le  réflecteur  de  3  pieds,  et  qui  n'a- 
joutent aucun  fait  nouveau  aux  travaux  de  Huggins  et  de  Secchi. 
Lord  Rosse  se  propose  de  reprendre  ses  recherches  avec  le  télescope 
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de  6  pieds,  auquel  il  doit  adapter  un  mouvement  d'horlogerie.  On  a 
lieu  d'attendre  des  résultats  importants  d'observations  faites  à  l'aide 
d'un  instrument  d'un  aussi  grand  pouvoir  éclairant. 

RosÉN.  —  Recherches  et  mesures  exécutées  avec  un  astrophotornèlre 
de  Zollner.  [Bulletin  de  V Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg, 
1869).  — Analyse,  par  M.  Engelmann. 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  la  détermination,  au  moyen  d'un  cer- 
tain nombre  d'étoiles  peu  brillantes,  du  coefficient  pliotométrique 
qui  exprime  les  rapports  d'éclat  des  étoiles  de  deux  grandeurs  con- 
sécutives. Les  observations  ont  été  faites  à  Poulkova,  au  moyen  de 
l'astroplîotomètre  de  Zollner,  adapté  à  une  lunette  de  Steinheil,  de 
126  millimètres  d'ouverture,  de  1 507  millimètres  de  foyer,  et  d'un 
grossissement  de  5^  fois.  Les  détails  de  la  construction  de  l'instru- 
ment se  trouvent  dans  les  écrits  de  l'inventeur  (*).  Le  principe  fon- 
damental du  procédé  consiste  dans  la  production  d'étoiles  artificiel- 
les, à  peu  près  semblables  d'aspect  aux  étoiles  naturelles,  et  dans 
l'emploi  de  milieux  polarisés  et  d'une  plaque  de  cjuartz  pour  faire 
varier  l'éclat  et  la  couleur  des  étoiles  artificielles.  Celles-ci  se  voient 
par  réflexion  dans  le  plan  focal  de  la  lunette,  sur  le  même  arrière- 
plan  que  l'image  de  l'étoile  naturelle,  à  une  distance  et  dans  une  di- 
rection que  l'on  peut  faire  varier  à  volonté.  En  imprimant  une  rota- 
tion aux  deux  prismes  de  Nicol  et  à  la  plaque  de  quartz,  on  peut 
rendre  les  étoiles  artificielles  identiques  en  éclat  et  en  couleur  avec 
les  étoiles  naturelles,  et  les  angles  de  rotation,  qui  se  lisent  sur  deux 
cercles  divisés,  indiquent  l'un  l'intensité,  l'autre  la  couleur.  Les 
éclats  relatifs  de  deux  étoiles,  mesurés  par  cette  méthode,  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  sinus  des  angles  observés, 

M.  Rosén  a  trouvé  que  l'éclat  d'une  étoile  peut  être  représenté 

par  la  formule 

L  =  ce—  [3m, 

L  étant  le  logarithme  de  l'intensité  lumineuse  de  l'étoile  donnée,  m 
son  ordre  de  grandeur,  a  et  j3  des  constantes,  dont  la  première  repré- 
sente le  logarithme  de  l'intensité  lumineuse  d'une  étoile  de  grandeur 
zéro,  et  l'autre  le  logarithme  du  rapport  d'éclat  de  deux  étoiles  de 
grandeurs  consécutives.  En  calcidant  les  résultats  des  appréciations 

(*)  Grundziige  einer  aUgemeineri  Photometrie  dcr  llimmels  ;  Berlin,  1861.  —  Photo- 
metrische  Uniersuchungcn  ;  Leipzig,  i865. 
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de  divers  observateurs  et  des  siennes  propres,  M.  Rosén  trouve  poiir 
P  des  valeurs  comprises  entre  o,363  et  o,456. 

GiBBS  (W.).  —  Sur  la  construction  d'une  carte  normale  du  Spectre 
solaire.  {Sillimans  Journal^  vol.  XLIII,  n*'  127,  p.  i-io). 

En  1864,  M.  W.  Huggins  a  publié  à  Londres  un  Mémoire  étendu 
sur  les  raies  spectrales  des  divers  éléments.  Il  a  étudié  environ 
1000  raies,  et  déterminé  leurs  positions,  d'après  une  éclielle  arbi- 
traire. M.  Gibbs  s'est  proposé  de  réduire  ces  mesures  en  longueurs 
d'ondulations,  dans  le  dessein  de  chercher  s'il  n'existerait  pas  quel- 
que loi  qui  réglât  la  distribution  des  raies  caractéristiques  de  chaque 
élément. 

Pour  cela,  il  a  commencé  par  identifier  45  raies  de  l'échelle  de 
Huggins  avec  celles  dont  les  longueurs  d'ondulation  ont  été  déjà  dé- 
terminées  par  Angstrinn  et  par  Ditscheiner.  Il  les  a  partagées  en 
neuf  groupes,  pour  chacun  desquels  il  a  construit  une  formule  d'in- 
terpolation, par  la  méthode  de  Cauchy,  qu'il  recommande  comme  la 
plus  commode  et  la  plus  expéditive.  Trois  de  ces  neuf  groupes  ont 
pu  être  représentés  par  des  formules  du  second  degré  ;  pour  les 
six  autres,  les  formules  se  sont  élevées  au  troisième  degré.  Par  ce 
moyen,  M.  Gibbs  a  pu  déterminer  les  longueurs  d'ondulation  cor- 
respondantes à  toutes  les  raies,  et  en  construire  des  Tables,  qu'il  a 
ensuite  comparées  avec  les  résultats  obtenus  par  divers  physiciens. 

Angstrom  (A.-J.).  —  Recherches  sur  le  spectre  solaire.  (Upsala  et 
Berlin,  1869.)  —  (En  français.) 

Ces  recherches  se  rattachent  au  même  but  que  celles  de  M.  Gibbs. 
L'auteur  a  construit  une  échelle  des  raies  du  spectre,  où  il  indique 
non  plus,  comme  on  le  faisait  auparavant,  les  indices  de  réfraction, 
mais  les  longueurs  d'ondulation.  L'importance  de  cette  nouvelle  dis- 
position, à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  spectre  normal.,  est  facile  à 
recoîinaitre  ^  il  suffit  de  remarquer  que  les  indices  de  réfraction  dé- 
pendent de  la  nature  du  prisme  employé,  et  varient  par  conséquent 
avec  cet  instrument.  Le  nombre  des  raies  pour  lesquelles  il  a  ainsi 
déterminé  les  longueurs  d'ondulation  s'élève  à  près  de  1000,  et  ces 
longueurs  sont  indiquées  en  dix-millionièmes  de  millimètre,  avec  une 
décimale  en  plus. 

A  l'étude  du  spectre  normal  du  Soleil  M.  Angstrôm  a  joint  celle 
des  spectres  de  l'aurore  boréale  et  de  la  lumière  zodiacale.  Il  a  ob- 
servé, pendant  l'hiver  de  1867-68,  le  spectre  de  l'arc  lumineux  qui 
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limite  le  segment  obscur  de  l'aurore  boréale.  La  lumière  s'est  trouvée 
presque  complètement  homogène  et  composée  d'une  seule  raie 
brillante,  voisine  du  groupe  du  calcium  et  correspondante  à  une 
longueur  d'onde  égale  à  556y.  Outre  cette  raie,  on  aperçoit  de 
très-faibles  traces  de  trois  autres  bandes  lumineuses,  qui  s'étendent 
jusqu'à  la  raie  F  de  l'hydrogène,  mais  qui  ne  se  montrent  que  par 
intervalles,  au  moment  où  l'arc  lumineux  éprouve  des  ondulations 
qui  changent  sa  forme.  On  peut  donc  regarder  la  lumière  de  l'aurore 
boréale  comme  réellement  monochromatique.  Un  fait  remarquable, 
c'est  que  la  raie  brillante  du  spectre  de  l'aurore  boréale  ne  coïncide 
avec  aucune  des  raies  observées  jusqu'à  présent  dans  les  spectres  des 
gaz,  mais  qu'elle  est  identique  avec  le  spectre  de  la  lumière  zodiacale, 
que  l'auteur  a  observée  en  mars  1 867  dans  des  circonstances  d'éclat 
exceptionnelles  à  des  latitudes  aussi  élevées  que  celle  d'Upsala.  On 
trouve  même  des  traces  de  cette  raie  dans  la  faible  lumière  émise  par 
le  ciel  pendant  les  belles  nuits  étoilées. 

Maclear  (Sir  Thomas).  —  Vérification  et  extension  de  Varc  de  méri- 
dien de  Lacaille  au  cap  de  Bonne-Espérance.  Publié  par  ordre  des 
lords  commissaires  de  l'Amirauté.  1866,  t.  I^  600  p.,  24  pi-  ;  t.  II, 
44o  pages.  —  (En  anglais.) 

Nous  n'essayerons  pas  de  donner  une  analyse  de  cet  Ouvrage,  d'une 
si  haute  importance  pour  la  Géodésie,  et  auquel  M.  Winnecke  a  con- 
sacré un  compte  rendu  de  46  pages.  Nous  dirons  seulement  quelques 
mots  sur  le  but  de  ce  travail  de  douze  années,  exécuté  avec  le  soin  et 
l'habileté  que  l'on  pouvait  attendre  de  son  savant  auteur. 

M.  Maclear,  lorsqu'il  entreprit  ses  opérations,  eti  i836,  s'était  d'a- 
bord proposé  pour  objet  de  vérifier  les  mesures  de  Lacaille  (i^Si-Sa). 
Ces  mesures  semblaient  entraîner  cette  conclusion,  contraire  à  la 
théorie,  que  la  courbure  de  l'hémisphère  austral  était  moindre  que 
celle  de  l'hémisphère  boréal -,  et  la  confiance  que  devaient  inspirer 
les  méthodes  et  l'exactitude  habituelle  de  Lacaille  ne  permettaient 
pas  de  rejeter  ses  résultats  sans  preuve. 

Déjà,  en  1820,  le  capitaine  Everest,  ayant  examiné  les  stations 
extrêmes  de  Lacaille,  était  d'avis  que  l'action  des  montagnes  voi- 
sines de  ces  stations  sur  la  direction  du  fil  à  plomb  suffisait  pour  ex- 
pliquer les  anomalies  en  question. 

Pendant  le  cours  de  ses  travaux,  M.  Maclear  se  décida  à  ne  pas 
s'en  tenir  à  une  simple  vérification  et  à  prolonger  l'arc  mesuré.  Il  a 
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lait  usage,  entre  autres  instruments,  du  célèbre  secteur  zénithal  de 
Bradley,  mis  à  sa  disposition  par  l'Observatoire  de  Greenwicli,  et 
dont  l'Ouvrage  actuel  contient  une  description  minutieuse,  due  à 
M.  Airy. 

L'ensemble  des  opérations  comprend  un  arc  d'environ  4  7  degrés. 
Les  résultats  obtenus  confirment  l'opinion  d'Everest  sur  les  déviations 
de  la  verticale  produite,  dans  les  observations  de  Lacaille,  par  les  at- 
tractions locales. 

TIDSKRIFT  FOR  Matematik  och  Fysik  (*). 
IIP  année.  Cahiers  II- VI;  mars-décembre  1870. 

HuLTMANN  (F.-W.).  —  Histoire  de  V Arithtnétique  en  Suède.  (47  p.) 

Suite  d'articles  insérés  dans  les  tomes  précédents.  Le  présent  ar- 
ticle est  consacré  à  la  biographie  et  aux  travaux  de  Georg  Stjern- 
hjelm  (**)  (i 598-1672),  mathématicien,  antiquaire,  juriste,  et  qui  est 
regardé  comme  le  législateur  de  la  poésie  suédoise. 

C'est  lui  qui  a  introduit  le  premier  en  Suède  l'usage  des  fractions 
décimales,  découvertes  quarante  ans  auparavant  par  Simon  Stevin. 
Il  appliqua  la  division  décimale  aux  diverses  unités  de  mesures  sué- 
doises, dont  il  détermina  exactement  les  valeurs  et  les  rapports  nu- 
mériques, tels  qu'ils  ont  été  conservés  jusqu'à  l'époque  actuelle. 

On  lui  doit  encore  des  traités  d'algèbre  et  de  trigonométrie,  com- 
posés d'après  les  idées  de  Stévin  et  de  Viète,  et  où  il  a  fait  usage 
pour  la  première  fois,  en  Suède,  des  signes  -f-  et  — .  Quoiqu'il  ait 
dû  connaître  personnellement  Descartes  à  la  cour  de  la  reine  Chris- 
tine, il  ne  semble  pas  cependant  avoir  étudié  les  méthodes  de  ce 
géomètre. 

Les  nombreux  ouvrages  de  Stjernhjelm,  à  l'exception  de  deux 
traités  sur  les  poids  et  mesures,  sont  restés  manuscrits,  et  sont  con- 
serves dans  les  bibliothèques  de  Stockholm  et  d'Upsala. 

DiLLNER  (G.).  —  Éléments  du  Calcul  géométrique .  (10  p.) 
Suite  d'articles  précédents  (***).  Résolution  des  équations  de  de- 
gré supérieur. 

(*)  \o\v  Bulletin,  p.  i-j-j. 

{**)  Avant  d'elle  anobli  par  le  roi  Gustave-Adolphe  (iG3i),  il  se.  nommait  Goran 
Lilje. 

(***)   Voir  Bulletin,  p.  ■?.'\Çt. 
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Almquist  (P.-W.).  —  Démonstration  des  séries  pour  sin  x  et  cos  x. 
Falk  (M.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  développables . 

(4p.) 

Bjôrlijvg  senior  (E.-G.j.  — Sur  les  polyèdres  réguliers.  (19  p.) 
Exposition  élémentaire  et  complète  de  la  théorie  des  cinq  corps 


réguliers. 


DiLLNER  (G.).  —  Éléments  du  calcul  géométrique  (suite).  [ly  p.) 
Calcul  des  indices  de  Cauchy.  Application  à  la  tliéorie  des  équa- 
tions. Nombre  des  racines  dans  un  contour  donné. 

Boue.  —  Trouver  le  volume  d'un  solide  de  révolution,  lorsque  la 
courbe  génératrice  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires.  (3  p.) 

Falk  (M.).  —  Caractère  de  convergence  d'une  fraction  continue  à 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs.  (5p.) 

Wackerbatith  (A.-F.-D.).  — Sur  la  Grande  Pyramide  de  Gizeh. 
(20  p.) 

Cet  article,  où  sont  exposés  les  résultats  des  dernières  mesures  de 
la  Grande  Pyramide  prises  par  le  Corps  topograpliique  anglais  sous 
la  direction  du  colonel  sir  Henry  James,  contient  une  critique  très- 
spirituelle  des  théories  de  M.  Piazzi  Smyth,  qui  avait  pris  cette 
pyramide  pour  une  collection  d'étalons  de  poids  et  mesures,  et  de 
constantes  géométriques  et  astronomiques. 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Histoire  de  l'arithmétique  en  Suède  (suite). 
Peder  Mansson  {Petrus  Magni).  [g  p.) 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Théorie  des  puissances .  (7  p.) 
Exposants  fractionnaires,  etc. 

DiLLNER  (G.).  —  Intégrales  définies  des  fonctions  synectiques.  (21  jj.) 

Exposition  des  théorèmes  de  Cauchy  relatifs  à  l'intégration  d'une 

fonction  le  long  d'un  contour  donné,   et  au  développement  d'une 

fonction  d'une  variable  complexe  suivant  les  puissances  entières  et 

positives  de  celte  variable. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
MANNHEIM    (A.).  —  Etude   sur   le  déplacement  d'une    figure 

DE  FORME  INVARIABLE.  NOUVELLE  MÉTHODE  DES  NORMALES.  APPLI- 
CATIONS DIVERSES.  —  Journal  de  VÉcole  Polytechnique ,  XLIIP  ca- 
hier (*). 

On  attribue  généralement  à  Ampère  l'idée  féconde  de  séparer 
l'étude  du  mouvement  de  celle  des  forces  qui  le  produisent.  Un  pas- 
sage du  Rapport  de  M.  Chasles  sur  les  progrès  de  la  Géoiuétrie  rectifie 
les  idées  généralement  admises  sur  ce  point.  Voici  comment  s'ex- 
prime l'éminent  géomètre  : 

«  L'idée  d'étudier  les  mouvements  indépendamment  des  forces,  qui 
aurait  pu  être  suscitée  depuis  fort  longtemps  par  l'objet  même  de  la 
Statique,  où  l'on  traite  de  réquilibre,  c'est-à-dire  des  forces,  indépen- 
damment des  mouvements,  fut  émise,  il  y  a  trois  quarts  de  siècle,  par 
un  jeune  capitaine  du  génie,  Carnot,  dans  son  Essai  sur  les  machines 
en  général,  et  reproduite  par  l'auteur  dans  sa  Géométrie  de  position, 
puis  dans  un  Rapport  à  l'Institut.  Cependant  elle  était  restée  infé- 
conde, ou  du  moins  dans  l'oubli,  quand  Ampère,  qui  en  comprit  le 
caractère,  dans  son  Essai  sur  la  philosophie  des  sciences,  regarda  l'étude 
des  mouvements  considérés  en  eux-mêmes  comme  devant  être  le  sujet 
d'une  des  divisions  distinctes  de  la  Mécanique,  et  associa  cette  étude 
à  la  Statique,  sous  le  nom  de  Cinématique.  » 

Ainsi,  pour  la  millième  fois  peut-être,  c'est  à  celui  qui  a  trouvé 
le  mot  qu'on  a  attribué  l'idée.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'idée  de  Carnot  a 
déjà  porté  ses  fruits  :  on  connaît  maintenant  de  très  -  importants 
théorèmes  sur  le  déplacement  d'un  corps  solide  dans  l'espace  5  on  doit 
même  penser  que  la  considération  du  déplacement  d'une  figure,  déjà 
employée  par  les  anciens ,  n'a  pas  dans  la  science  toute  la  place 
qu'elle  mérite.  Heureusement  de  récents  travaux  sont  venus  rap- 
peler et  augmenter  l'intérêt  qui  s'attache  à  ces  questions,  et  prou- 
ver que  l'étude  du  déplacement  d'une  figure  invariable  peut  conduire 
les  géomètres  habiles  aux  résultats  les  plus  dignes  d'intérêt. 

C'est  dans  le  Bulletin  des  sciences  mathématiques  du  baron  de  Fé- 
russac  (t.  XIV,  p.  321-826^  i83o)  qu'ont  paru,  croyons-nous,  les 

(*)  Voir  Bulletin,  p.  26f). 

Bull,  des  Sciences  mathtm.  et  astrun.,  t.  I.  (Octobre  1870.)  20 


■298  BULLETIN  DES  SCIENCES 

premiers  travaux  de  M.  Chasles  sur  celte  question.  C'est  dans  cette 
Note  que  l'auteur  donne  les  propriétés,  maintenant  bien  connues,  du 
centre  de  rotation.  Passant  ensuite  au  déplacement  d'une  figure  dans 
l'espace,  M.  Chasles  énonce  cette  proposition  fondamentale,  que  : 

Tout  déplacement  fini  d'un  corps  dans  V espace  peut  s'effectuer  par  le 
mouvement  d'une  vis  dans  son  écrou. 

Cette  propriété,  à  laquelle  parvient  aussi  Poinsot,  dans  son  Mé- 
moire  sur  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  (*)  était  ignorée,  mais 
n'était  pas  nouvelle;  c'était,  à  proprement  parler,  un  théorème 
retrouvé.  Dans  une  Notice  historique  sur  le  déplacement  d'une  figure 
de  forme  invariable  {**),  M.  Chasles  indique  le  titre  d'un  ouvrage 
italien  :  Discorso  matematico  sopra  il  rotamento  momentaneo  dei  corpi 
(Florence,  1763),  du  à  Giulio  Mozzi,  et  dans  lequel  se  trouve  énoncée 
la  proposition  relative  au  déplacement  hélicoïdal.  Mais  c'est  dans  un 
Mémoire  de  i843,  inséré  aux  Comptes  rendus  (***),  que  M.  Chasles 
a  donné  les  propriétés  les  plus  importantes,  celles  qui  sont  relatives 
aux  foyers  et  aux  caractéristiques  des  plans.  Définissons  d'abord  ces 
éléments  géométriques. 

Si,  dans  un  déplacement  du  corps  solide,  on  considère  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  d'un  plan,  ces  plans  normaux 
passent  tous  par  un  point  fixe  du  plan.  Ce  point  fixe  s'appelle  le 
foyer  du  plan.  C'est  le  seul  point  dans  le  plan  dont  la  trajectoire  soit 
normale  au  plan. 

La  caractéristique  du  plan  est  une  droite  définie  par  la  propriété 
suivante.  Elle  est  le  lieu  des  points  dont  les  trajectoires  sont  tan- 
gentes au  plan,  mais  elle  n'est  pas  tangente  aux  trajectoires  de  tous 
ses  points.  Un  seul  de  ses  points,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  foyer  sur  la  caractéristique,  jouit  de  cette  propriété  ;  sa  tra- 
jectoire est  tangente  à  la  caractéristique. 

Tous  les  plans  passant  par  une  droite  D  ont  leurs  foyers  sur  une 
droite  A,  et  réciproquement,  le  lieu  des  foyers  des  plans  passant 
par  A  est  la  droite  D.  Ces  deux  droites  D,  A  sont  appelées  droites 
conjuguées  ou  axes  de  rotation  conjugués. 

Les  propriétés  des  droites  conjuguées  sont  très-nombreuses,  elles 


(*)  Journal  de  Lloiwille,  t.  XVI,  p.  9;  i85i. 

(**)  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LU,  p.  487-501. 

(***)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XVI,  p.  1420-1432. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  ^99 

ont  été  étudiées  par  M.  Chasles.  Deux  des  plus  utiles  et  des  plus 
importantes  sont  les  suivantes  : 

Toute  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  conjuguées  est  normale 
aux  trajectoires  de  tous  ses  points  ; 

On  peut  effectuer  le  déplacement  infiniment  petit  de  la  figure  par  deux 
rotations  successives  autour  de  deux  axes  conjugués  ,• 

Deux  couples  de  droites  conjuguées  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  système  d'un  hyperboloïde  à  Une  nappe,  etc.,  etc. 

Ces  propriétés  sont  celles  dont  M.  Mannlieim  a  fait  surtout  usage 
dans  son  Mémoire  ;  aussi  les  avons-nous  remises  de  préférence  sous 
les  yeux  de  nos  lecteurs . 

Enfin  M.  Chasles  a  publié  en  i86i  (*)  un  Mémoire  sur  les  pro- 
priétés relatives  au  déplacement  fini  quelconque,  dans  l'espace,  d'une 
figure  de  forme  invariable.  C'est  à  la  fin  de  ce  Mémoire  qu'est  placée 
une  Notice  historique  sur  la  question  du  déplacement  d'une  figure  de 
forme  invariable,  qui  nous  dispense  d'entrer  dans  un  examen  histo- 
rique plus  complet  de  la  question  du  déplacement  d'un  corps  solide. 

Le  travail  de  M.  Mannheim  fait  suite  aux  Mémoires  précédents; 
mais  l'auteur  a  surtout  traité  un  problème  négligé  par  presque  tous 
les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  la  question.  Son  but  n'a  pas  été  de 
donner  seulement  des  propriétés  nouvelles  du  déplacement  d'un  corps 
solide.  M.  Mannheim  considérant,  non  plus  un  corps  solide,  mais 
une  figure  assujettie,  dans  son  déplacement,  à  des  conditions  très- 
diverses,  s'est  proposé  de  donner  une  méthode  pour  construire  les 
normales  aux  trajectoires,  de  même  que  M.  Chasles  avait  déduit,  de 
l'étude  du  mouvement  dans  le  plan,  un  moyen  nouveau  et  important 
de  construire,  par  la  géométrie,  les  tangentes  à  un  grand  nombre  de 
courbes  remarquables. 

Dans  la  résolution  de  ce  problème,  une  première  difficulté  se  pré- 
sentait, qui  pouvait  rendre  la  solution  très-longue  et  très-pénible. 
Les  conditions  auxquelles  on  peut  assujettir  une  figure  dans  son 
déplacement  sont  très-variées  ;  comment  les  considérer  toutes  et 
ramener  la  solution  à  un  principe  uniforme  ?  C'est  une  difficulté  que 
M.  Mannheim  écarte  d'abord  d'une  manière  très-ingénieuse.  Voici 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Jcadémie  des  Sciences:  t.  LI,  p.  853-863,  goS- 
<ii'i;  t.  LU,  p.  77-85,  189-197  et  '(87-501. 

20. 
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les  principales  conditions  descriptives  qu'on  rencontre  dans  les  pro- 
blèmes : 

i*'  Un  point  a  de  la  figure  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une 
surface  fixe  A,  ou,  inversement,  une  surface  B  de  la  figure  mobile 
doit  toujours  passer  par  un  point  65 

2°  Une  courbe  C  de  la  figure  mobile  est  assujettie  à  toucher  une 
surface  S,  ou  inversement  ; 

3°  Une  courbe  C  doit  rencontrer  une  courbe  fixe  M  ; 

4°  Une  surface  S  est  assujettie  à  toucher  une  surface  S'. 

Il  faut  cinq  conditions  de  cette  nature  pour  définir  et  diriger  le 
déplacement  d'un  corps  solide.  M.  Mannheim  substitue  à  chacune 
de  ces  conditions  simples  une  condition  unique  :  un  point  doit  rester 
sur  une  surface,  et,  dès  lors,  le  seul  problème  à  traiter  est  le  suivant  : 

Ciyiq  points  d'une  figure  de  forme  invariable  sont  assujettis  à  se 
déplacer  sur  cinq  surfaces  données.  —  Construire  à  un  instant  quel- 
conque :  1^  le  plan  normale  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la 
fgure  mobile  ;  2"  la  normale  en  un  point  arbitraire  de  la  surface  engen- 
drée par  une  courbe  quelconque;  3"  la  ligne  suivant  laquelle  une  sur- 
face entraînée  touche  son  enveloppe;  4^  Vaxe  du  déplacement  de  la  figure 
mobile  ;  5°  le  pas  réduit  des  hélices  infiniment  petites  décrites. 

A  cet  efïet,  soient  A,  B,  C,  E,  K  les  surfaces  données,  et  soient  a, 
6,  c,  e,  k  les  cinq  points  de  la  figure  mobile  assujettis  à  rester  sur  les 
cinq  surfaces.  Si  l'on  construit  les  deux  droites  qui  s'appuient  sur 
cjualre  des  normales  en  quatre  des  points  a,  6,  c,  e,  A;,  ces  deux  droites 
seront  des  droites  conjuguées.  On  pourra  ainsi  obtenir,  avec  les  cinq 
combinaisons  quatre  à  quatre  des  normales,  cinq  couples  de  droites 
conjuguées. 

Cela  posé,  soit  i  le  point  dont  on  demande  le  plan  normal.  De  ce 
point  menons  une  droite  rencontrant  deux  droites  conjuguées  :  cette 
droite  est  normale  à  la  trajectoire  de  tous  ses  points,  et  en  particulier 
à  celle  du  point  i  ^  elle  fait  donc  partie  du  plan  normal  cherché  ;  en 
considérant  les  quatre  autres  couples  de  droites  conjuguées,  on  déter- 
minera le  plan  normal  par  cinq  droites,  correspondant  aux  cinq 
couples  de  droites  conjuguées  ;  on  retrouve  ainsi  un  théorème  dû  à 
M.  Sylvestcr  (*). 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Àctidémie  des  Sciences,  i86i,  t.  LIF,  p.  7/} 2. 
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Après  la  résolution  de  ce  premier  problème,  le  savant  professeur 
à  l'Ecole  Polytechnique  aborde  une  question  d'une  tout  autre  nature, 
mais  non  moins  intéressante.  Supposons  que  le  corps  solide  soit  assu- 
jetti dans  son  déplacement  à  quatre  conditions  seidement.  Alors  il 
pourra  recevoir  une  infinité  de  déplacements  dans  des  sens  diffé- 
rents, compatibles  avec  ces  conditions.  Les  points  seront  assujettis  à 
rester,  non  plus  sur  une  courbe,  mais  sur  une  surface.  Il  y  a  donc 
lieu  de  se  proposer  le  problème  suivant  : 

Quatre  points  d'une  figure  de  forme  invariable  sont  assujettis  à  se 
déplacer  sur  quatre  surfaces  données.  —  Construire  à  un  instant  quel- 
conque :  i^  la  normale  à  la  surface  sur  laquelle  se  déplace  nécessaire- 
ment, en  général,  un  point  de  la  figure  mobile;  2°  les  points  oïc  une 
surface  entraînée  touche  le  lieu  de  ses  intersections  successives. 

La  solution  est  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  figure  de  forme  invariable  se  déplace  en  restant  assujettie 
à  quatre  conditions,  à  un  instant  quelconque,  les  normales  issues  de  tous 
les  points  de  la  figure  aux  surfaces  trajectoires  de  ces  points  rencontrent 
deux  mêmes  droites. 

A  ce  théorème,  M.  Mannheim  ajoute  beaucoup  d'autres  propriétés, 
que  le  défaut  d'espace  nous  empêche  seul  de  signaler. 

Le  Mémoire  contient,  après  ces  propositions  générales,  une  série 
d'applications  au  déplacement  d'une  droite,  d'un  dièdre,  d'un  trièdre 
et  d'une  surface,  ajjplications  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Dans  l'étude  sur  les  surfaces  réglées  et  le  déplacement  d'une 
droite  sont  abordés  plusieurs  problèmes,  parmi  lesquels  nous  citerons 
le  suivant  : 

Recherche  de  la  normale  en  un  point  d'une  surface  gauche,  engendrée 
par  une  droite  assujettie  à  des  conditions  multiples. 

XJnedroite  G  se  déplace  en  restant  surosculatrice  d'une  surface  don- 
née A^  construire  en  un  point  quelconque  de  cette  droite  la  normale  à  la 
surface  G  qu'elle  engendre,  et  le  plan  normal  en  un  point  de  la  courbe 
de  contact  de  G  et  de  A. 

Ce  Mémoire  se  termine  par  une  étude  sur  les  conditions  multiples, 
auxquelles  on  peut  assujettir  un  corps  solide,  et  sur  l'hélicoïde  réglé. 
Cette  étude  très-simple  d'une  surface  remarquable  a  déjà  pris  place 
dans  l'enseignement  de  l'Ecole  Polytechnique. 
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Nous  ne  devons  pas  terminer  ce  trop  court  article,  sans  signaler  un 
très-important  Rapport  que  M.  Chasles  a  consacré  au  Mémoire  de 
M.  Mannlieim.  A  la  suite  de  ce  Rapport  (*),  l'Académie  a  ordonné 
l'insertion  du  Mémoire  précédent  dans  le  tome  XX  du  Recueil  des 
Savants  étrangers.  G.  D. 


KLINKERFUES  (D-^  W.),  Professer,  Director  der  Kônigl.  Stern- 
warte  zu  Gottingen.  —  Theoretische  Astronomie.  Erste  Abthei- 
liing.  —  Braunschweig  ^  Druck  und  Verlag  von  Friedricli  Vieweg 
und  Solm,  1 87 1 . 

Après  l'apparition  récente  des  ouvrages  de  Watson  et  d'Oppol- 
zer  (**)  sur  l'astronomie  théorique,  nous  avons  aujourd'hui  à  signa- 
ler un  nouveau  travail  sur  le  même  sujet,  ce  qui  montre  jusqu'à  quel 
point  se  faisait  sentir  le  manque  d'un  livre  qui  résumât  sous  une 
forme  commode  les  nombreux  travaux  épars  dont  la  science  astrono- 
mique s'est  enrichie  dans  ces  dix  dernières  années  au  point  de  vue 
théorique,  et  qui  rendit  ces  travaux  accessibles  à  un  plus  grand 
nombre  de  lecteurs.  Comme  le  traité  d'Oppolzer,  celui  que  nous 
avons  sous  les  yeux  n'est  pas  encore  un  ouvrage  complet,  mais  seu- 
lement le  premier  des  deux  volumes ,  dont  l'ensemble  doit  com- 
prendre tout  ce  qui  peut  servir  à  la  détermination  des  orbites  des 
corps  qui  se  meuvent  suivant  des  sections  coniques  autour  d'un 
centre  commun  d'attraction.  Le  volume  qui  vient  de  paraître  se  com- 
pose de  quatre  sections  : 

I.  Calcul  des  éphémérides,  les  orbites  étant  connues  ; 

II.  Calcul  d'une  orbite  circulaire  au  moyen  de  deux  observations; 

III.  Calcul  d'vme  orbite  de  comète  au  moyen  de  trois  observa- 
tions j 

IV.  Calcul  d'une  orbite  elliptique  (de  planète)  au  moyen  de  trois 
observations. 

Le  second  volume  contiendra,  outre  la  suite  de  la  section  IV,  les 
cinq  sections  suivantes  : 

V.  Calcul  d'une  orbite  elliptique  au  moyen  de  quatre  observa- 
tions; 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXVI,  p.  5gf.. 
(**)  Voir  liu/lclin,  p.  201. 
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VI.   Calcul  d'une  orbite  au  moyen  d'un  plus  grand  nombre  d'ob- 
servations, d'après  la  méthode  des  moindi*es  carrés; 
VIT.   Calcul  des  orbites  des  étoiles  doubles; 

VIII.  Calcul  des  orbites  des  météorites; 

IX.  Tables  et  vérifications. 

L'ouvrage  est  rédigé  par  leçons,  forme  très  -  avantageuse  pour 
l'usage  du  livre  dans  l'enseignement  et  pour  l'étude  personnelle. 
Nous  espérons  voir  s'accomplir  le  vœu  exprimé  par  l'auteur,  que  son 
livre  engage  un  plus  grand  nombre  de  personnes  à  se  livrer  à  l'astro- 
nomie théorique,  et  un  traité  écrit  avec  la  clarté  qui  distingue  celui-ci 
ne  contribuera  pas  peu  à  cet  heureux  résultat. 

(Extrait  des  Astronomische  Nachrichlen,  t.  LXXVII,  n°  1830.) 


HESSE  (Otto),  ordentl.  Professor  an  dem  K.  Polytechnicum  zu 
Mûnchen.  —  Die  Determiwanten,  elementar  behandelt,  — Leip- 
zig; Druck  und  Verlag  von  B.-G.  Teubner,  1871  (*). 

Cet  opuscule  a  été  composé  par  l'auteur  à  l'occasion  d'un  arrêté 
ministériel  du  5  octobre  i8yo,  prescrivant  l'étude  des  déterminants 
dans  les  six  collèges  scientiÇques  (Real-Gymnasien)  du  royaume  de 
Bavière. 

Le  premier  chapitre,  intitulé  Équations  linéaires^  signale  d'abord 
les  inconvénients  de  la  méthode  ancienne  de  résolution  de  ces  équa- 
tions par  éliminations  successives.  En  premier  lieu,  on  ne  parvient  à 
connaitre  la  composition  des  deux  termes  de  la  valeur  de  chaque  in- 
connue qu'après  avoir  eiïectué  complètement  de  longs  et  pénibles 
calculs.  Ensuite  cette  méthode  ne  donne  pas  immédiatement  les  ré- 
sultats sous  la  forme  la  plus  simple,  les  deux  termes  de  la  fraction  se 
présentant  affectés  d'un  facteur  commun,  dont  le  degré  croit  rapide- 
ment avec  le  nombre  des  équations  et  des  inconnues.  Enfin  cette  mé- 
thode a  le  défaut  de  ne  pas  permettre  de  traiter  symétriquement  les 
équations . 

On  écarte  ce  dernier  inconvénient  par  la  méthode  des  multiplica- 
teurs indéterminés,  employée  déjà  par  Bézout  au  siècle  dernier,  et 
par  laquelle  on  élimine  toutes  les  inconnues  à  la  fois,  excepté  une 

(*)  Hesse  (O.)  —    Traité  élémentaire  des  Déterminants.  —  Leipzig,  B.-G.  Teubner. 
Brochure  in-8",  46  pages.  Prix  :  ',  thaler. 
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seule,  en  ramenant  le  problème  à  la  résolution  d'un  nombre  d'équa- 
tions moindre  d'une  unité. 

L'auteur  expose  les  liaisons  qui  existent  entre  deux  systèmes 
d'équations  linéaires  dans  lesquels  les  lignes  verticales  des  coefficients 
de  l'un  seraient  les  lignes  horizontales  des  coefficients  de  l'autre. 

Il  donne  ensuite  les  expressions  des  numérateurs  et  du  dénomina- 
teur commun  des  valeurs  des  inconnues  sous  forme  de  produits  sym- 
boliques . 

Le  second  chapitre  traite  des  Fonctions  alternées,  dont  le  type  est 
le  produit  formé  avec  toutes  les  différences  deux  à  deux  de  w  -+-  i  élé- 
ments. La  considération  de  ce  produit,  qui,  pris  dans  le  sens  symba- 
lique,  par  le  changement  des  exposants  en  indices,  représente  préci- 
sément les  termes  des  valeurs  des  inconnues  dans  la  résolution  de 
M-h  I  équations  linéaires,  fait  connaître  déjà  les  propriétés  essen- 
tielles des  déterminants,  dont  l'étude  fait  l'objet  du  troisième  et  der- 
nier chapitre. 

Dans  ce  chapitre,  l'auteur  expose  les  propriétés  connues,  au  point 
de  vue  purement  théorique,  et  sans  indiquer  d'applications.  La  no- 
tation qu'il  emploie  est  celle  de  Jacobi,  qui  consiste  à  placer  les  deux 
indices  de  chaque  élément  l'un  en  bas,  l'autre  en  haut  de  la  lettre,  ce 
qui  nous  paraît  préférable,  sous  plusieurs  rapports,  au  mode  plus 
généralement  adopté,  suivant  lequel  les  deux  indices  sont  placés  au 
bas  de  la  lettre. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

Société  des  Sciences  naturelles  du  grand-duché  de  Luxembourg. 
—  Luxembourg,  chez  V.  Buck  (*). 

T.  X,  1867-1868. 

De  Colnet-d'Huart.  —  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  du 
mouvement  de  translation  et  du  mouvement  de  rotation  des  atomes. 
(96  p.;  fr.) 

Cet  important  Mémoire  se  compose  de  sept  Leçons,  dont  voici  le 
contenu  : 

L   Equations  du  mouvement  de  translation  des  molécules,  en  sup- 

(*)  Publié  j)ar  volumes  in-8",  en  fran(;ais  el.cn  allemand. 
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posant  qu'elles  s'attirent  ou  se  repoussent  proportionnellement  à 
leurs  masses  et  en  fonction  des  distances  qui  les  séparent.  —  Premier 
principe  :  Lorsqu'une  molécule  est  déplacée  de  sa  position  d'équi- 
libre, elle  est  repoussée  vers  celle-ci  par  une  force  proportionnelle  à 
ce  déplacement. 

II.  Équations  du  mouvement  de  rotation  des  molécules.  —  Théo- 
rèmes :  Dans  les  corps  homogènes  et  d'élasticité  constante,  la  forme 
des  molécules  est  spliérique.  —  L'axe  instantané  de  rotation  est  tou- 
jours perpendiculaire  à  la  direction  de  la  propagation  des  petits 
mouvements  moléculaires.  —  Les  forces  qui  sollicitent  une  molécule 
à  se  déplacer  longitudinalement  ne  sauraient  faire  tourner  la  molé- 
cule, tandis  que  les  forces  qui  sollicitent  la  molécule  à  se  déplacer 
transversalement  lui  impriment  en  même  temps  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  centre  de  figure.  —  Composantes  de  la  rota- 
tion autour  des  axes  des  x  et  des  y.  —  Direction  de  l'axe  instantané 
de  rotation  quand  la  lumière  est  polarisée  en  ligne  droite.  —  La 
vitesse  de  rotation  des  ondes  surpasse  de  beaucoup  la  vitesse  des 
vibrations.  — Les  axes  instantanés  des  molécules  voisines  sont  sen- 
siblement parallèles. 

m.  Équations  qui  régissent  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  les 
corps  cristallins  et  dans  les  corps  homogènes  et  d'élasticité  constante. 

—  La  température  d'un  corps  pondérable  est  mesui-ée  par  la  vitesse 
de  rotation  de  ses  molécules.  —  Deuxième  principe  :  Les  molécules 
se  repoussent  proportionnellement  à  leur  vitesse  de  rotation,  et  cette 
force  répulsive  est  dirigée  perpendiculairement  à  l'axe  instantané. 

—  Équation  de  Fourier  pour  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  les 
corps  homogènes.  —  Équation  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une 
plaque.  —  Action  du  mouvement  de  rotation  sur  le  déplacement 
longitudinal.  —  Équations  des  petits  mouvements  moléculaires. 

IV.  Action  mécanique  de  la  chaleur.  —  Etat  stationnaire  des  mo- 
lécules. —  Pression  sur  la  surface  d'un  corps.  Traction.  —  Lois 
de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac.  —  Chaleur  spécifique.  —  Travail 
utile.  Travail  intermoléculaire. 

V.  L'équivalent  mécanique  d'une  calorie.  —  Courbes  isothermes 
et  isodjTiames  des  gaz  permanents.  Courbe  adiabatique.  —  Equation 
fondamentale  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  —  Théorème 
général. 

VI.  Propagation  des  sons.  La  vitesse  de  propagation  des  ondes 
jjonores  est  accélérée  par  le  travail  c[ui  résulte  des  condensations  et 
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des  dilatations  des  couches  d'air.  Formule  de  Laplacc.  —  Lorsqu'un 
corps  s'échaufïe  ou  se  refroidit,  cet  écliauffement  ou  ce  refroidisse- 
ment est  toujours  accompagné  de  vibrations  longitudinales  5  mais  ces 
vibrations  ne  sont  pas  sonores.  —  Problème  du  refroidissement  d'un 
mur  avec  dilatation. 

VIL  Les  atomes  pondérables  des  corps  diaphanes  vibrent  lumi- 
neusement. —  Dispersion  de  la  lumière  et  des  rayons  obscurs. 
Diathermansie. 

The  transactions  of  ïhe  Royal  Irish  Academy. — Dublin^ 
published  by  tlie  Academy  {*). 

T.  XXIII,  i856-i859. 

Haughton  (S.).  —  Discussion  des  observations  de  marées  faites  sous 
la  direction  de  V Académie  royale  d'Irlande  en  i8ao-i85i.  (106  p.) 

Mallet  (R.).  —  Sur  les  conditions  physiques  exigées  dans  la  con- 
struction de  l'artillerie  et  sur  quelques  causes,  inexpliquées  jusqu'ici,  de 
la  destruction  des  canons  par  le  service.  (296  p.) 

Renwy  (H.-L.j.  —  Sur  une  nouvelle  formule  barométrique  pour  la 
mesure  de  la  hauteur  des  montagnes,  dans  laquelle  l'état  hygrométrique 
de  V atmosphère  est  considéré  systématiquement.  (12  p.) 

Cette  formule  est  la  suivante  : 

U         ir^          y              ^^   i          2/i-^H\    /           ,  t-^t'\ 
H  =K(i-t-i:cos2  4»)  (  IH ; j   (  1  +  /  1 

Xlog.  vulg.  —         ' 


j3'[t  +  m{T-T')]-5v///' 

K,  ^,  ^,  m  étant  des  constantes,  ^  la  latitude;  h.,  h'  les  liauteurs  des 
stations  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ;  r  le  rayon  terrestre  ; 
H  =  h' — h  la  diilerence  de  niveau  des  stations  5  /,  t'  les  températures 
de  l'air  (en  degrés  centigrades)  ;  jS,  /3'  les  pressions  barométriques 
observées;  T,  T' les  températures  du  mercure;  f.^f  les  forces  élasti- 
ques de  la  vapeur  d'eau  aux  deux  stations. 

DowiviJXG  (S.).  —  Sur  le  dessèchement  du  lac  de  Harlem.  (12  p.) 


(*■)  Paraît  par  livraisons  gr.  in-'i"  en  langue  anglaise. 
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Salmon  (G.).  —  Sur  le  degré  d'une  surface  réciproque  d'une  surface 
donnée.  (28  p.) 

L'auteur  a  montré,  dans  le  Cainhridge  and  Dublin  Mathematical 
Journal  (t.  Il,  p.  Q^.^  et  t.  IV,  p.  187),  comment  on  calcule  le  degré 
d'une  surface  réciproque  ayant  une  ligne  double  ordinaire  ^  il  reste  à 
indiquer  quel  sera  ce  degré  quand  la  surface  a  encore  une  ligne  cus- 
pidale,  c'est-à-dire  une  ligne  doulile  en  chaque  point  de  laquelle  les 
deux  plans  tangents  coïncident.  Vient  ensuite  l'examen  de  la  nature 
et  du  nombre  des  plans  tangents  singuliers  d'une  surface,  qui  don- 
nent lieu  à  des  points  et  à  des  lignes  multiples  dans  la  surface  réci- 
proque, et  l'on  fait  voir  ainsi  comment  il  se  fait  que  le  degré  de  la  ré- 
ciproque coïncide  avec  le  degré  de  la  surface  primitive,  ce  qui  con- 
duit à  des  théorèmes  analogues  aux  théorèmes  bien  connus  de  Pliicker 
sur  les  courbes.  Enfin,  l'auteur  applique  sa  théorie  au  cas  des  sur- 
faces développables,  et  montre  comment  il  se  fait  que  le  degré  de  la 
réciproque  de  la  surface  développable  se  réduit  à  zéro. 

FoRSTER  (R.)-  —  Sur  la  formation  moléculaire  des  cristaux.  (12  p.) 

Lloyd  (H.).  — Détermination  de  la  mesure  absolue  de  l'intensité  du 
magnétisme  terrestre,  au  moyen  de  la  boussole  d'inclinaison.  (11  p.) 

Renny  (H.-L.).  —  Sur  les  constantes  des  formules  barométriques 
qui  tiennent  compte  exactement  de  l'état  hygrométrique  de  V atmosphère. 
(46  p.) 

Après  une  nouvelle  discussion,  l'auteur  donne  à  sa  formule,  indi- 
quée dans  son  précédent  Mémoire,  la  forme  définitive  suivante  : 

H  =:i84o9'",9 (1-1-0,002695008 2 4*)  (  ^"^ )  (  n-o,oo3665^ ) 

X  log     _  ^  d=  correction  horaire, 


B,  B'  étant  les  pressions  observées,  corrigées  de  la  densité  du  mer- 

o        

cure,  et  B  désignant  la  quantité  -  sjff . 

T.  XXIV,  1860 -1870. 

Lloyd  (H.).  — Sur  la  lumière  réfléchie  et  transmise  par  les  plaques 
minces.  (i3  p.) 

L'auteur  traite  la  question  dans  le  cas  général  de  la  lumière  pola- 
risée dans  un  plan  quelconque. 
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DoNOVAN  (M.).  —  Sur  un  cadran  solaire  mobile,  pouvant  indiquer 
le  temps  solaire  apparent  à  une  petite  fraction  de  minute  près.  (i3  p.) 

SxoNEY  (  J.).  — Sur  des  anneaux  aperçus  dans  des  échantillons  fibreux 
de  spath  calcaire.  (6p.) 

Stoney  (J.).  —  iSwr  la  propagation  des  ondes.  (8  p.) 

Lloyd  (H.).  —  Sur  les  courants  terrestres.,  et  leur  liaison  avec  la  va- 
riation diurne  de  l'aiguille  magnétique  horizontale.  (2^  p.,  2  pi.) 

Stoney  (B.).  —  Sur  la  flexion  relative  des  poutres  treillissées  et  des 
sommiers  plats.  (5  p.) 

Haughton  (S.).  —  Sur  les  marées  semi-diurnes  des  côtes  d'Irlande. 
(10  art.,  1 15  p.,  10  pi.) 

Hennessy  (H.).  —  Sur  la  distribution  de  la  température  dans  la  ré- 
gion inférieure  de  l'atmosphère  terrestre.  (58  p.) 

Casey  (J.).  —  Sur  les  quartiques  bicirculaires .  (i  i3  p.) 

Si  l'on  prend  l'équation  la  plus  générale  du  second  degré  en  a, 

( a,  b,  c,f,  g,  h){a,^,yy=  o, 

où  a,  /3,  y  désignent  des  cercles  au  lieu  de  droites,  on  obtient  la 
forme  la  plus  générale  de  l'équation  d'une  quartique  bicirculaire. 
Ces  courbes  jouissent  de  propriétés  remarquables,  que  l'auteur  a  étu- 
diées par  une  méthode  analogue  à  celle  que  l'on  emploie  pour  les 
coniques.  Ses  recherches  contiennent  une  discussion  approfondie  des 
ovales  de  Descartes,  qui  rentrent,  comme  cas  particulier,  dans  la  classe 
des  courbes  considérées. 

Ball  (R.-St.).  — Sur  les  petites  oscillations  d'un  corps  solide  autour 
d^un  point  fixe  sous  V action  de  forces  quelconques,  et,  en  particulier, 
lorsque  la  pesanteur  est  la  seule  force  agissante.  (35  p.) 

En  prenant  pour  origine  le  point  fixe,  et  pour  axes  coordonnés  les 
positions  des  trois  axes  principaux  d'inertie  dans  l'état  de  repos  du 
corps,  on  suppose  le  corps  légèrement  déplacé  de  sa  position  d'équi- 
libre, et  il  s'agit  de  savoir  si  les  petites  oscillations  sont  possibles  et, 
lorsqu'elles  le  sont,  de  discuter  leur  nature. 

Les  équations  du  mouvement  dépendent  de  la  résolution  d'une 
équation  du  troisième  degré,  dont  les  racines  déterminent  la  nature 
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de  l'équilibre.  Quand  l'équilibre  est  stable,  sous  l'action  de  forces 
quelconques,  le  mouvement  du  corps  résulte  de  la  composition  des 
vibrations  autour  de  trois  axes  fixes  passant  par  le  point  fixe,  et  cha- 
cune des  vibrations  autour  d'un  de  ces  axes  s'effectue  suivant  la  loi 
du  pendule  ordinaire.  C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  trois  racines  de 
l'équation  du  troisième  degré  sont  réelles,  positives  et  inégales. 

L'auteur  discute  complètement  tous  les  autres  cas  qui  peuvent  se 
présenter  et  s'occupe,  dans  chaque  cas,  de  la  détermination  des  axes 
normaux,  eh  désignant  par  axe  normal  une  direction  passant  par  le 
point  fixe,  et  autour  de  laquelle  le  corps  oscillera  comme  autour  d'un 
axe  fixe,  lorsque  Vaxe  de  déplacement  et  l'axe  instantané  ont  cette  di- 
rection pour  position  initiale  commune. 


PROCEEDINGS  of  the  Royal  Irish  Academy.  —  Dublin;  printcd 
by  M.  H.  Gill,  printer  to  the  Academy  (*). 

T.  Vm,  1861-1864. 

Haughton  (S.).  —  Sur  un  moyen  graphique  pour  calculer  la  dérive 
d'unnavire par  la  marée  dans  la  31er  d'Irlande.  (4  p.) 

Hamilton  (Sir  W.-R.). — Sur  une  nouvelle  méthode  générale  pour 
l'inversion  d'une  fonction  linéaire  et  quaternionale  d'un  quaternion. 

Hamilton  (Sir  W.-R.). — Sur  l'existence  d'une  équation  symé- 
trique et  biquadratique.,  qui  est  satisfaite  par  le  symbole  d' opération  li- 
néaire sur  les  quaternions. 

Stoney  (B.-B.).  —  Sur  la  résistance  des  longs  piliers. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  les  courbes  gauches  du  troisième  degré. 

PuRSER  (J.). —  Sur  r application  des  équations  du  mouvement  relatif, 
de  Gôriolis,  au  problème  du  gyroscope.  (i4  P-) 

Coriolis  a  montré  que,  si  les  axes  coordonnés  auxquels  est  rap- 
porté le  mouvement  du  système  ne  sont  pas  fixes,  mais  ont  un  mou- 
vement propre  dans  l'espace,  on  peut  traiter  la  question,  à  tous  les 
points  de  vue,  comme  si  ces  axes  étaient  fixes,  pourvu  qu'à  la  force  P, 

(  *  )  Procès-Verbaux  de  l'Académie  royale  d'Irlande.  Dublin  ;  M.-H.  Gill.  Publiés  par 
volumes  in-S",  paraissant  en  quatre  fascicules,  à  des  époques  variables.  En  langue  an- 
glaise. 
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qui  agit  sur  chaque  molécule,  on  en  ajoute  deux  autres  :  l'une  P', 
égale  et  opposée  à  celle  qui  imprimerait  à  la  molécule  des  accéléra- 
tions égales  à  celles  d'un  point  coïncidant  à  l'instant  considéré  avec  la 
molécule,  mais  invariablement  lié  aux  axes  mobiles  5  l'autre  P",  per- 
pendiculaire à  la  trajectoire  relative  de  la  molécule.  En  partant  de  ce 
théorème,  l'auteur  traite  la  question  dans  trois  cas  principaux  : 
1°  celui  où  l'axe  est  assujetti  à  rester  dans  un  plan  ;  2°  celui  où  il  est 
assujetti  à  décrire  un  cône  de  révolution  \  3°  celui  où  il  est  entière- 
ment libre. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  un  centre  général  des  forces  appli- 
quées. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  les  huit  génératrices  ombilicales  ima- 
ginaires d^une  surface  à  centre  du  second  degré. 

Les  douze  ombilics  connus  d'une  telle  surface  sont  situés  sur  huit 
droites  imaginaires,  dont  l'auteur  a  déterminé  les  équations  et  les  pro- 
priétés à  l'aide  de  la  méthode  des  quaternions. 

T.  IX,  1864-1866. 

Graves  (Ch.). —  Sur  un  théorème  relatif  aux  coefj^cients  binomiaux. 

Si  l'on  pose  [i-\-x)"  =  ^npX^.,  n  étant  entier  et  positif,  et 

parmi  les  trois  nombres  Sq^  «n  Sg,  il  y  en  aura  toujours  deux  qui  se- 
ront égaux  entre  eux  et  qui  différeront  du  troisième  d'une  unité. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Remarques  sur  la  Note  précédente. 

Soit  p  un  nombre  entier  positif  quelconque,  r  un  nombre  entier, 
s|f,l  la  somme  de  tous  les  coefficients  w,„  pour  lesquels  m^r (mod./j). 
On  a 

'"■'■  ^  p^       X'      ' 

la  sommation  s'étendant  aux  p  racines  x  de  l'équation  binôme 
xP — I  =  0. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  un  nouveau  système  de  deux  équa- 
tions générales  de  courbure. 

Renfermant  comme  conséquences  immédiates  une  nouvelle  forme 
de  l'équation  différentielle  de  l'ensemble  des  deux  lignes  de  courbure, 
avec  une  nouvelle  preuve  de  leur  rectangularité  générale;  et  en  outre 
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une  nouvelle  équation  du  second  degré  pour  la  détermination  simul- 
tanée des  deux  rayons  de  courbure  ]  le  tout  établi  par  la  seconde  mé- 
thode de  Gauss  pour  la  discussion  générale  des  propriétés  d'une  sur- 
face, et  la  seconde  équation  .étant  vérifiée  par  une  comparaison  des 
expressions  pour  la  mesm-e  de  la  courbure. 

Graves  (Cli.).  —  Notice  nécrologique  sur  Sir  William-Rowan  Ha- 
millon.  (9p.) 

Casey  (J.).  —  Sur  len  équations  et  les  propriétés  :  i'^  du  système  des 
cercles  tangents  à  trois  cercles  dans  un  plan;  a"  du  système  des  sphères 
tangentes  à  trois  sphères  dans  V espace;  3°  du  système  des  cercles  tangents 
à  trois  cercles  sur  une  sphère  ;  4°  du  système  des  coniques  inscrites  à  une 
conique,  et  tangentes  à  trois  coniques  inscrites  dans  un  plan.  (26  p.) 

T.  X,  1867-1870. 

Penny  (W.-G.).  — Sur  le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes. 

(3- p.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est,  en  premier  lieu,  de  rechercher  si  les 

diverses  forces  perturbatrices  qui  agissent  sur  les  corps  célestes  pro- 
duisent un  effet  permanent  sur  leur  rotation  -,  et,  en  second  lieu,  en 
supposant  qu'un  tel  effet  se  produise  en  général,  d'examiner  dans 
quelles  circonstances  il  cessera  d'avoir  lieu,  c'est-à-dire  sous  quelles 
conditions  ces  corps  prendraient  un  mouvement  de  rotation  perma- 
nent, sans  autres  variations  que  des  variations  périodiques. 

YouNG  (J.-R.).  —  Sur  les  racines  imaginaires  des  équations  numé- 
riques, avec  un  examen  et  une  démonstration  de  la  règle  de  Newton. 

(4o  p.)  

ANNALI  Di  Matematica  pura  ed  applicata,  diretti  da  F.  Brioschi 
eL.  Cremona  (presso  il  R.  Istituto  Tecnico  superiore  di  Milano), 
in  continuazione  degli  Annali  già  pubblicati  in  Roma  dal  prof. 
Tortolini.  Série  II".  Milano,  tipografia  di  G.  Bernadoni  (*). 

T.  I,  juillet  1867  à  mai  1868. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  la  théorie  des  coordonnées  curvilignes. 
(22  p.-,  it.) 

(*)  Annales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  dirigées  par  MM.  Brioschi  et  Cre- 
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Dans  un  très-important  Mémoire  inséré  au  Journal  de  M.  Liouville 
(t.  V,  ,2^  série,  1860),  et  intitulé  :  Sur  l'emploi  d'un  nouveau  sys- 
tème de  variables  dans  l'étude  des  propriétés  des  surfaces  courbes, 
M.  O.  Bonnet  a  exposé  une  théorie  complète  des  surfaces  non  dé- 
veloppables,  fondée  sur  la  considération  des  variables  qui  servent  à 
fixer  la  position  du  plan  tangent.  Seulement,  dans  ce  travail,  M.  Bon- 
net avait  fait  choix  d'un  système  particulier  de  variables,  servant  à 
déterminer  la  position  d'un  plan.  M.  Brioschi  étudie  la  môme  ques- 
tion sans  spécifier  quelles  sont  les  variables  choisies  pour  la  déter- 
mination du  plan  tangent. 

Clebsch  et  GoRDAN.  —  Sur  la  représentation  typique  des  formes  bi- 
naires. (58  p.^  it.) 

Betti  (E.).  —  Sur  les  fonctions  sphériques.  (8  p.  ^  it.) 

Christoffel  (E.-B.).  —  Sur  le  problème  des  températures  station- 
naires  et  la  représentation  conforme  d'une  surface  donnée.  (i5  p.  ^  it.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  pendule,  quand  la  droite 
passant  par  le  point  de  suspension  et  par  le  centre  de  gravité  est  pour  ce 
point  le  seul  axe  principal  d'inertie  qui  soit  déterminé  de  position. 
(27  p.  5  it.) 

Cayley  (A.).  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  M.  Casey  par 
rapport  aux  cercles  qui  touchent  trois  cercles  donnés.  (3  p.  ;  fr.) 

RoBERTs  (Michael). —  Note  sur  les  équations  du  cinquième  degré. 
(4p.5fr.) 

Wiener  (Chr.).  —  Sur  le  mouvement  d'une  figure  plane  qui  se  meut 
en  restant  semblable  à  elle-même  et  de  manière  que  trois  de  ses  droites 
passent  par  trois  points  fixes.  (7  p-  ;  it.) 


MONA.  (près  l'Institut  Technique  supérieur  de  Milan);  suite  des  Annales,  publiées  ci- 
devant  à  Rome,  par  le  professeur  Tortolini,  2*  série.  Milan,  imprimerie  de  J.  Berna- 
doni. 

Ces  .annales  paraissent  à  époques  indéterminées,  par  fascicules  de  dix  à  douze  feuilles 
in-4*',  en  italien,  en  français  et  en  latin.  Quatre  fascicules  forment  un  volume' 
Prix  :  16  francs. 

Nous  donnons,  sans  grand  développement,  les  titres  des  Mémoires  des  deux  premiers 
volumes,  afin  que  nos  lecteurs  connaissent  la  collection  complète.  A  partir  du  tome  111, 
nous  entrerons  dans  une  analyse  plus  détaillée. 
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DiNi  (U.).  — Sur  les  surfaces  qui  ont  des  lignes  de  courbure  planes . 
(9  P-  ;  i'^-) 

.'    (4  P-^  fr.) 

\J  i — x'^ 

Brioschi  (F.).  —  Du  discriminant  des  formes  binaires  du  sixième 
degré,  (i  p.  -,  it.) 

Pltjcker  (J.).  —  Théorie  générale  des  surfaces  réglées,  leur  classi- 
fication et  leur  construction.  (10  p.-,  fr.) 

Jordan  (C).  —  Sur  la  stabilité  de  V équilibre  des  corps  flottants. 
(52p.;fr.) 

Brioschi  (F.).  —  Solution  générale  de  l'équation  du  c  inquième  de- 
gré, (lop.^it.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Sur  Us  relations  entre  diverses  intégrales  définies 
qui  servent  à  exprimer  la  solution  générale  de  Véquation  de  Riecati. 
(11  p.;  it.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Quelques  observations  sur  les  fonctions  de  Laplace. 

(7p.^it.) 

Cremona  (L.).  —  Pieprésentation  d\me  classe  de  surfaces  gauches 
sur  un  plan  et  détermination  de  leurs  courbes  asymptotiques.  (11  p.;  it.) 

Il  s'agit,  dans  cet  article,  des  surfaces  ayant  deux  directrices  recti- 
lignes. 

ScHRAMM  (H.).  —  Les  invariants  et  les  covariants,  en  qualité  de  cri- 
tères pour  les  racines  d'une  équation.  (21  p.  ;  fr.) 

Neumank  (G.).  —  Application  du  calcul  barycentrique  à  la  courbure 
des  courbes  et  des  surfaces  algébriques.  (2  art.,  5  p.  ;  it.) 

CuRTZE  (M.).  —  Notes  diverses  sur  la  série  de  Lambert  et  sur  la  loi 
des  nombres  premiers.  (8  p.  5  fr.) 

CoDAzzi.  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes  d\ine  surface  et  de  l'es- 
pace. (24  p.;  it.) 

Geiser  (F.).  —  Sur  les  normales  à  V ellipsoïde.  (12  p.  ;  it.) 
Le  but  de  cet  article  est  de  démontrer  synthétiquement  les  théo- 
rèmes qui  se  rapportent  aux  normales  à  l'ellipsoïde. 

Dul/.  lie;;  Sciences  Titatlicni.  et  fisCro/i.,  t.  I.  (Octobre  1S70.)  "2  1 
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Beltrami  (E.)  . —  Des  variables  complexes  sur  une  surface  quelconque. 
(38p.;it.) 

GoRDAN  (P-).  —  Application  du  «  Mémoire  sur  la  représentation 
typique  des  formes  binaires  »  aux  équations  modulaires  de  la  trans- 
formation du  cinquième  ordre-.  (6  p.  ;  it.) 

Betti  (E.).  —  Sur  la  détermination  des  températures  variables  d'une 
plaque  limitée.  (7  p.  5  it.) 

T.  II,  août  1868  à  juin  1869. 

Reye  (T.).  —  Sur  les  axes  des  coniques  situées  sur  une  surface  du 
second  ordre.  (12  p.  ;  it.) 

RoBERTs  (Micliael). —  Sur  l'application  du  théorème  d'Abel  à  la 
comparaison  des  arcs  des  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde.  (8  p.  5  fr.) 

Matthiessen  (L.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  intégrales  eulé- 
riennes  de  première  et  de  seconde  espèce.  (7  p.  5  it.) 

DiNi  (U.).  —  Sur  les  produits  infinis.  (11  p.  ;  it.) 

AousT  (l'abbé).  —  Théorie  des  coordonnées  curvilignes  quelconques . 
(26  p.;  fr.) 

Siebeck  (H.).  —  Du  triangle  dont  les  côtés  contiennent  des  pôles  con- 
jugués par  rapport  à  quatre  sections  coniques.  (26  p.  \  lat.) 

BooTH  (  J.).  —  Sur  la  rectification  de  quelques  courbes.  (8  p.  \  fr.) 

Schlaefli  (L.). —  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre.  (8  p.^  it.) 

Hermite.  —  Sur  le  développement  en  série  des  intégrales  elliptiques 
de  première  et  de  seconde  espèce.  (2  p.  5  fr.) 

Cayley  (A.).  —  Note  sur  quelques  torses  sexliques.  (2  p.  5  fr.) 
M.  Cayley  appelle  torse  une  surface  développable. 

ConAzzi  (D.).  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes  d'une  surface  et 
de  l'espace.  Deuxième  Mémoire.  (19  p.  5  it.) 

Neumann. —  Théorie  nouvelle  des  phénomènes  électriques.  (9  p.  ^  lat.) 

Reyk  ^T.\  —  Sur  les  courbes  gauches  de  quatrième  ordre  et  de  pre- 
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mière  espèce  et  sur  leurs  points  d'intersection  avec  les  surfaces  du  second 
degré.  (5  p.  ;  it.) 

Habich  (E.).  —  Sur  un  système  particulier  de  coordonnées.  Applica- 
tion aux  caustiques  planes.  (i6  p.  ;  it.) 

Trudi  (N.).  — Sur  la  forme  quadratique  des  facteurs  irréductibles 
d'une  équation'binôme.  (17  p.;  it.) 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  groupes  de  mouvements.  (49  p.  •,  i'v.) 

Gemocchi  (A.).  —  Sur  un  théorème  de  Cauchy.  (3  p.  ^  it.) 

Cayley  (A.).  —  Addition  à  la  Note  sur  quelques  torses  sextiques. 
(Sp.^fr.) 

Reye  (T.).  —  Sur  les  courbes  gauches  de  quatrième  ordre  et  de  pre- 
mière espèce.  Suite  et  lin.  {  2  p.  ;  it.) 

RoBERTs  (Michael). —  Sur  l'expression  la  plus  simple  de  certaines 
fonctions  des  différences  des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré. 
(5p.;fr.) 

Beltrami  (E.).  —  Théorie  fondamentale  des  espaces  de  courbure  con- 
stante. (24  P'i  it-)  (*) 

Genocchi  (A.).  —  Sur  quelques  formes  de  nombres  premiers. 
(i3p.;it.) 

CoDAzzi  (D.).  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes  d'une  surface  et  de 
l'espace.  Troisième  Mémoire.  (19  p.  ;  i t.) 

LipscHiTz  (R.).  —  Sur  la  possibilité  d' intégrer  complètement  un  sys- 
tème donné  d'équations  différentielles  ordinaires.  (i5  p.  5  it.) 

Casey  (J.).  —  Recherche  des  équations  des  couples  de  quadriques 
inscrites  dans  une  quadrique  donnée  et  tangentes  à  quatre  quadriques 
inscrites  aussi  dans  le  même  quadrique.  (i5  p.  ;  fr.) 

Smith  (H.- S.).  —  Observation  de  Géométrie.  (4  P-i  lat.) 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  groupes  de  mouvements.  Suite  et  fin. 
(24p.5fr.) 

(*)  Yoiv  Bulletin,  p.  jg. 
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GoRDAN  (P).  —  Application  de  quelques  résultats  contenus  dans  le 
Mémoire  «  Sur  la  représentation  typique  des  formes  binaires  des  cin- 
quième et  sixième  degrés  »  aux  intégrales  hijperelliptiques.  (2  p.  -,  it.) 


COMPTES   RENDUS   hebdomadaires   des    séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,   publiés  par  MM.   les  Secrétaires  perpétuels  (*). 

T.  LXX. 

N-'âO.  Séance  du  16  mai  1870. 

M.  Bertrand.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Moutard^  relatif 
à  la  théorie  des  équations  différentielles  partielles  du  second  ordre. 

«  Les  remarquables  travaux  qui,  dans  ces  derniers  temps,  ont  fait 
de  la  tbéorie  des  équations  dillérentielles  partielles  du  premier  ordre 
l'une  des  plus  parfaites  du  calcul  intégral  ont  exercé  peu  d'influence 
sur  l'étude  des  équations  du  second  ordre.  La  forme  même  du  résul- 
tat reste  cachée  dans  ce  cas,  et  la  savante  analyse  d'Ampère,  dans 
son  admirable  Mémoire  de  1 8x4,  a  été  loin  d'embrasser  l'infinie  va- 
riété des  combinaisons  possibles.  Les  géomètres,  en  étudiant  dans  sa 
tliéorie  l'expression  la  plus  parfaite  des  méthodes  proposées  jusqu'ici, 
doivent  chercher  à  introduire  plus  de  généralité  dans  la  forme  des 
résultats,  à  obtenir  plus  de  certitude  et  de  précision  dans  les  mé- 
thodes qui  en  font  connaitre  la  possibilité, 

M  C'est  à  cette  dernière  partie  du  problème  que  se  rapporte  le  Mé- 
moire de  M.  Moutard.  Laissant  de  côté  le  plus  grand  nombre  des 
formes  d'intégrales  énumérées  par  Ampère,  il  s'attache  exclusive- 
ment à  la  plus  simple  de  toutes  pour  rechercher  les  équations  aux- 
quelles elle  peut  convenir.  En  nommant  x  e\.  y  les  deux  variables 
indépendantes  dont  dépend  la  fonction  inconnue  ^,  M.  Moutard  sup- 
pose que  l'une  fonctions  arbitraires  contenues  dans  l'intégrale  géné- 
rale contienne  x  seidement  et  l'autre  y  seulement,  et  que  toutes 
deux  figurent  avec  un  nombre  fini  de  leurs  dérivées. 

»  Quelles  sont  les  écjuations  auxquelles  convient  une  intégrale  gé- 
nérale de  cette  forme  ? 

»  Tel  est  le  problème  que  se  propose  d'abord  M.  Moutard.  Il  est 

{*)   Voir  RiiUetiii,  p.  m. 
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intéressant  et  utile  pour  la  théorie  générale,  et  l'on  doit  féliciter  l'au- 

leur  de  l'avoir  complètement  résolu. 

»  Après  avoir  montré,  comme  Ampère,  que  l'équation  diiréren- 

lielle,  dans  ce  cas,  ne  doit  renfermer  que  la  seule  dérivée  du  second 

d^  z 
ordre    ,        ^  désignée  habituellement  par  s,  M.  Moutard  obtient  cinq 

formes  distinctes  qui  comprennent  tous  les  cas  possibles  :  deux  d'entre 
elles  sont  immédiatement  intégrables,  la  troisième  a  été  rencontrée 
et  complètement  intégrée  par  M.  Liouville,  les  deux  autres  enfin 
appartiennent  aux  mêmes  types  et  se  réduisent  aisément  l'une  à 
l'autre. 

»  Toute  la  difficulté  se  trouve  donc  concentrée  sur  une  seule  forme, 
que  M.  Moutard  réduit  à 

d-a        dix  du        .  _ 
=  —, 7-  -f- ABa, 


du  dv        du    dv 

où  a  représente  une  fonction  inconnue  de  u  et  de  v,  et  A  et  B  des 
fonctions  données,  qui,  bien  entendu,  pour  que  l'intégrale  ait  la  forme 
demandée,  doivent  elles-mêmes  remplir  certaines  conditions. 

»  La  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  leur  étude  et  à  la 
recherche  de  l'intégrale  dans  le  cas  où  elles  sont  remplies.  La  voie 
très-directe  suivie  par  M.  Moutard,  et  imposée  en  quelque  sorte  par 
la  manière  dont  il  a  abordé  le  problème,  le  conduit  ici  sur  un  terrain 
connu.  Laplace,  en  1773,  a  donné,  dans  les  Mémoires  de  V Académie 
des  Sciences,  une  méthode  qui,  par  des  essais  successifs,  permet  de 
résoudre  la  première  partie  du  problème,  en  formant,  suivant  une 
loi  régulière,  une  série  d'expressions  déduites  des  coefficients  de  l'é- 
quation donnée.  Il  faut  et  il  suffit,  pour  que  l'intégration  soit  pos- 
sible sous  la  forme  supposée,  que  l'une  de  ces  expressions  soit  égale 
à  zéro,  et  le  rang  qu'elle  occupe  dans  la  série  indique  le  nombre  des 
dérivées  de  l'une  des  fonctions  arbitraires  qui  doit  figurer  dans  l'in- 
tégrale. 

»  En  suivant  jusqu'au  bout,  avec  un  plein  succès,  les  conséquences 
de  cette  méthode,  M.  Moutard  obtient  la  forme  la  plus  générale  des 
équations  considérées,  dans  la  formation  desquelles  il  introduit  au- 
tant de  fonctions  arbitraires  distinctes  qu'il  le  désire  de  chacune  des 
variables  x  et  y. 

»  La  troisième  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  1  étude  très- 
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complète  et  très-intéressante  de  l'équation 

à  laquelle  se  réduit  l'équation  plus  générale  traitée  précédemment 
dans  un  cas  particulier,  auquel  ne  sont  pas  applicables  les  résultats 
précédemment  obtenus  ^  deux  équations  de  condition,  en  général  dis- 
tinctes, se  réduisent  alors  à  une  seule,  et  les  conséquences  qui  s'en 
déduisent  sont  entièrement  changées. 

»  M.  Moutard,  après  avoir  formé  l'équation  unique  à  laquelle  doit 
satisfaire  la  fonction  (p  (a;,  y)  pour  que  l'intégrale  ait  la  forme  suppo- 
sée, parvient  à  l'intégrer  avec  beaucoup  de  bonheur  et  de  talent,  en 
la  ramenant  à  l'équation  semblable  d'ordre  inférieur  de  deux  unités, 
obtenue  en  supposant  que  la  méthode  exige  une  opération  de  moins. 

»  En  résumé,  nous  pensons  que  le  Mémoire  de  M.  Moutard  mérite 
l'approbation  de  l'Académie,  et  nous  lui  proposons  d'en  décider  l'in- 
sertion dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

M.  Mannheim.  —  Recherches  sur  les  pinceaux  de  droites  et  les  nor- 
malies,  contenant  une  nouvelle  exposition  de  la  théorie  de  la  courbure 
des  surfaces.  (Extrait  par  l'Auteur.) 

Le  but  du  Mémoire  est  l'étude  géométrique  des  sytèmes  de  rayons 
rectilignes,  étudiés  par  Hamilton  dans  sa  Theory  of  Systems  of  rays 
et  dans  les  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy,  ainsi  que  par 
M.  Kummer  dans  un  Mémoire  de  1860,  Journal  de  Crelle,  t.  LVIL 
Dans  les  études  plus  récentes  de  Pliicker,  ces  systèmes  prennent  le 
nom  de  congruences,  et  ils  sont  définis  par  deux  relations  entre  les 
quatre  constantes  a,  b.,petq  qui  déterminent  une  droite,  constantes 
qu'on  peut  appeler  les  coordonnées  d'une  droite,  si  l'on  considère  la 
ligne  droite  comme  un  élément  de  l'espace.  M.  Mannheim  introduit 
dans  cette  étude  les  surfaces  gauches  formées  respectivement  par  une 
droite  et  des  droites  infiniment  voisines.  Toutes  les  propriétés  dues 
à  M.  Kummer  se  démontrent  alors  aisément  au  moyen  d'une  figure 
plane,  dans  laquelle  apparaissent  toujours  une  ligne  droite  et  un 
cercle. 

<f  Le  pinceau  formé  par  les  normales  infiniment  voisines  d'une 
surface  est  très-intéressant  à  examiner.    » 

Une    surface  élémentaire  de  ce  pinceau,   surface  que  M.  Man- 
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iiheim  a  appelée  normalie^  donne  lieu  à  une  figure  dans  laquelle  se 
trouvent  groupés  tous  les  éléments  relatifs  à  la  théorie  des  surfaces. 

((  On  est  ainsi  amené,  non-seulement  à  une  nouvelle  exposition 
de  cette  tliéorie,  à  de  nombreux  résultats  dus  à  MM.  Joacliimstlial, 
Bertrand,  Bonnet,  Lamarle,  Catalan,   etc. ,  mais  encore  à  d'autres 
propriétés  qui  n'avaient  pas  encore  été  signalées  dans  les  études  si . 
nombreuses  faites  à  ce  sujet.   » 

N*^  2i.  Séance  da  23  mai  1870. 

M.  d'Abbadie.  —  Note  sur  une  nouvelle  division  décimale  de  l'angle 
et  du  temps. 

M.  d'Abbadie  propose,  dans  cette  Note,  la  division  décimale  non 
pas  pour  le  cercle  entier,  mais  pour  le  quadrant.  La  prime  ou  pre- 
mière décimale  équivaut  alors  à  9  degrés  sexagésimaux.  La  deu- 
xième décimale  a  déjà  reçu  le  nom  de  grade.  La  quatrième  ou  quarte 
(i''=32", 4)  sera  souvent  en  usage  pour  les  petites  mesures-,  les 
termes  quinte  (o'',ooooi,  ou  i'=  3", 24)  ou  cent  millième  partie  du 
quadrant,  et  si^/e  (o'',oooooi,  ou  i^'=  o",  324)  seraient  plus  rarement 
énoncés. 

«  La  seule  objection  plausible,  dit  M.  d'Abbadie,  cju'on  puisse 
adresser  à  cette  réforme,  c'est  qu'un  système  de  mesure  adopté  par  la 
plupart  des  nations  civilisées  ne  doit  pas  être  changé.  On  répond  que 
cette  objection  est  inapplicable  à  tous  les  calculs  de  haute  astronomie 
et  à  ceux  de  la  géodésie,  où  l'étude  des  angles  n'est  point  le  but,  mais 
bien  l'intermédiaire,  pour  arriver  à  d'autres  résultats,  et  surtout  à  la 
connaissance  des  dimensions  réelles.  Il  en  est  de  même  dans  les  tra- 
vaux de  la  physique.  La  mécanique  céleste  n'empruntant  à  l'obser- 
valion  qu'un  nombre  restreint  de  données,  sur  lesquelles  sont  fondées 
d'immenses  séries  de  calculs,  la  conversion  des  valeurs  d'un  système 
dans  l'autre  n'est  qu'un  travail  insignifiant,  auprès  des  simplifications 
considérables  que  l'adoption  de  la  division  décimale  du  quadrant 
amènerait  dans  les  calculs  auxiliaires.  Outre  la  facilité  introduite 
dans  les  opérations  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication  et 
de  division  des  angles,  on  aura  l'avantage  d'éviter  les  réductions  de 
degrés  et  de  minutes  en  secondes,  et  vice  versa.,  qui  se  présentent  à 
chaque  instant  quand  on  fait  usage  de  la  division  sexagésimale.  » 

M.  Jordan.  —  Théorème  sur  les  fonctions  doublement  périodiques. 
Soient  Fj , .  .  . ,  F„  des  fonctions  doublement  périodiques,  n'ayant 
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chacune  qu'un  nombre  limité  d'infinis  dans  chaque  parallélo- 
gramme des  périodes^  ^i,  h^...^  In  des  constantes.  Si  la  fonction 
4)  =  /jFi  -f- .  - .  +  ^„F„  admet  la  période  îl,  l'égalité 

0  +  /,F, -+-... +  /„F„ 

se  décomposera,  en  général,  en  une  suite  d'égalités  telles  que 

a>  =  /,F,  -4-.  .  .H-  IpVp-h  consl., 

/^+,F^+i-t-. .  ••+  /5Fy=  consl., 

/j^.Fy+i  + . .  .  +  /,Fr  =  const., 


où  les  fonctions  Fi,  F2,.  •  • ,  Fp  ont  une  période  commune  multiple 
de  n,  tandis  que  les  fonctions  qui  figurent  dans  chacune  des  autres 
égalités  ont  deux  périodes  communes  (multiples  des  moindres  périodes 
de  chacune  d'elles),  et,  par  suite,  dépendent  algébriquement  les  unes 
des  autres. 

N«  22.  Séance  du  30  mai  1870. 

M.  CoMBEscuRE.  —  Sur  quelques  formes  différenlielles . 

Dans  cette  Note,  M.  Combescure  s'occupe  de  problèmes  analogues 
au  problème  de  V application  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres,  mais 
en  considérant  des  formes  à  n  indéterminées. 

M.  F.  Lucas.  —  Sw  une  formule  W analyse. 

MÉLANGES. 

dx 




_ ,     I  —  ix  cosa 

Par  m.  HERMITE. 

Soit 

i  n  a  dx 


X- 


/(.)  =  /     — ^iî 


cosa  +  X'' 


il  (\st  d  abord  aisé  de  voir  (jue  l'on  a 
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car,  en  faisant,  dans  l'expression 


•^  '  J_j    1 -^  2:1;  cosa-f-^ 

la  substitution  a:  =  —  «,  nous  obtiendrons  sur  le  champ 

La  fonction/(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffit,  pour  en  obtenir 
la  valeur  générale,  de  la  déterminer  en  supposant  «  compris  entre 
zéro  et  r..  Faisant  à  cet  effet 

X  —  cosa=  Msina, 

ce  qui  donnera 

s\nadx  du 


\  —  2x  cosa -h  x^        !-;-«- 
nous  écrirons 


r-^'  sinxdx r  ^'""      du  r    **""       du 

J_  ,     I  —  2ar  COSa  -f-  x^  ~  Jq  H-  «^       J„  I  -f-  «••' 

de  sorte  que,  dans  le  second  membre,  les  deux  intégrales  représentent 
les  arcs  les  plus  petits,  renfermés  entre  —  -  et  -h  -»  ayant  respec- 
tivement pour  tangentes  les  quantités 

I  —  COSa                 a               —  !  —  COSa                 -  -f-  a 
=  lang  -     et     — — . =  tang 


sina  2  sina 


Gr,  a  étant  moindre  que  7r  par  hypothèse,  la  première  intégrale  sera 
par  conséquent  ->    mais  la  seconde  aura   pour  valeur  l'arc 

diminué  de  ît,  c'est-à-dire  ~ :  nous  aurons  donc 


/(«)=/' 


sina  dx 


I  —  2:f  cosa -f- X-       2 

entre  les  limites  indiquées  pour  la  variable  a.  Maintenant  la  relation 

donne  celle  conséquence,  ([u  entre  les  limites  7:  cl  -ir.^f^a)  a  pour 
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valeur  —  -■>  de  sorte  que  nous  nous  trouvons  amené  à  l'expression 

analytique ,  par   une  intégrale  définie ,   d'une   fonction  discontinue 

égale  à  H —  ou ^  selon  que  la  variable  est  renfermée  entre  ini: 

et  (2W-f-i)7T,  ou  entre  les  limites  (an  —  i)?:  et  anTr,  n  étant  un 
nombre  quelconque. 

On  voit  donc  comment  on  peut  être  amené,  par  les  considérations 
les  plus  élémentaires  du  calctil  intégral  à  la  considération  si  impor- 
tante en  analyse  des  fonctions  discontinues,  et  j'ajoute  que  l'expres- 
sion en  série  tiigonométrique  de  cette  fonction  particulière  qui  s'est 
ainsi  offerte  se  tire  facilement  de  l'intégrale  définie. 

Il  suffit,  en  eifet,  d'employer  ce  développement  connu,  savoir  : 

sina  .  .  ,   .    o  „  ,   . 

=  sina-t-:rsin2a-+-x'sinia  +  ...H-  ^      sin  /i  «h-  . . . , 


1  —  -ZXCOiia-r-X^ 

et  d'observer  qu'on  a 


£ 


x"~^  dx  =  o     ou     =  -  ! 
n 


suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  pour  parvenir  au  résultat  que  don- 
nerait la  formule  de  Fourier,  savoir  : 

,.,    ,        /»H-i  smadx  F  .  sin3a       sinSa  "1 

/(a)=  /         — -  =  2    sinccH 1 -p 1-...    • 

•^  J_j     i—  Q.X  cosa^  x^  L  -^  .^  J 

Il  serait  même  possible  d'établir  la  convergence  de  la  série,  en 

limitant  le  développement  de  la  fonction  •  à  ses  n 

'-^  i  ~ '2.  X  cos  a -\- x^ 

premiers  termes,  et   considérant  le  reste  cju'on  trouvera  sous  cette 


for 


me,  savoir  : 


R„  =  sin(;iH-  ija  / 


—  sinna  /        

J—i      I  —  IX  Ci 


IX  cosa 
dx 


cosa  +  X- 


mais  je  ne  m  y  arrêterai  point. 

V]nQ  autre  intégrale  définie  élémentaire  conduit  encore  à  la  même 
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fonction  discontinue,  c'est  celle-ci  : 

dx 


L 


_i    [a  —  -ar)  v^i  —  x^ 

dont  la  valeur  est         ^        ou  — ^       ''       ,  suivant  que  la  constante  a, 

\/a-  —  I  V"^  —  • 

qui,  en  valeur  absolue,  doit  être  supposée  supérieure  à  l'unité,  est 

positive  ou  négative.  Il  en  résulte,  si  l'on  fait  a  =  — —  ?  qu'on  a 


/ 


sin  a  dx 

-1-71     ou     —  1T, 


_j    (1  —  X  cosx)\/i  —  x^ 

suivant  que  sin  a  est  positif  ou  négatif;  mais  cette  expression  ne 
diffère  pas  au  fond  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  elle 

s'y  ramène  en  effet  par  la  substitution  x  = -j,  qui  sert  en  général 

I  — r~  Z 


—  > 

2 


à  l'intégration  des  radicaux  de  la  forme  y/i  —  x^.  Sous  une  forme  ou 
sous  l'autre,  le  passage  brusque  dej'{a)  d'une  valeur  nulle  à 

ou )  semble  moins  caché  dans  l'intégrale  que  dans  la  série  tri- 

gonométrique  ^  car,  eu  supposant  ce  infiniment  petit,  elles  offrent, 
sous  le  signe  d'intégration,  aux  infiniment  petits    près  du  second 

ordre,  l'une  le  facteur  — — -^  l'autre  le  facteur  -t  qui,  à  la 

I  —  xy  .         À 

'  (i  —  xy 

limite   supérieure  x  =  r ,  rendent  les  intégrales  infinies  ;   c'est  du 
moins  par  l'intermédiaire  de  cette  forme,  du  produit  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  une  quantité  infiniment  grande,  que  se  trouve 
réalisé  le  passage  brusque  d'une  valeur  nulle  à  une  valeiu*  finie. 
Je  remarque  enfin  qu'on  a 

J_,     (i  —  -iX  Q.O^Ol.-\-  x-f  J_j        \I  —  7.x  coscc  -i-  x-J 

et  l'intégrale  est  nulle,  en  général,  puisque  la  fonction ^ 

prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  ^  toutefois,  pour  cosœ  =  ±  r , 
elle  est  infinie,  l'expression  à  intégrer  entre  les  limites  -|-  i  et  —  i 

étant  — ■ 
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DR  LA  VIE  ET  LES  TRAVAl]X  DE  N.-I.  LOBATCIIEFSKY. 

Deuxième  article  (*). 

Nous  allons  donner  la  liste  des  écrits  publiés  par  Lobatcliefsky 
sur  diverses  brandies  des  sciences  mathématiques.  Nous  indique- 
rons, pour  n'y  plus  revenir,  le  contenu  de  ceux  de  ces  écrits  que 
nous  avons  à  notre  disposition,  à  l'exception  de  ceux  qui  se  rappor- 
tent aux  découvertes  géométriques  de  Lobatcliefsky,  et  dont  nous 
nous  proposons  d'exposer  l'ensemble  avec  plus  de  développement. 

4.  O  pesonanct  njiii  BsaiiMHOM'b  KO^ieGaniii  BOSAyuiHbixij  ctojiGobT). 
{Ka3.  BtcwHiiKh^  1828  r.)  — De  la  résonnance,  ou  des  vibrations 
réciproques  des  colonnes  gazeuses.  [Courrier  de  Kazan,  1828.) 

2.  O  uanauisix-b  reoMCipiii.  (Kaa.  BtcmuiiKt,  1828  11  1829  r.)  — 
Sur  les  principes  de  la  Géométrie.  [Courrier  de  Kazan,  1828  et  1829.) 

Ce  Mémoire,  qui  contient  un  abrégé  des  travaux  de  Lobatcliefsky 
sur  la  Géométrie,  a  été  réimprimé  récemment  (67  p.  in-4°).  Nous 
aurons  l'occasion  d'y  revenir. 

3.  Pt»ib  o  BayKH-fefimnxTj  upeAMCTaxi  BOcniiTaniH,  nponsnecenHafl 
5  iiojifl  1828  ro^a  btj  TopîKecTBeHHOMT}  coôpaniii  yniiBepcuTeTa.  [Ka3. 
BtcmniiKb,  i832  r.)  —  Discours  sur  les  matières  les  plus  importantes 
de  l'éducation,  prononcé  le  -^^  juillet  1828,  dans  la  séance  solennelle 
de  l'Université.  {Courrier  de  Kazan,  i832.) 

4.  AjireGpa  umi  Bbimic^ienie  KOHe'mbixi>.  CoqimiLnj  H.  .lo6aiieBCKiii.. 
Kasaub.  Bi)  yHiïBepcHTCxcKon  THnorpa{J)iii.  i834-  —  Algèbre,  ou 
Calcul  des  quantités  finies.  Par  N.  Lobatcliefsky.  Kazan.  Typogra- 
phie universitaire.  i834-  —  i  volume  in  8°,  53o  pages. 

Ce  Traité  est  le  seul  ouvrage  séparé  que  Lobatcliefsky  ait  com- 
posé. Les  préliminaires  et  les  opérations  fondamentales  de  l'Algèbre 
sont  développés ,  un  peu  longuement  peut-être ,  dans  les  cinq  pre- 
miers Chapitres  (p.  8-80).  Les  deux  Chapitres  suivants  (p.  81-120) 
sont  consacrés  aux  fractions  algébriques  et  aux  fractions  décimales. 
Le  Chapitre  Vin  traite  des  fractions  continues  (p.  i2i-i5o).  Dans 
le  Chapitre  IX  (p.  151-187),  1  auteur  expose  la  résolution  des  équa- 
tions déterminées  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues.  Il  donne,. 


(*)  Voir  BiiUctiii.  p.  06. 
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d'après  Caucliy,  les  expressions  symboliques,  sous  forme  de  pro- 
duits, des  deux  termes  de  la  valeur  de  chaque  inconnue.  L'objet  du 
Chapitre  X  (p.  1 88-234)  est  la  résolution  en  nombres  entiers  des 
équations  indéterminées,  avec  diverses  applications  au  calendrier, 
aux  formules  pascales  de  Gauss,  etc.  Chapitre  XI  (p.  235-284)  : 
Puissances  et  racines  des  quantités  réelles.  Chapitre  XU  (284-3o5)  : 
Puissances  et  racines  des  quantités  imaginaires.  Chapitre  XIII 
(p.  3o5-332)  :  Des  logarithmes.  Séries  logarithmiques  et  exponen- 
tielles. Chapitre  XIV  (p.  332-344)  •  Des  fonctions  trigonométriques, 
définies  au  moyen  des  exponentielles  imaginaires  ^  leurs  développe- 
ments en  séries.  Fonctions  circulaires  inverses.  Chapitre  XV 
(p.  345-373)  :  Calcul  direct  et  inverse  des  différences.  Applications 
diverses.  Chapitre  XVI  (p.  374-4 1  0  •  Résolution  des  équations  bi- 
nômes. Congruences.  Division  du  cercle,  d'aprèsGauss.  ChapitreXVII 
(p.  4ï  1-528)  :  Résolution  d'une  équation  algébrique  quelconque. 
Equations  du  second  degré.  Racines  commensurables.  Equations  du 
troisième  et  du  quatrième  degré.  Propriétés  générales  des  équations 
algébriques.  Règle  de  Descartes.  Développement  des  racines  en  frac- 
tions continues  par  la  méthode  de  Lagrange. 

5,  IToHHyKeHie  CTencHii  btj  AByucHHOMTj  ypaBueniu,  Kor^a  noKasa- 
TCAb  GesTj  eAiiHiinbi  A'fe^iiiTCfl  na  8.  [yzenbiR  SanncKu  Jl.nnevarnop- 
cKazo  KasancKazo  YmiBepcitmema.  i834  r.)  —  Abaissement  du  de- 
gré d'une  équation  binôme,  lorsque  l'exposant  moins  l'unité  est 
divisible  par  8  [Mémoires  de  VUniversilé  impériale  de  Kazan,  i834)- 
In-8°,  32  pages. 

Ce  Mémoire  est  le  premier  de  la  collection  des  yqenbifl  3aniicKii. 
Lobatchefsky  rappelle  qu'en  i8i3  il  présenta  à  la  Faculté  des 
Sciences  physico-mathématiques  un  travail,  resté  inédit,  où  il  éta- 
blissait que  la  résolution  des  équations  binômes  peut  se  faire  entiè- 
rement à  l'aide  d  extractions  de  racines.  Il  y  donnait  l'expression  gé- 
nérale de  l'abaissement  du  degré  de  l'équation,  lorsque  l'exposant  est 
de  la  forme  ^n-\-  \.  Cette  méthode  a  été  reproduite  dans  le  Cha- 
pitre XVI  de  son  Algèbre.  Depuis,  en  lisant  dans  le  Journal  de  Crelle 
(t.  IX,  I  p.  12,  1832)  un  Mémoire  de  Richelot  sur  la  résolution  de 
l'équation  x^^"^  =  i,  il  y  a  appris  que  Legendre,  dans  la  troisième 
édition  de  sa  Théorie  des  nombres,  a  trouvé  la  même  expression  géné- 
rale, et  a  dû  parvenir  à  la  même  solution  du  problènie.  Richelot, 
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dans  son  Mémoire,  ne  semble  pas  espérer  que  l'abaissement  puisse 

être  poussé  au-delà  de  -r{n  —  i).  Mais  le  même  volume  du  Journal 

de  Crelle  contient  des  travaux  de  Libri  où  ce  géomètre  insiste  sur  la 
liaison  intime  qui  existe  entre  les  progrès  de  l'Analyse  et  ceux  de  la 
Théorie  des  nombres.  Encouragé  par  ces  considérations,  malgré  les 
doutes  de  Richelot,  Lobatcliefsky  a  repris  ses  recherclics  sur  l'ex- 
pression générale  de  l'abaissement  de   l'équation  x''  =.  i ,  et  il  est 

parvenu  à  pousser  cet  abaissement  jusqu'au  degré  -^[n  —  i),  lorsque 

n  —  I  est  divisible  par  8.  Il  en  fait  l'application  aux  valeurs  de 
n  —  73,  89,   257. 

6.  06t)  H3»ie3aHiii  TpuroHOMeTpiiiecKMxt  CTpoKTj.  [Y t.  3 an.  Kas. 
yn.  1834  r.  KHiira  II.)  —  Sur  la  convergence  des  séries  trigonomé- 
triques.  [Mém.  de  l'Un,  de  Kazan.,  i834,  2*^  cahier.) 

7 .  ycAOBHbiH  ypaBuenifl  a-^h  ABH/Kcnifl  11  nojioHieHiii  rjiaBHbixij  oceiï 
BT)  TBepAOH  ciiCTCMli.  Equatious  de  condition  pour  le  mouvement  et 
la  position  des  axes  principaux  dans  un  système  solide.  [Envoyé  aux 
Mémoires  scientifiques  (yqenbiH  3anncKn)  de  l'Université  de  Moscou.  ] 

8.  Géométrie  imaginaire,  par  N.  Lobatcliefsky,  recteur  de  l'Uni- 
versité de  Kazan.  [Journal  de  Crelle,  t.  XVII,  1837.)  — Iii-4°5  26  p., 
ipL 

9.  BooGpa/KaeMan  FeoMeTpiii.  [Yz.  San.  Kas.  yn.  i83d  r.,  kh.  I.) 
—  Géométrie  imaginaire.    [Mém.  de  l'Un,  de  Kazan.,  i835,  i'^'"  cah.) 

Ce  Mémoire  est  une  rédaction  plus  développée  du  Mémoire  précé- 
dent, dont  le  manuscrit  avait  déjà  été  envoyé  au  Journal  de  Crelle, 
et  qui  ne  fut  imprimé  que  deux  ans  plus  tard.  Nous  nous  en  occu- 
perons dans  un  prochain  article. 

iO.    CuOCoGtj    yBtpflTbCH     BTi     MS^eSaHilI     ÔeSKOHeMHblXT)     CTpOKTj     II 

npuGjiHHîaTbCfl  ki»  SHayeniio  <|)yHKniH  oxb  BccbMa  Go^ibmnxTj  ^ncejiiy. 
(J^z;.  3an.  Kaa.  yn.  i835  r.,  rh.  II.)  —  Méthode  pour  reconnaître 
la  convergence  des  séries  infinies,  et  pour  obtenir  approximative- 
ment la  valeur  des  fonctions  de  très-grands  nombres.  {Mém.  de  lUn. 
de  Kazan.  i835,  2"  cah.) 

H.  HoBbia  HaMa./ia  FeoMeTpiw  ctj  hojihoh  Tcopien  napajtjie^ibHbixTj. 
[Yz.  3an.  lias.  yn.  i835  r.,  kh.  III;  i836  r.,  RHiirii  II  h  III;  i837r., 
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KH.  1;  i838r.,  KH.  I.)  —  Nouveaux  principes  de  Géométrie,  avec 
une  théorie  complète  des  parallèles.  [Mém.  de  l'Un.  deKazan,  i835, 
cah.  I5   i836,  cali.  II  et  III;   1887,  cah.  I;  i838,  cah.  I.)  —  In-S", 

Cette  importante  suite  de  Mémoires  renferme  l'exposition  détaillée 
du  système  géométrique  de  Lobatcliefsky,  avec  un  Traité  complet  de 
Trigonométrie  et  la  Théorie  des  approximations  dans  les  calculs  nu- 
mériques. 

12.  ITpHM'feHeHie  BOoCpa/KacMan  FeoMCTpiii  ktj  HtKOTopbiMTj  imxe- 
rpa./iain'b.  (J^e.  San.  Kas.  yn.  i836r.,  kh.  I.)  —  Application  de  la 
Géométrie  imaginaire  à  quelques  intégrales.  [Mém.  de  VUn.  de  Ka- 
zan.  i836,  cah.  I.)  —  In-8°,  164  p. 

Ce  Mémoire  fait  suite  aux  Mémoires  8  et  9. 

13.  Sur  la  probabilité  des  résultats  moyens,  tirés  des  observations  ré- 
pétées; par  M.  Lobatchofsky,  recteur  de  l'Université  de  Kazan.  (En- 
voyé en  i838  au  Journal  de  Crelle-,  inséré  en  1842  dans  le  t.  XXIV 
de  ce  Journal.)  —  In-4*',  7  p. 

Au  moyen  des  formules  de  l'Analyse  combinatoire,  Lobatcliefsky 
détermine  les  limites  des  probabilités  relatives  à  un  nombre  fini  d'ob- 
servations, tandis  que  Laplace  avait  exprimé  ces  mêmes  limites  par 
des  intégrales,  dans  la  supposition  d'un  nombre  d'observations  très- 
grand. 

14.  Geometrische  Untersuchungen  zur  Théorie  der  Parallellinien.  Von 
NicoLAus  LoBATSCHEwsKY,  Kaiserl.  russ.  wirkl.  Slaatsrathe  und  ord. 
Prof,  der  Malhematik  bei  der  Universitat  Kasan.  Beiiin,  1840.  In  der 
Fincke' schen  Buchhandlnng .  —  Etudes  géométriques  sur  la  Théorie 
des  Parallèles.  Par  N.  Lobatcliefsky,  conseiller  d'Etat  actuel  de 
l'Empire  russe,  et  Professeur  ordinaire  de  Mathématiques  à  l'Uni- 
versité de  Kazan.  Berlin,  1840.  — In-12,61  p.,  i  pi. 

Cette  brochure  semble  être  une  reproduction  d'un  INIémoire  en- 
voyé en  1840  au  Journal  de  Crelle,  sous  le  titre  de  Beilriige  zu  der 
Théorie  der  Parallellinien,  et  non  inséré.  C'est  un  résumé  de  la  partie 
élémentaire  du  n°  11 . 

15.  Ueber  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihen,  von  Nicol.  Lo- 
batschewsky,  ord.  Prof,  der  Mathematik  an  der  Universitat  Kasan.  — 
Sur  la  convergence  des  séries  infinies.  Par  N.  Lobatchefsky,  etc.  — 
Gr.  iii-4«,  48  p. 
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Mémoire  envoyé  au  Journal  de  Crelle  en  i84o,  et  non  inséré.  Im- 
primé à  Kazan  en  1 84 1  •  La  convergence  des  séries  est  définie  par  la 
condition  que  la  somme  de  p  termes,  pris  à  la  suite  du  r'^'"",  soit  infi- 
niment petite  pour  r  infini,  quel  que  soit/J,  indépendant  de  r.  Appli- 
cation aux  séries  les  plus  importantes,  pour  des  valeurs  soit  réelles, 
soit  imaginaires,  des  variables.  Développements  en  séries  trigono- 
métriques.  Développement  des  fonctions  trigonométriques  en  pro- 
duits infinis,  et  de  leurs  logarithmes  en  séries  infinies.  Calcul  des 
fonctions  de  très-grands  nombres.  Détermination  de  quelques  inté- 
grales définies. 

16.  no./iHoe  saTMtnie  cojiHi;a  B-b  rTeHSt  bij  1842  r.  20  itona.  [Myjj- 
HaA^  MHH.  napoAH.  npocB.  i843  r.)  —  L'éclipsé  totale  de  Soleil  à 

Penza,  le  — r-^, —  1842.   (Journal  du  Ministère  de  V Instruction  pu- 
'       2  juillet  ^  ^ 

blique,  i843.) 

17.  O  aHa^eniii  H'bKOTopbix'b  onpeAtJteHHHXTj  HHTerpajiOBT>.  (J^e- 
Jan.  Ka3.  yn.  i852  r.)  —  Sur  la  valeur  de  quelques  intégrales  dé- 
finies. [Mém.  de  l'Un,  de  Kazan,  i852.) 

18.  Pangéométrie ,  ou  Précis  de  Géométrie  fondée  sur  une  théorie 
générale  et  rigoureuse  des  Parallèles.  Par  N.  Lobatchefsky,  professeur 
émérite  de  l'Université  de  Kazan,  et  membre  honoraire  de  l'Univer- 
sité de  Moscou.  (CGopHHKTj  yiienfaixT»  CTaTeii,  HaniicaHHWX'b  npo(J)ec- 
copaMH  HninepaTopcKaro  KasancKaro  yniiEcpciiTeTa,  btj  naMHTh 
nflTHAecflTiuliTHaro  ero  cymecTBOBaHia.  To.wz.  nepBbin.  Kasanb,  i856. 
—  Recueil  de  Mémoires  scientifiques,  écrits  par  les  professeurs  de 
l'Université  impériale  de  Kazan,  en  commémoration  du  cinquantième 
anniversaire  de  sa  fondation.  Kazan,  i856.)  —  Gr.  in-8°,  67  p. 

C'est  le  dernier  travail  de  Lobatchefsky,  et  l'un  des  plus  remar- 
quables par  la  clarté  de  la  rédaction.  Une  traduction  italienne  en  a 
été  donnée  par  M.  Battaglini  {Giornale  di  Malematiche,  t.  V,  1867, 

p.  273-336)  (*). 

J.  H. 

(*)  11  en  a  été  fuit  des  tirages  à  part.  Prix  :  3  fr.  5o  c. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SAJNNIA  (Achille),  professore  nella  R.  Scuola  di  Applicazione  per 
gl'  Ingegneri  di  Napoli,  e  d'OVIDIO  (Enrico),  professore  nel  R. 
Liceo  Principe  Umberto  di  Napoli.  —  Elementi  di  Geometria. 
Seconda  edizîone,  riveduta  e  corrella.  —  Napoli,  Tipografia  di 
AngeloTrani;  1871  (*). 

La  publication  de  cet  Ouvrage  remarquable  comble  une  lacune  re- 
grettable qui  existait  encore  dans  la  série  des  ouvrages  destinés  à 
l'enseignement  élémentaire.  L'Italie  possédait  déjà  une  traduction 
des  Éléments  de  Mathématiques  (**)  de  M.  Baltzer,  due  aux  soins  d'un 
géomètre  éminent.  Mais  l'extrême  concision  de  cet  auteur  en  rend  la 
lecture  difficile  à  ceux  qui  sont  privés  du  secours  d'un  maître.  D'autre 
part,  les  nouveaux  règlements  de  l'Instruction  publique  en  Italie  exi- 
gent que  l'enseignement  de  la  Géométrie  soit  dirigé  d'après  les  Élé- 
ments d'Euclide^  dont  M.  Baltzer  n'a  nullement  cherché  à  suivre  la 
marche.  Il  fallait  donc  un  Traité  qui  se  rapprochât  de  celui  d'Euclide 
autant  que  le  permettaient  les  progrès  de  la  science  moderne,  et  qui 
en  rendît  l'étude  plus  facile,  en  y  ajoutant  des  compléments  indis- 
pensables. 

Tel  a  été  le  but  des  auteurs  du  livre  que  nous  signalons  à  l'atten- 
tion de  nos  lecteurs,  et  nous  pensons  qu'ils  l'ont  entièrement  atteint. 
Partout  ils  ont  conservé  dans  toute  sa  pureté  la  rigueur  euclidienne, 
à  laquelle  la  plupart  des  ouvrages  modernes  sur  le  même  sujet  ne 
nous  ont  guère  accoutumés.  Tout  ce  qui  touche  aux  principes  fonda- 
mentaux a  été  traité  avec  un  soin  et  des  détails  qui  ne  peuvent  laisser 
aucun  nuage  dans  l'esprit  des  commençants.  Sans  sortir  du  cadre  élé- 
mentaire, les  auteurs  l'ont  complètement  rempli,  et  n'ont  négligé 
d'indiquer  aucune  des  théories  qui  font  la  base  des  parties  plus  éle- 
vées de  la  Géométrie. 

Si  nous  avons  quelques  critiques  à  faire  sur  la  rédaction  de  cet 


(*)  A.  Sannia,  professeur  à  l'École  royale  d'Application  pour  les  ingénieurs  de  Na- 
ples,  et  H.  d'Ovidio,  professeur  au  Lycée  du  Prince  Humbert  de  Naples.  —  Éléments  de 
Géométrie.  2«  édition  revue  et  corrigée.  —  Naples,  imprimerie  de  A.  Trani;  1871. 
I  vol.  in-S",  X-571  pages,  avec  383  figures  dans  le  texte.  Prix  :  5  francs. 

(**)  Voir  Bulletin,  p.  80. 
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ouvrage,  ce  sera  seulement  en  nous  plaçant  au  point  de  vue  de  l'en- 
seignement. 11  nous  semble  qu'il  y  aurait  eu  un  immense  avantage  à 
renoncer  aux  divisions  artificielles,  cjui  séparent  l'étude  du  cercle  de 
celle  des  triangles,  l'étude  de  la  sphère  de  celle  des  angles  dièdres  et 
polyèdres.  Le  rapprochement  immédiat  de  propositions  identiques 
pour  le  fond  et  différentes  seulement  par  la  forme  est  doublement 
utile,  en  évitant  la  répétition  de  démonstrations  équivalentes,  et  en 
faisant  pénétrer  plus  profondément  dans  la  connaissance  des  objets 
qu'on  étudie.  Les  auteurs  auraient  pu,  en  cela,  rester  fidèles  à 
l'exemple  d'Euclide,  qui,  dès  sa  première  proposition,  fait  usage  du 
cercle . 

D'autre  part,  nous  regrettons  que  le  désir  de  se  conformer  au  pro- 
gramme imposé  ait  conduit  MM.  Sannia  et  d'Ovidio  à  suivre  leur  mo- 
dèle de  trop  près  dans  leur  théorie  des  proportions.  Bien  cjue  nous 
considérions  la  lecture  de  l'admirable  cinquième  livre  d'Euclide 
comme  un  des  exercices  les  plus  profitables  pour  habituer  l'esprit  à 
la  sévère  logique,  nous  croyons  cependant  que  les  méthodes  mo- 
dernes, fondées  sur  le  principe  des  limites,  conduisent  au  même  but 
par  une  voie  beaucoup  plus  prompte  et  plus  aisée,  et  peuvent  le  dis- 
puter en  rigueur  aux  méthodes  des  Anciens. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties,  comprenant  l'une  la  Plani- 
métrie,  l'autre  la  Stéréométrie.  Chacune  de  ces  parties  se  compose  de 
quatre  livres. 

Le  premier  livre  traite  de  la  ligne  droite  5  le  second,  du^^cercle  \  le 
troisième,  des  lignes  proportionnelles  et  de  la  similitude  dans  le  plan  ^ 
le  quatrième,  de  la  mesure  des  aires  et  des  arcs  de  cercle  ;  le  cin- 
t[uième,  du  plan  et  de  la  ligne  droite,  du  prisme  et  de  la  pyramide^ 
le  sixième,  du  cylindre  et  du  cône  de  révolution,  de  la  sphère  et  de  la 
symétrie^  le  septième,  de  la  similitude  dans  l'espace;  le  huitième,  de 
la  mesure  des  volumes  et  des  surfaces  des  polyèdres  et  des  corps 
ronds. 

JNTbus  terminons  cette  analyse  en  faisant  des  vœux  pour  que  cet  ex- 
cellent livre  s'introduise  dans  nos  écoles  et  contribue  à  réformer  chez 
nous  l'enseignement  si  défectueux  de  la  Géométrie  élémentaire. 

J.  H. 
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SPITZ  (D'  Cari),  Professer  am  Polytechnikum  zu  Carlsrulie,  — 
Ersteh  Cursus  deu  Differejvtxal-  und  Integralrechjvung,  nebst 
einer  Sammlung  von  i45o  Beispielen  und  Uebungsaufgaben,  zum 
Gebrauclie  an  hôberen  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium. 
—  Leipzig  und  Heidelberg,  C.-F.  Winter'sche  Verlagshandlung. 
i87i(*).       • 

Le  plan  de  ce  livre  est  à  peu  près  celui  de  tous  les  Traités  mo- 
dernes. La  méthode  est  celle  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  méthode 
des  limites,  et  qui  ne  diffère  de  la  méthode  infinitésimale  que  par 
l'excessive  timidité  de  la  forme.  Mais  ce  qui  le  rend  précieux,  c'est 
le  grand  nombre  d'exercices  qu'il  renferme  à  la  suite  de  chaque  para- 
graphe, outre  le  recueil  de  problèmes  variés  qui  termine  le  volume. 

La  première  partie  traite  du  Calcul  différentiel  et  de  ses  applica- 
tions à  la  théorie  des  courbes  planes.  La  seconde  partie  contient  les 
éléments  du  calcul  intégral,  restreint  aux  fonctions  explicites,  avec 
les  séries  de  Burmann  et  de  Lagrange,  et  les  applications  à  la  som- 
mation des  séries  et  aux  problèmes  de  quadratures,  de  rectifications, 
de  cubatures  au  moyen  des  intégrales  simples.  J.  H. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

GIORNALE  Di  Matematiche.  8®  année.  Juillet-décembre  1870  (**). 

ToGNOLi  (O.).  —  Sur  une  extension  de  propriétés  relatives  à  des 
courbes  algébriques  planes  d' ordre  quelconque,  aux  surfaces  algébriques 
de  degré  quelconque.  (Suite  et  fin,  7  p.) 

Les  articles  contenus  dans  cette  partie  du  Mémoire  ont  pour  ti- 
tres :  i°-.De  la  pampolaire  d'un  faisceau  et  d'un  réseau  de  surfaces^ 
2**  Cordes  tangentes  5  3°  Plans  tangents  en  des  points  conjugués  5 
4°  Points  doubles  d'un  réseau  et  d'un  faisceau  de  polaires  internes. 


(*)  Spitz  (D''  C),  professeur  à  l'Institut  Polytechnique  de  Carisruhe.  —  Premières 
Leçons  de  Calcul  différentiel  et  intégral^  avec  un  recueil  de  l'jSo  exemples  et  exercices, 
h  l'usage  des  écoles  supérieures  et  des  personnes  qui  étudient  seules.  —  Leipzig  et 
Heidelberg,  Winter,  1871.1  vol.  in-S",  629  p.  Prix  :  3|  Thlr. 

(**)  Voir  Bulletin,  p.  i5^. 
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Cassani  (P.).  —  Sur  le  triangle  conjugué  de  deux  coniques.  (2  p.) 
Détermination  de  ce  triangle,  en  cherchant  les  points  qui  ont  la 
même  droite  polaire  par  rapport  à  deux  coniques. 

Cassani  (P)-  —  Solution  de  la  question  n°  178  des  Nouvelles  An- 
nales. (2  p.) 

Par  un  point  donné,  mener  un  cercle  deux  fois  tangent  à  une  pa- 
rabole donnée. 

OuLANDo  (D).  —  Démonstration  de  quelques  fhéoîémes  de  Géométrie. 
(2  p.) 

Del  Grosso  (R)-  —  3Iémoire  sur  V  attraction  des  sphéroïdes.  (Suite 
et  fin,  2  art.,  49  p) 

Avec  la  suite  du  Chapitre  VIII  sur  l'attraction  des  couches  de  ni- 
veau, se  termine  la  Première  Partie  du  Mémoire.  La  Seconde  Partie 
traite  de  l'attraction  d'une  masse  de  densité  variable,  limitée  par  une 
surface  peu  différente  de  la  sphère,  et  contient  les  Chapitres  suivants  : 
Chap.  I.  Développement  en  série  de  la  valeur  inverse  de  la  distance  de 
deux  points.  —  Chap.  II.  Fonctions  sphériques  et  leur  propriétés 
principales.  —  Chap.  III.  Potentiel  d'une  couche  sphérique  de  den- 
sité variable.  —  Chap.  IV.  Attraction  d'un  sphéroïde  peu  différent  de 
la  sphère. 

Kegis  (D.).  — Sur  une  application  des  principes  d'homologie  à  la 
perspective.  (4  p) 

Régis  (D.).  —  Sur  le  nombre  des  racines  réelles  que  peut  avoir  l' équa- 
tion x'" — px-\-q  =  o.  (2  p.) 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  représentation  géométrique  des 
équations  y  =  x'"-\-q  et  y  =^px^  x  et  y  étant  les  coordonnées  ortho- 
gonales d'un  point. 

AscriiERi  (F.).  —  Sur  un  complexe  du  second  degré.  —  Génération 
géométrique  des  complexes  du  premier  degré.  (6p.) 

Quelques  propriétés  des  complexes  du  second  degré  dont  l'équa- 
tion peut  se  réduire  à  contenir  seulement  les  carrés  des  cooi'données 
de  la  ligne  droite.  Ces  propriétés  consistent  en  des  relations  harmo- 
niques que  les  droites  du  complexe  déterminent  avec  une  série  de 
surfaces  du  second  degré  conjuguées  au  tétraèdre  fondamental.  Quant 
à  la  génération  géométrique  des  complexes  du  premier  degré,  l'au- 
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leur  trouve  le  théorème  suivant  :  «  Par  tout  quadrilatère  gauche, 
»  formé  avec  quatre  droites  d'un  complexé  linéaire,  est  déterminée 
»  une  dépendance  homographique,  par  laquelle  le  complexe  est  le 
»  lieu  des  droites  qui  rencontrent  suivant  des  systèmes  de  points  en 
»  involution  deux  faisceaux  projectifs  de  plans,  ayant  pour  axes  un 
»  couple  décotes  opposés  du  quadrilatère.  » 

Jung  (G.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie.  (6  p.) 

D'OviDio  (E.).  —  Note  sur  les  points,  plans  et  droites  en  coordonnées 

homogènes.  (44  P-) 

Riche  recueil  de  relations  métriques  très-générales,  relatives  aux 

angles  entre  les  droites  ou  les  plans,  aux  distances  entre  les  points, 

aux  aires  des  triangles,  aux  volumes  des   tétraèdres,   aux  moments 

géométriques. 

BiTONTi  (V.-JN.).  —  Solution  de  quelques  questions  de  Trigonométrie 
et  de  Géométrie,  proposées  dans  TEducational  Times.  (5  p.) 

Padova  (E.).  —  Sur  deux  théorèmes  de  M.  Neumann.  (6  p.) 
Démonstration  de  deux  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  du  potentiel, 
énoncés  par  M.  Neumann  dans  le  tome  II  des  Mathematische  Annalen, 
et  extension  de  ces  théorèmes  à  l'espace  à  n  dimensions, 

Janni  (G.).  —  Exposition  de  la  Nouvelle  Géométrie  de  Plucker. 
(.5  p.) 

Reproduction  du  Mémoire  de  Pliicker  sur  les  fondements  de  la 
Nouvelle  Géométrie  de  l'espace,  contenant  principalement  les  pro- 
priétés des  complexes,  des  congruences  et  des  configurations  li- 
néaires. 

Pâdova  (E.).  —  Du  mouvement  d'un  ellipsoïde  dans  un  fluide  in- 
compressible et  indéfini.  [6  p.) 

L'auteur,  suivant  la  méthode  employée  par  Riemann  pour  traiter 
le  problème  de  la  détermination  du  mouvement  d'un  corps  homogène 
dans  un  fluide  indéfini  et  incompressible,  quand  les  forces  qui  solli- 
citent les  divers  points  du  corps  sont  égales  entre  elles  en  direction 
et  en  intensité,  et  pour  appliquer  la  solution  générale  de  ce  problème 
au  cas  où  le  corps  mobile  est  une  sphère,  traite  le  cas  où  le  corps 
mobile  est  un  ellipsoïde  à  trois  axes. 

MoLLAME  (V.).  —  Solution  de  quelques  questions  de  Géométrie,  pro- 
posées dans  TEducational  Times.  (4  {>•) 
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BiTONTi  (V--N.).  —  Solution  d'une  question  tirée  du  même  recueil. 
(3  p.) 

Cassani  (P.).  —  Note  sur  la  conique  des  neuf  points  et  des  neuf 
droites.  (3p.) 

L'équation  de  la  conique  est  donnée  sous  la  forme  d'un  détermi- 
nant jacobien.  G.  B. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires   des    séances  de   l'Académie 
Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 

T.  LXX. 

N«  23.  Séance  da  6  juin  1870. 

P.  Secchi.  —  Sur  le  déplacement  des  raies  observées  dans  le  spectre 
solaire. 

M.  Mannheim.  —  Détermination  du  plan  osculateur  et  du  rayon  de 
courbure  de  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  d'une  droite  que  Von 
déplace  en  l'assujettissante  certaines  conditions. 

Si  l'on  considère  le  déplacement  d'une  droite  dans  l'espace,  on 
peut  se  proposer  de  déterminer,  pour  la  trajectoire  d'un  de  ses  points  : 
i**  la  tangente  à  cette  trajectoire;  2^  le  plan  osculateur;  3°  le  rayon 
de  courbure.  En  faisant  usage  de  la  notion  si  importante  de  la  droite 
conjuguée  due  à  M.  Chasles,  M.  Mannheim  a  donné  la  solution 
complète  de  la  première  question  dans  son  Étude  sur  le  déplacement 
d'une  figure  de  forme  invariable  (**). 

Pour  les  deux  autres  questions  qui  n'ont  pas  encore  été  traitées, 
M.  Mannheim  est  conduit  à  introduire  une  nouvelle  droite,  qu'il 
propose  d'appeler  deuxième  conjuguée.^  et  qui  permet  d'obtenir,  de 
la  manière  la  plus  simple,  tous  les  éléments  géométriques  du  second 
ordre. 

M.  C.  WoLF.  —  Observations  relatives  à  la  division  décimale  des 
angles  et  du  temps,  proposée  par  M.  d'Abbadie. 

«  Tout  en  appréciant  les  raisons  que  M.  d'Abbadie  vient  de  déve- 

(*)  Voir  Bulletin,  p.  3i6. 

(**)  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XX,  et  Journal  de  l'Ecole  Pofytechniqae, 
'(3*  cahiei. 
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ioppcr,  pour  la  division  décimale  corrcspondanle  des  angles  et  dn 
temps,  il  me  semble,  dit  M.  Wolf,  qu'on  obtiendrait  les  mêmes 
avantages,  d'une  manière  plus  simple  et  même  plus  rationnelle,  en 
appliquant  la  division  décimale  au  cercle  et  au  jour,  et  non  pas  au 
quart  du  cercle  et  au  quart  du  jour.  Dans  le  cercle  et  dans  le  jour, 
nous  possédons  des  unités  données  par  la  nature  ^  en  prendre  le 
quart  pour  une  nouvelle  unité,  c'est  introduire  tout  d'abord  quelque 
chose  d'arbitraire.  Outre  cela,  la  division  décimale  du  jour  est  déjà 
en  usage  dans,  maints  calculs  astronomiques,  tandis  que,  vraisembla- 
blement, les  Astronomes  ne  se  prêteraient  pas  très-facilement  à 
adopter  le  quart  du  jour  en  unité.    » 

M.  d'Abbadie  répond  en  ces  termes  ; 

«  Le  quart  du  cercle  est  l'unité  naturelle,  employée  de  tout  temps 
pour  les  fonctions  trigonométriques  5  je  n'ai  pas  proposé  de  changer 
cette  unité,  mais  bien  de  la  diviser  décimalement,  en  revenant  aux 
idées  si  justes  de  Lagrange,  Laplace,  Ideler,  Borda,  etc.  Les  analystes 
ont  toujours  rapporté  les  fonctions  de  l'angle  au  quadrant  et  non  au 
cercle  entier.  Si  le  jour  tout  entier  était  divisé  en  10  ou  en  100,  on 
ne  pourrait,  sans  une  multiplication  préalable,  prendre  le  sinus,  etc., 
d'un  angle  horaire,  ainsi  que  le  besoin  s'en  fait  sentir  continuelle- 
ment. On  a  bien  plus  rarement  la  nécessité  de  diviser  la  circonfé- 
i-ence  par  10  ;  mais,  dans  ce  cas,  il  suffirait  de  diviser  par  4  le  frac- 
tionnement décimal  proposé  par  Lagrange,  et  appliqué  au  temps,  en 
prenant  comme  unité  l'intervalle  de  six  heures.  J'ai  peine  à  com- 
prendre ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  le  quart  du  cercle  pris  comme 
unité.   » 

IL  nous  semble  que,  en  définitive,  dans  cette  discussion,  tout  le 
monde  a  raison.  S'il  n'y  avait  que  le  temps  à  compter,  le  jour  serait 
l'unité  la  plus  naturelle^  on  ne  peut  méconnaître,  d'autre  part,  que 
le  quadrant  ne  soit  l'unité  désignée  pour  les  angles.  Si  l'on  veut, 
comme  cela  serait  très-utile,  faire  concorder  les  deux  divisions,  il  faut 
de  toute  nécessité  sacrifier  une  des  deux  unités  naturelles,  mais  nous 
ne  pouvons  admettre,  avec  M.  Wolf,  que  le  cercle  entier  soit  l'unité 
natiu'elle  des  angles. 

MM.  Klein  et  Lie.  —  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  et  de 
surfaces. 

Dans  celte  Noie  se  trouveni  rapidement  résumés  les  résultats 
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d'une  étude  neuve  et  importante,  entreprise  par  les  deux  jeunes 
géomètres  de  Gœttingue  et  de  Christiania. 

Ces  deux  savants  se  sont  proposés  la  question  suivante  :  Trouver 
toutes  les  courbes  et  toutes  les  surfaces  qui  se  transforment  en  elles- 
mêmes  par  une  infinité  de  transformations  linéaires  ou  homogra- 
phiques,  permettant  d'amener,  en  général,  chaque  point  de  la  courbe 
en  tout  autre  point. 

Parmi  ces  transformations,  il  y  en  a  qui  amènent  tous  les  points 
dans  des  positions  infiniment  voisines.  On  est  ainsi  conduit  à  un 
système  d'équations  différentielles  dont  on  obtient  l'intégrale  la  plus 
générale. 

Les  courbes,  résultat  de  cette  intégration,  et  définies  par  la  pro- 
priété que  nous  venons  d'indiquer,  sont  appelées,  pour  abréger,  des 
courbes  V.  On  remarque  parmi  elles  les  paraboles,  la  spirale  loga- 
rithmique, les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  avec  rebrousse- 
ment,  les  transformées  linéaires  de  la  loxodromie  sur  la  sphère. 

Quant  aux  surfaces  V,  elles  comprennent  toutes  celles  qui  sont 
les  transformées  Iwmographiques  des  surfaces  comprises  dans  l'équa- 
tion 

x''f^z''=  const., 
etc.,  etc. 

La  Note  se  termine  par  l'énoncé  d'une  proposition  très-générale, 
relative  à  ces  courbes  et  à  ces  surfaces. 

N«  24.  Séance  dn  13  juin  1870. 

M.  YvoN  ViLLARCEAu.  —  Remarques  relatives  à  la  division  décimale 
des  angles  et  du  temps. 

M.  Yillarceau  pense  avec  M.  Wolf  que  l'unité  naturelle  des  angles 
est  le  cercle  ou  le  tour.  Il  croit  qu'il  y  aurait  avantage  à  adopter  cette 
unité  d'angle  à  la  place  du  quadrant,  dont  le  nom  même  rappelle 
qu'il  ne  peut  être  une  unité. 

M.  Le  Besgue.  —  Démonstration  de  la  méthode  de  Jacohi  pour  la 
formation  de  la  période  d'une  racine  primitive. 

Cette  démonstration  très-intéressante  n'est  malheureusement  pas 
de  nature  à  être  analysée. 

M.  Combes.  — Note  accompagnant  la  présentation  de  Tlntroduction 
à  la  Mécanique  industrielle  de  Poncelet. 

On  sait  que  cet  ouvrage  de  Poncelet  a  été  publié  en  1829-,  il  était 
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destiné  à  compléter  les  leçons  que  Poncelet  professait,  à  cette  époque, 
aux  ouvriers  de  la  ville  de  Metz.  La  deuxième  édition,  plus  complète, 
fut  mise  à  l'impression  vers  i83o-,  elle  ne  fut  publiée  qu'en  iSSp. 

La  nouvelle  édition  est  augmentée  de  jNotes  dues  à  la  plume  de 
M.  Kretz,  et  dans  lesquelles  sont  exposées  les  notions  essentielles  sur 
la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Voici  comment  s'exprime 
M.  Combes  au  sujet  de  cet  ouvrage  de  Poncelet  : 

«  L'Introduction  à  la  Mécanique  industrielle  est  une  des  œuvres  les 
plus  achevées  de  Poncelet.  Elle  porte  l'empreinte  de  ce  génie  sagace, 
laborieux,  patient,  difficile  pour  lui-même,  qui  voulait  et  savait 
creuser  son  sujet  jusqu'au  fond.  Quoiqu'elle  sorte  du  cercle  des 
sciences  abstraites,  elle  a  gardé  et  conservera  dans  l'avenir  toute  son 
utilité  et  sa  valeur  scientifique  ;  elle  restera  un  modèle  des  Traités  de 
Mécanique  appliquée,  et  ne  contribuera  pas  moins  que  les  travaux 
qui  l'ont  précédée  à  la  gloire  de  notre  confrère.  » 

M.  A.  Mannheim.  —  Construction  de  l'axe  de  courbure  de  la  sur- 
face développable  enveloppe  d  un  plan  dont  le  déplacement  est  assujetti  à 
certaines  conditions. 

Dans  cette  nouvelle  Communication,  M.  Mannheim  considère  la 
figure  invariable  formée  par  un  système  de  plans  parallèles  à  une 
même  droite,  et  il  établit  la  liaison  qui  existe  entre  les  courbures  des 
surfaces  développables  que  ces  plans  enveloppent  pendant  leur  dé- 
placement. 

Pour  la  développable  enveloppe  d'un  plan,  M.  Mannheim  emploie 
la  droite  d'intersection  de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins 
menés  par  deux  génératrices  voisines  de  la  surface,  et  il  appelle  cette 
droite  axe  de  courbure.  En  employant  les  théorèmes  relatifs  au  dépla- 
cement d'un  solide  invariable  démontrés  dans  ses  études  précédentes, 
l'auteur  est  conduit  à  la  solution  du  problème  suivant  : 

«  Quatre  plans  parallèles  à  une  même  droite  G  forment  une 
figure  de  grandeur  invariable  se  déplaçant  eu  touchant  respective- 
ment quatre  surfaces  données  ^  construire,  à  un  instant  quelconque, 
l'axe  de  courbure  de  la  développable  enveloppe  d'un  plan  invaria- 
blement lié  aux  premiers,  et  qui  est  aussi  parallèle  à  G.  » 

M.  NoRMAN-LocKYER.  —  Observatlous  spectroscopiques  du  Soleil. 

M.  WiNNECKE.  —  Éphéméride  de  la  nouvelle  comète  observée. 
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MM.  Klein  cl  Lie.  —  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  et  de 
surfaces. 

Dans  cette  Note,  MM.  Klein  et  Lie  complètent  la  Communication 
faite  par  eux  dans  la  séance  du  6  juin,  en  ajoutant  un  grand  nombre 
de  théorèmes  importants  à  ceux  qu'ils  ont  déjà  donnés. 

M.  J.  BoussiNESQ.  —  Essai  sur  la  théorie  de  V écoulement  d  'un  liquide 
par  un  orifice  en  mince  paroi  (suite). 

[Voir  la  séance  du  3i  janvier.  Bulletin,  p.  32.) 

M.  Clausius.  —  Sur  une  quantité  analogue  au  potentiel  et  sur  un 
théorème  y  relatif. 

Dans  cette  Note,  M.  Clausius  établit  le  théorème  suivant  de  Méca- 
nique :  Soit  donné  un  système  de  points  matériels  m^  m'^  m",... 
de  coordonnées  x^y^z-,  .r',  y'^  -s';.-?  ^l^i  sont  soumis  à  des  forces 
dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z;  X', Formons  la  somme 


dt  I       \dt 


ou,  en  désignant  par  ç»,  v\  v'\..  les  vitesses  des  points,  la  somme 
>  }  appelée  force  vive  du  système,  et  formons  de  plus  la  somme 

l=\{\x  +  Yx  +  Zz), 

dont  M.  Clausius  appelle  la  valeur  moyenne  le  viriel  du  système.  On 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  force  vive  moyenne  du  système  est  égale  à  son  viriel. 

M.  Maurice  Levy.  —  Mémoire  sur  les  équations  générales  des  mou- 
vements ultérieurs  des  corps  solides  ductiles  au  delà  des  limites  où  l  ^élas- 
ticité pourrait  les  ramener  à  leur  premier  état.  Mémoire  présenté. 
(Extrait.) 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  établies  pour  des  mouvements  quel- 
conques dans  l'espace,  et  aussi  pour  ceux  du  cas  important  où  tout 
est  symétrique  autour  d'un  axe,  les  équations  générales  de  ces  mou- 
vements de  déformation  des  masses  ductiles,  qui  avaient  été  données 
par  M.  de  Saint- Venant,  dans  une  Note  du  y  mars  1870,  pour  le  seul 
cas  de  mouvements  tous  semblables  dans  des  plans  parallèles,  où  l'on 
peut  abstraire  la  dimension  qui  leur  est  perpendiculaire,  et  ne  con- 
sidérer que  deux  des  trois  coordonnées  des  points. 
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M.  G.  Darboux.  —  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  d'une 
surface  algébrique. 

Dans  cette  Note  se  trouvent  déterminés  l'ordre,  la  classe,  et  quel- 
ques-unes des  singularités  de  la  surface  des  centres  de  courbure.  Il 
faut  indiquer  que  déjà,  dans  un  Mémoire  sur  les  caractéristiques  des 
systèmes  de  surfaces  du  second  ordre,  inséré  aux  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  (t.  VII,  2"  série),  M.  Zeuthen  avait  résolu  quel- 
ques-unes des  questions  traitées  par  M.  Darboux. 

N°26.  Séance  do  27  juin  1870. 

M.  HoiJEL.  —  Sur  le  choix  de  l'unité  angulaire. 
Cette  Note  se  rapporte  à  la  discussion  dont  nous  avons  déjà  paillé 
plus  haut  5  elle  nous  parait  concluante. 

M.  YvoN  ViLLAKCEAu.  —  Obscrvations  relatives  à  l'objet  de  la  Com- 
munication qui  précède. 

M.  HoppE.  —  Corollaire  au  théorème  de  M.  Crofton. 

Cette  Note  se  rapporte  à  un  théorème  dont  nous  avons  déjà  parlé 
etqui  a  été  donné  dans  les  Comptes  rendus  (t.LXV,  p.  994)-  M.  Hoppe 
fait  au  sujet  de  ce  théorème  et  de  la  démonstration  qui  en  a  été  donnée 
par  M.  Serret  une  remarque  ingénieuse.  L'expression  de  l'intégrale 
étendue  à  l'aire  se  compose  de  trois  parties,  l'une  algébrique,  l'autre 
circulaire  et  enfin  la  dernière  est  le  produit  d'un  logarithme  par  la 
surface  d'un  polygone.  Or  on  sait  que  ces  trois  formes  sont  irréduc- 
tibles l'une  à  l'autre.  Alors  en  séparant  ces  trois  espèces  de  termes^ 
le  théorème  de  M.  Crofton  se  décompose  en  trois  autres. 

M.  F.  Ltjcas.  —  Nouvelles  propriétés  de  la  fonction  potentielle. 

Cette  Note  traite  surtout  des  propriétés  du  potentiel  dans  un  sys- 
tème d'atomes.  Nous  rendrons  compte  du  travail  in  extenso  publié 
dans  le  journal  de  M.  Liouville. 

M.  Martin  de  Brettes.  —  Détermination  de  l'épaisseur  du  blin- 
dage en  fer  que  peut  traverser  un  projectile  dont  on  connaît  le  poids,  le 
calibre  et  la  vitesse  d^ arrivée. 

T.  LXXI. 

N°  1.  Séance  da  4  juillet  4870. 

M.  Delaukay.  —  Note  sur  les  pyramides  de  Viilejuif  et  deJuinsy. 
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M.  Serret.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Bouquet^  relatif  à  la 
théorie  des  intégrales  ultra-elliptiques. 

«  Le  Mémoire  de  M.  Bouquet  dont  l'Académie  nous  à  chargés  de 
lui  rendre  compte  se  rapporte  au  célèbre  théorème  d'Abel  sur  les 
transcendantes  ultra-elliptiques,  et  il  a  exclusivement  pour  objet  la 
démonstration  d'un  théorème  nouveau  qui  peut  être  regardé  comme 
un  complément  de  celui  d'Abel,  au  moins  en  ce  qui  concerne  le  cas  le 
plus  simple  des  transcendantes  de  première  espèce  d'une  classe  quel- 
conque. Ce  cas  est  le  seul  que  l'auteur  ait  développé,  mais  l'analyse 
dont  il  a  fait  usage  est  assurément  susceptible  d'extension. 

»  Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  le  théorème  d'Abel  assigne  une  valeur 
constante  à  une  certaine  somme  d'intégrales  du  même  élément  diffé- 
rentiel, prises  avec  des  signes  convenables  -,  on  peut  supposer  que  les 
limites  inférieures  de  ces  intégrales  soient  zéro,  et  les  limites  supé- 
rieures sont  des  variables  liées  entre  elles  par  des  équations  algé- 
briques . 

»  C'est  l'étude  de  la  constante  du  théorème  d'Abel  que  M.  Bouquet 
a  entreprise,  et  cet  habile  géomètre  est  parvenu  à  démontrer  qu'on 
en  obtient  la  valeur  en  ajoutant  entre  eux  un  certain  nombre  d'élé- 
ments fixes,  après  les  avoir  multipliés  par  des  nombres  entiers,  qui 
peuvent  être  positifs,  nuls  ou  négatifs.  Les  éléments  dont  je  parle 
sont  des  intégrales  définies  qui  répondent  au  même  élément  différen- 
tiel que  celles  à  la  limite  supérieure  variable  auxquelles  se  rapporte 
le  théorème  d'Abel;  elles  sont  prises,  comme  celles-ci,  à  partir  de 
zéro,  et  leurs  limites  supérieures  sont  les  valeurs  de  la  variable  pour 
lesquelles  l'élément  différentiel  devient  infini. 

»  La  démonstration  que  M.  Bouquet  a  donnée  de  son  théorème  est 
remarquable  par  sa  simplicité.  Prenant  pour  point  de  départ  des  ré- 
sultats importants  dus  à  ses  devanciers  et  particulièrement  à  M.  Pui- 
seux,  l'auteur  a  su  mettre  habilement  à  profit  la  considération,  recon- 
nue aujourd'hui  indispensable,  de  l'intégration  exécutée  suivant  des 
contours  quelconques. 

))  Le  résultat  obtenu  par  M.  Bouquet  remplit  un  desideratum  si- 
gnalé à  plusieurs  reprises  par  Legendre.  L'illustre  fondateur  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  a  développé  dans  le  tome  III  de  son 
ouvrage  (3™*^  supplément)  un  grand  nombre  d'applications  du  théo- 
rème d'Abel,  et  il  s'est  occupé,  à  l'égard  de  quelques  transcendantes 
particvilièrcs,  de  la  détermination  de  la  constante.  «  Cette  question, 
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»  dit-il,  dont  il  ne  parait  pas  qu'on  puisse  donner  la  solution  a  priori 
))  et  d'une  manière  générale,  mérite  de  fixer  l'attention  des  analystes 
»  par  les  résultats  très-peu  variés  et  très-simples  qu'on  obtient  cons- 
»  tamment  dans  les  cas  particulicrSo  »  Traitant  à  un  autre  endroit 
des  mêmes  transcendantes  particulières,  il  affirme,  quoiqu'il  n'en  ait 
pas  la  démonstration,  que  la  constante  peut  toujours  s'exprimer  par 
les  deux  mêmes  éléments,  quel  que  soit  le  nombre  des  intégrales  dont 
la  somme  algébrique  a  pour  valeur  cette  constante;  et  il  ajoute  : 
«  Des  exemples  nombreux  appuient  cette  assertion,  que  la  théorie 
»  n'a  pas  jusqu'à  présent  établie  d'une  manière  absolument  cer- 
»  taine.   » 

»  La  généralité  de  ce  fait  analytique,  qu'admettait  Legendre,  est 
mise  hors  de  doute  par  le  théorème  de  M.  Bouquet,  duquel  elle  ré- 
sulte immédiatement. 

»  En  résumé,  le  Mémoire  de  M.  Bouquet  renferme  un  résultat 
nouveau  et  intéressant.  Nous  proposons  donc  à  l'Académie  de  lui 
accorder  son  approbation,  et  d'en  ordonner  l'insertion  dans  le  Re- 
cueil des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

MM.  C.  WoLF  et  Rayet.  —  Sur  lai  umière  de  la  comète  de  Winnecke. 
(Comète  I,  1870,) 

M.  E.  Catalan.  —  Remarques  sur  une  Note  de  M.  Darboux,  relative 
à  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

Dans  une  précédente  Communication  (*),  M.  Darboux  a  eu  à 
considérer  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  et  il  avait 
énoncé  la  proposition  générale  suivante  : 

Etant  donnée  une  équation  différentielle 


,/  dr 


si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  deux  valeurs 

dv 
de  —  fournies  par  l'équation  précédente  deviennent  égales,  le  lieu 

de  ces  points  n'est  pas  en  général  l'enveloppe  des  solutions  particu- 
lières. C'est  un  lieu  de  points  de  rebroussement  pour  les  courbes 


(*)  Voir  Bulletin,  p.  339. 
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représentant  les  différentes  solutions  particulières.  Par  exemple,  si 

l'on  considère  l'équation  simple 

A(î^y+Bf:  +  c=o. 

\dx j  dx 

l'équation 

R  =  B^-4AG^o 

représente  une  courbe  pour  les  points  de  laquelle  les  deux  valeurs 

de  -T-  deviennent  égales-,  mais  cette  courbe  n'est  pas  en  général  l'en- 
dx 

veloppe  des  courbes  représentant  les  solutions  particulières.  Ce  théo- 
rème est  confirmé  par  plusieurs  exemples  géométriques  très-généraux. 
Ainsi,  si  l'on  considère,  sur  une  surface  d'un  ordre  supérieur  à  2 
la  courbe  parabolique  séparant  les  points  pour  lesquels  la  courbure 
de  la  surface  est  négative  de  ceux  pour  lesquels  les  rayons  de  cour- 
bure sont  de  même  signe,  cette  ligne  parabolique  n'est  pas  tangente 
en  général  aux  lignes  asymptotiques  -,  celles-ci  ne  peuvent  pénétrer 
dans  la  région  où  la  surface  est  convexe,  elles  viennent  couper  la 
ligne  parabolique  sous  un  angle  fini  et  ont,  sur  cette  ligne,  un  point 
de  rebroussement. 

Mais  la  proposition  générale  qui  précède  est,  par  sa  nature  même, 
sujette  à  des  exceptions.  Il  est  bien  vrai,  pour  citer  un  exemple  sem- 
blable, qu'en  général  une  courbe  n'a  qu'une  seule  tangente  en  un 
point,  qu'en  général  on  ne  sait  pas  intégrer  une  équation  différen- 
tielle. M.  Catalan  a  cependant  contribué  lui-même  à  réduire  le  nom- 
bre de  celles  qu'on  ne  sait  pas  intégrer.  Aussi  n'est-il  pas  difficile  de 
donner  une  infinité  d'exemples  dans  lesquels  la  proposition  de  M.  Dar- 
boux  est  en  défaut.  Pour  l'infirmer,  il  faudrait  prouver  qu'elle  n'a 
pas  lieu  en  général,  et  c'est  ce  que  M.  Catalan  ne  lait  pas.  Il  y  a  là 
un  simple  malentendu. 

M.  Catalan  indique  encore  dans  sa  Note  certaines  formules  rela- 
tives à  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde,  comme  ayant 
été  données  par  lui  dans  ses  Mélanges  mathématiques,  p.  263.  Enfin, 
il  termine  par  trois  propositions  sur  cette  surface.  Voici  l'une  de  ces 
propositions  : 

Le  long  d'une  même  ligne  de  courbure  de  V ellipsoïde,  le  rayon  prin- 
cipal varie  en  raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent. 
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N-*  2.  Séance  do  i\  juillet  1870. 
Séance  publique  (*). 

N°  3.  Séance  dn  18  joillet  1870. 

M.  Duhamel  fait  hommage  à  V Académie  du  volume  qui  forme  la 
quatrième  partie  de  son  ouvrage  :  Des  Méthodes  dans  les  Sciences  de 
raisonnement.  . 

«  J'ai  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  la  dernière  Partie  de 
mon  ouvrage  sur  les  Méthodes  dans  les  Sciences  de  raisonnement. 
Dans  la  première  partie,  j'ai  exposé  d'une  manière  générale  la  marche 
que  l'on  doit  suivre  dans  la  recherche  ou  la  démonstration  de  la  vérité, 
et  dans  l'établissement  d'une  science  de  raisonnement.  J'en  ai  fait 
d'abord  l'application  aux  sciences  les  plus  simples,  celle  des  nombres 
et  celle  de  l'étendue  :  je  considère  aujourd'hui  la  science  des  forces. 

n  Les  données  des  deux  premières  sont  fondées,  jusqu'à  un  cer- 
tain point,  sur  l'observation;  mais  elles  sont  d'une  telle  nature,  que 
l'esprit  conçoit  qu'elles  subsisteraient  lors  même  que  le  monde  maté- 
riel serait  anéanti.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  science  des  forces; 
elle  dépend  de  la  nature  de  ce  monde,  qui  aurait  pu  être  créé  diffé- 
rent de  ce  qu'il  est,  et  soumis  à  d'autres  lois.  Les  données  de  cette 
science  doivent  donc  reposer  sur  l'observation  de  ces  lois,  et  sur  des 
expériences  propres  à  les  manifester. 

n  II  est  un  point  sur  lequel  nous  espérons  obtenir  l'assentiment  des 
géomètres  et  des  philosophes  :  jusqu'ici,  dans  l'étude  du  mouvement 
produit  par  les  forces,  on  a  commencé  par  considérer  ce  qu'on  appelle 
le  m,ouvement  absolu;  et  ce  n'est  qu'après  en  avoir  établi  la  théorie 
qu'on  passe  à  celle  du  mouvement  relatif.  Nous  nous  sommes  placé 
dans  un  ordre  d'idées  tout  différent  :  nous  ne  fondons  rien  sur  le 
mouvement  ou  le  repos  absolu  ;  nous  n'en  parlons  même  que  pour 
combattre  cette  notion,  qui  ne  repose  que  sur  la  fixité  supposée 
des  points  de  Vespace  absolu,  c'est-à-dire  sur  un  cercle  vicieux,  où 
entre  la  considération  d'un  être  purement  imaginaire.  » 

M.  DE  Saint-Venakt.  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule 
de  propagation  d'une  onde  ou  d'une  intumescence  dans  un  canal  pris- 
matique, eî  remarques  sur  la  propagation  du  son  et  de  la  lumière,  ainsi 
que  sur  la  distinction  des  rivières  et  des  torrents. 


(^)  Yoir  Hnfleti//,  p.   25/). 
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M.  Painvin.  —  Détermination  des  éléments  de  Varête  de  rebrousse- 
ment  d'une  surface  développable,  définie  par  ses  équations  tangentielles. 

Cette  communication  remplit  une  lacune  qui  existait  dans  les 
formules  relatives  aux  courbes.  Étant  donnée  une  courbe  définie  par 
ses  équations  ordinaires,  on  saura  trouver,  en  appliquant  les  formules 
usuelles,  les  éléments  géométriques  se  rapportant  à  cette  courbe. 
Mais  il  arrive  assez  souvent  qu'une  courbe  ne  peut  être  définie  d'une 
manière  simple  que  par  ses  plans  osculateurs,  ou,  si  l'on  veut,  par 
ses  équations  tangentielles.  M.  Painvin  donne  le  moyen  d'obtenir 
directement  tous  les  éléments  de  la  courbe. 

L'application  de  ces  formules  à  la  surface  développable  circon- 
scrite à  une  surface  du  second  ordre  et  à  une  sphère  a  conduit 
M.  Painvin  à  des  résultats  très-dignes  d'intérêt.  En  particulier,  l'arête 
de  rebroussement  de  cette  surface  est  recti fiable. 

M.  F.  Lucas.  —  De  la  possibilité  d'obtenir  des  signaux  de  feu  à 
longue  portée. 

M.  SoNUEL.  —  Étude  photographique  du  Soleil  à  l'Observatoire  de 
Paris. 

N"  4.  SéaDce  da  25  juillet  1870. 

P.  Secchi.  —  Nouvelles  remarques  sur  les  spectres  fournis  par  divers 
types  d'étoiles. 

M.  Faye.  —  Sur  une  brochure  nouvelle  de  M.  Hirn. 

M.  Bertrand. —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Massieu,  intitulé  : 
Mémoire  sur  les  fonctions  des  divers  fluides  et  sur  la  théorie  des 
vapeurs. 

Dans  ce  Rapport,  M.  Bertrand  rend  compte  d'un  important  travail 
de  M.  Massieu,  qui  constitue  un  progrès  des  plus  sérieux  dans  la 
théorie  nouvelle  de  la  chaleur. 

«  Le  Mémoire  de  M.  Massieu,  dont  nous  venons  rendre  compte  à 
l'Académie,  nous  semble  conçu  dans  un  excellent  esprit.  Acceptant 
sans  les  discuter  et  sans  s'arrêter  à  les  démontrer  de  nouveau  les  deux 
théorèmes  importants  dont  on  a  fait  la  base  de  la  théorie  mathéma- 
tique des  effets  calorifiques,  M.  Massieu  s'attache  d'abord  à  les  résu- 
mer sous  la  forme  la  plus  simple,  et  son  travail  apporte  à  cette 
théorie  tant  étudiée  un  progrès  réel  et  incontestable. 
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»  Le  problème  dont  la  solution  rendrait  la  théorie  parfaite  et  défi- 
nitive serait  celui-ci. 

«  Expriniei'  pour  chaque  corps,  en  fonction  de  deux  variables 
»  indépendantes,  la  température  et  la  pression,  par  exemple,  les 
»  divers  éléments  physiques  qui  en  dépendent,  tels  que  le  volmne  et 
»  les  deux  caloriques  spécificpies.  En  se  bornant  à  ces  trois  inconnues 
»  qu'il  semble  impossible  de  séparer,  la  théorie  générale,  résumée 
»  dans  deux  théorèmes,  dont  l'un  peut  s'appeler  théorème  de  Carnot 
»  ou  de  Clausius,  et  l'autre  théorème  de  Mayer  ou  de  Joule,  fournit 
»  deux  équations  seulement  entre  trois  inconnues,  qui  restent  par 
»  conséquent  indéterminées,  et  il  ne  saurait  en  être  autrement, 
»  puisque  les  relations  à  obtenir  changent  complètement  de  forme 
»  —  cela  parait  évident  —  avec  la  nature  et  l'état  des  corps.  » 

»  La  première  partie  du  travail  de  M.  Massieu,  consacrée  à  ce 
problème  général,  en  donne  la  solution  complète  et  fort  simple,  dans 
l'expression  de  laquelle  figure  explicitement  une  fonction  arbitraire 
qu'il  nomme  caractéristique,  et  dont  la  forme,  variable  d'une  sub- 
stance à  l'autre,  peut  servir  à  caractériser  chacune  d'elles  en  déter- 
minant tous  ses  éléments  calorifiques. 

»  L'intégration  complète  de  deux  équations  différentielles  par- 
tielles du  second  ordre  doit  sembler,  dans  l'état  de  la  science,  une 
bonne  fortune  inespérée  qu  aucune  méthode  connue  ne  pourrait 
promettre.  Aussi  n'est-ce  pas  par  cette  voie  que  M.  Massieu  aborde 
le  problème.  Les  deux  équations  dont  il  s'agit  expriment,  on  le  sait, 
que  certaines  expressions  sont  des  différentielles  exactes  5  c'est  en 
prenant  pour  inconnues  leurs  intégrales,  ou  plutôt  en  les  considérant 
comme  données,  que  l'on  obtient  la  solution  dont  l'extrême  sim- 
plicité accroît  plutôt  qu'elle  n'amoindrit  le  mérite.  Nous  croyons 
utile  de  donner  ici  l'expression  complète  des  formules  les  plus  simples 
définitivement  adoptées  par  M.  Massieu. 

»  Soit  dQ  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  passer  un 
corps,  de  la  température  i  à  la  température  t  -\-  dt^  et  du  volimie  \f 
au  volume  v  -{-  dv\  on  sait  que,  p  désignant  la  pression,  et  A  un  coef- 
ficient constant  pour  tous  les  corps,  les  expressions 

flfQ  —  kpdu, 
dQ 

T' 

£.'«//.  des  Scu-nces  mathéin,  et  astron.,  t.  I,  (Novembre  1870.)  '^i 
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où  T  désigne  la  température  absolue  comptée  à  partir  de  —  2^3  de- 
grés, doivent  être  des  différentielles  exactes;  et  que  c'est  ainsi  que 
peuvent  se  traduire  les  deux  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie 
nouvelle . 

))  Posons  donc 

dQ  —  Apdv  =  dU; 
nous  en  conclurons 

dU  -h  \pdv  -4-  SdT  =  Sf/Ï  H-  Tc/S  =  r/(ÏS)  ; 
on  a  donc 


Posons 


nous  aurons 


SdT-^Apdv  =  d{T:ë-V). 

H  =  TS-U, 

dllz=SdT  -hApdv. 


La  fonction  H  est  caractéristique  du  corps,  et  M.  Massieu  montre 
très-aisément  que,  cette  fonction  étant  connue,  on  peut,  par  de  simples 
différentiations,  exprimer  toutes  les  propriétés  calorifiques  du  corps 
correspondant,  au  moyen  de  cette  fonction  H  et  de  ses  dérivées.  On 
a,  par  exemple,  pour  représenter  les  deux  chaleurs  spécifiques, 


Â:=T 


I  dni        \dsdv)     I 
l   dt'  d'U       I 

L  /^    J 


di^ 


port  de  la  dérivée  du  volume  -r-  au  volume  lui-même,  est 


Le  coefficient  de  dilatation  j3  à  pression  constante,  c'est-à-dire  le  rap- 

dt 

1  dvdl 
dV 
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»'t  le  coefficient  de  dilatation  i^  volume  constant  |3'  est 

dvdt 

■~  ~dW' 

dv 

»  Quoique  cette  première  partie  du  Mémoire  de  M.  Massieu  ne 
contienne  aucun  principe  théorique  nouveau,  et  qu'elle  se  résume 
dans  l'expression  plus  simple  et  plus  élégante  de  deux  théorèmes 
très-connus,  nous  n'hésitons  pas  à  la  déclarer  très-digne  de  l'appro- 
bation de  l'Académie-,  l'introduction  de  la  fonction  caractéristique 
dans  les  formules  qui  résument  toutes  les  consécjuences  possibles  des 
deux  théorèmes  fondamentaux  semble,  pour  la  théorie,  un  service 
analogue  et  presque  équivalent  à  celui  c{u'a  rendu  M.  Clausius,  lors- 
cju'il  a  donné  au  théorème  de  Carnot  l'expression  si  élégante  et  si 
lumineuse  qui  le  rattache  à  la  fonction  nommée  par  lui  entropie. 

»  M.  Massieu,  après  avoir  proposé  pour  l'étude  des  corps  l'emploi 
nouveau  de  la  fonction  caractéristique,  recherche  l'expression  de 
cette  fonction  pour  les  gaz  parfaits  d'abord,  pour  les  vapeurs  satu- 
rées et  poui'  les  vapeurs  surchauffées. 

»  L'étude  des  gaz  parfaits,  c'est-à-dire  des  fluides  qui  suivraient 
rigoureusement  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  ne  laisse  sub- 
sister qu'une  inconnue  :  le  caloricpie  spécifique  à  pression  constante  \ 
en  admettant,  ainsi  que  l'a  trouvé  M.  Regnault  pour  quelques  gaz, 
qu'on  puisse  le  considérer  comme  constant,  le  problème  est  entière- 
ment résolu.  M.  Massieu  pourtant  y  applique  ses  formules  et  donne 
l'expression  de  la  fonction  caractéristique  en  fonction  du  volume  et 
de  la  température. 

))  En  étudiant  ensuite  les  vapeurs  saturées,  M.  Massieu  retrouve 
d'une  manière  élégante  des  résultats  célèbres  et  déjà  classiques, 
découverts  par  M.  Clausius,  et  son  seul  but  est,  comme  il  le  déclare, 
de  montrer  par  ces  applications  la  simplicité  et  la  généralité  de  sa 
méthode. 

»  Le  chapitre  relatif  aux  vapeurs  surchauffées  laisse  plus  de  place 
à  l'incertitude^  l'expérience  ici  n'a  pas  encore  suffisamment  préparé 
le  terrain,  et  dans  les  formules  générales  ingénieusement  obtenues 
par  M.  Massieu  subsistent  des  inconnues  sur  lesquelles  on  en  est 
réduit  à  des  hypothèses  plus  ou  moins  plausibles. 

23. 
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»  M.  Massieu  avait  adopté  d'abord  celle  de  la  constance  du  calo- 
licfue  spécifique  à  volume  constant,  en  assimilant,  sous  ce  point  de 
vue  très-important  au  moins,  les  vapeurs  à  un  gaz  parfait  :  il  y  sub- 
stitue ensuite  une  loi  empirique  qui  permet  une  plus  grande  approxi- 
mation, sans  présenter  toutefois  une  plus  grande  garantie  d'exactitude 
théorique. 

))  M.  Massieu  a  eu  néanmoins,  sur  cette  question  difficile,  le  mérite 
de  donner  une  formule  indépendante  de  toute  hypothèse,  par  laquelle 
toutes  les  questions  relatives  à  l'étude  physique  des  vapeurs  se  trou- 
veront résolues  le  jour  où  l'on  aura  déterminé,  pour  chaque  tempé- 
rature et  pour  chaque  pression,  les  valeurs  du  calorique  spécifique  à 
pression  constante. 

))  Conclusions.  —  En  résumé,  le  Mémoire  de  M.  Massieu  nous 
parait  très-digne  d'être  approuvé  par  l'Académie,  et  inséré  dans  le 
Recueil  des  Savants  étrangers.   » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

M.  Latjssedat.  —  Restauration  d'un  cadran  solaire  conique  sur  un 
fragment  rapporté  de  Phénicie par  M.  Renan. 

M.  Darboux.  —  Réponse  aux  observations  de  M.  Catalan,  du  4  juillet 
dernier. 


MËLANGES. 

SUR  LES  SYSTÈMES  LINÉAIRES  DE  COMQIJES  ET  M  SllFACES  Dl!  8EC0SD  ORDRE; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

On  sait  qu'on  appelle  points  conjugués  ou  pôles  harmoniques  deux 
points  tels,  que  le  plan  polaire  ou  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre. 
La  théorie  des  points  conjugués  communs  à  plusieurs  surfaces  ou 
coniques  n'a  pas  encore  été  traitée  complètement.  Je  me  propose 
d'indiquer  dans  cette  Note  quelques-uns  des  résultats  que  j'ai  obte- 
nus dans  l'étude  de  cette  théorie. 

Quand  des  surfaces  passent  par  l'intersection  de  deux  autres^^  on 
dit  qu'elles  forment  un  faisceau.  On  appelle  réseau  l'ensemble  des 
surfaces  passant  par  l'intersection  de  trois  surfaces  fixes ,  et ,  en 
général,  système  linéaire  du  n'^'"-  ordre  ou  à  n  constantes,  le  système 
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des  surfaces  qu'on  obtient  en  combinant  linéairement  les  équations 
de  n  +  i  surfaces.  Ainsi  l'équation 

I«+'>,,U,=  o 

représente  un  système  linéaire  d'ordre  n.,  on  obtiendra  toutes  les 
surfaces  du  système  en  donnant  aux  paramètres  X.-  toutes  les  valeurs 
possibles. 

En  même  temps  que  les  systèmes  linéaires  formés  avec  les  équa- 
tions en  coordonnées  ponctuelles  des  surfaces,  nous  emploierons  les 
systèmes  formés  avec  les  équations  en  coordonnées  tangentieUes,  ou 
systèmes  formés  de  surfaces  enveloppes.  x\insi  le  faisceau  tangentiel 
sera  formé  de  surfaces  inscrites  dans  une  môme  développable,  le  réseau 
tangentiel,  de  surfaces  en  général  tangentes  à  huit  points,  etc.  Nous 
dirons  qu'une  quadrique,  lieu  de  points,  est  conjuguée  à  une  qua- 
drique  enveloppe,  toutes  les  fois  que  cette  quadrique  sera  circonscrite 
à  un  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique  enveloppe.  Cela 
posé,  voici  le  théorème  fondamental  qui  permet  de  ramener  les  uns 
aux  autres  les  problèmes  en  apparence  les  plus  dilférents. 

A  un  système  linéaire  d'ordre  n  formé  avec  des  équations  en  coor- 
données ordinaires,  correspond  un  système  d'ordre  8 — n  formé  de 
surfaces  enveloppes.  Toutes  les  quadriques  du  premier  système  sont 
conjuguées  à  toutes  celles  du  second. 

Ainsi,  à  une  surface  unique  formant  un  système  d'ordre  o  corres- 
pond le  système  d'enveloppes  d'ordre  8,  toutes  conjuguées  à  cette 
surface.  A  un  faisceau  de  quadriques  correspond  un  système  d'ordre  j 
formé  de  surfaces  conjuguées  aux  premières,  etc.,  etc. 

Daais  la  théorie  des  coniques,  à  un  système  d'ordre  n  correspond 
un  système  d'ordre  4  —  W-  Considérons,  par  exemple,  un  réseau  :  à 
ce  réseau  correspond  un  second  réseau  formé  par  les  enveloppes  con- 
juguées aux  premières.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  pre- 
mières coniques  se  décomposent  en  deux  droites  est  une  courbe  du 
troisième  ordre,  la  hessienne  ou  jacobienne  du  réseau,  l'enveloppe 
des  droites  joignant  les  paires  de  points,  dans  lesquelles  se  décom- 
posent les  coniques  enveloppes  du  second  réseau,  est  une  courbe  de 
troisième  classe  qu'on  appelle  la  cayleyenne  du  premier  réseau.  Les 
relations  entre  les  deux  réseaux  de  coniques  expliquent  la  récipro- 
cité si  remarquable  entre  la  cayleyenne  et  la  hessienne,  réciprocité 
qui  a  été  mise  en  évidence  par  MM.  Cayley  et  Cremona. 
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Voici  un  second  exemple  se  rapportant  aux  coniques.  Si  l'on  con- 
sidère le  système  de  quatre  coniques,  il  y  aura  un  faisceau  de  coniques 
enveloppes  conjuguées  à  ces  quatre  coniques,  les  enveloppes  seront 
inscrites  dans  un  quadrilatère  et  les  paires  de  sommets  opposés  don- 
neront les  trois  couples  de  points  conjugués  aux  quatre  coniques.  On 
obtient  aussi  la  proposition  suivante  : 

Quand  deux  coniques  enveloppes  sont  conjuguées  par  rapport  à 
une  conique,  toutes  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  cir- 
conscrit aux  deux  premières  jouissent  de  la  même  propriété.  Si  l'on 
a  deux  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  toutes 
les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  avec  ces  quatre 
points,  et  en  particulier  la  troisième  paire  de  sommets  opposés  du 
quadrilatère,  sont  conjuguées  dans  la  conique. 

La  partie  de  ce  théorème  relative  au  troisième  couple  de  points 
conjugués  dans  la  conique  déduit  des  deux  premiers  a  été  donnée 
depuis  longtemps  par  M.  Hesse.  Il  résulte  encore  de  la  proposition 
précédente  le  théorème  suivant  : 

On  ne  peut  pas,  en  général,  circonscrire  à  une  conique  un  quadrilatère 
dont  les  sommets  opposés  soient  conjugués  par  rapport  à  une  conique 
donnée. 

Autrement  : 

Si  de  deux  points  conjugués  dans  une  conique,  on  mène  des  tangentes 
à  une  autre  conique^  ces  tangentes  forment  un  quadrilatère  dont  les 
autres  paires  de  sommets  opposés  seront  toujours  conjuguées  dans  la  pre- 
mière conique  ou  ne  le  seront  jamais. 

Je  reviens  aux  surfaces  de  second  ordre.  Supposons  qu'étant  don- 
nées n  surfaces,  on  demande  de  trouver  les  couples  de  points  con- 
jugués communs  à  ces  surfaces.  Ces  couples  de  points  pourront  être 
considérées  comme  formant  une  quadrique  enveloppe  conjuguée  par 
rapport  à  toutes  les  surfaces.  Elle  devra  donc  faire  partie  du  système 
adjoint  d'enveloppes  d'ordre  8  —  n.  On  aura  donc  à  traiter  la  ques- 
tion suivante  :  Combien  y  a-t-ii  de  paires  de  points?  comment  sont 
disposés  ces  points  dans  un  système  d'enveloppes,  d'ordre  8  —  n\  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  combien  y  a-t-il  de  couples  de  plans  dans  le 
système  ordinaire  de  même  ordre  ?  Je  commence  par  les  cas  les  plus 
simples. 

Faisceaux.  —  Dans  ce  cas,  il  y  a  sur  toute  droite  une  paire  de 
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points  conjugués,  un  point  a  une  infinité  de  conjugués  en  ligne 
droite.  Il  n'y  a  à  considérer  que  les  lignes  droites,  intersections  com- 
munes des  plans  polaires  d'un  point  par  rapport  à  toutes  les  surfaces. 
Ces  droites,  ne  dépendant  que  de  trois  constantes,  forment  un  système 
de  rayons  rectilignes  de  la  nature  des  systèmes  appelés  complexes  par 
Plùcker.  On  les  définit  par  la  propriété  suivante  :  elles  coupent  les 
faces  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  deux  surfaces  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  Ce  complexe  de 
droites  a  été  considéré  par  M.  Chasles,  et,  dans  ces  derniers  temps 
par  ]\IjM,  Reye,  Klein  et  Lie.  11  se  transforme  par  l'homographie 
dans  le  complexe  des  normales  aux  surfaces  homofocales  du  second 
ordre.  Dans  ce  cas,  on  sait  déterminer  tous  les  systèmes  d'ordre  quel- 
conque normaux  à  ces  droites  (*).  Nous  le  rencontrerons  aussi  dans 
l'étude  des  réseaux.  Signalons  dès  à  présent  cette  propriété  :  Quand 
un  point  A  décrit  une  surface  d'ordre  w,  les  droites  correspondantes 
forment  une  congruence  d'ordre  n  et  de  classe  3«  —  a,  a  étant  le 
nombre  de  fois  que  la  surface  passe  par  des  sommets  du  tétraèdre. 
Ainsi  à  une  surface  du  second  ordre  correspondent  tous  les  systèmes 
de  rayons  rectilignes  d'ordre  2  et  de  classe  égale  ou  inférieure  à  6. 
On  retrouve,  comme  cas  particulier,  le  problème  des  normales  à  une 
surface  du  second  ordre. 

Réseaux.  —  Les  réseaux  sont,  en  général^  formés  de  surfaces  pas- 
sant par  huit  points.  Dans  ce  cas,  à  un  point  A  correspond  un  seul 
conjugué  A'.  Les  droites  AA'  coupent  les  surfaces  suivant  des  seg- 
ments en  involution,  elles  forment  un  complexe  très-important  du 
troisième  ordre.  Ce  complexe  peut  aussi  être  considéré  comme  formé 
des  génératrices  rectilignes  de  toutes  les  surfaces,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  des  sécantes  doubles  ou  des  tangentes  de  toutes  les  courbes 
du  quatrième  ordre,  intersections  de  deux  quadriques  du  réseau. 
Toutes  les  droites  passant  par  un  point  O  forment  un  cône  du  troi- 
sième ordre,  ayant  pour  directrice  la  courbe  du  quatrième  ordre, 
intersection  des  surfaces  du  réseau  passant  en  O.  Les  huit  droites  qui 


(*)  En  général,  étant  données  les  normales  à  un  système  de  surfaces,  on  peut  déter- 
miner sans  intégration  tous  les  systèmes  de  surfaces  normales  aux  mêmes  droites.  Cette 
propriété,  très-utile,  et  dont  la  démonstration  est  des  plus  simples,  ne  paraît  pas  con- 
nue; du  moins  clic  n'est  pas  signalée  dans  les  travaux  récents  sur  les  droites  qui  rem 
plissent  l'espace. 
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joignent  O  aux  points  communs^  les  vingt-huit  droites  qui,  partant 
de  ce  point,  sont  des  sécantes  doubles  des  vingt-huit  cubiques  gauches 
passant  par  six  des  huit  points  communs,  ces  trente-six  droites  sont 
sur  le  cône  du  troisième  ordre  (*).  Celles  de  ces  droites  qui  sont  dans 
un  plan  P  enveloppent  une  courbe  du  sixième  ordre  et  de  la  troisième 
classe,  la  cayleyenne  du  réseau  des  coniques  sections  des  surfaces  par 
le  plan  P. 

Le  cône  du  troisième  ordre  se  décompose  en  un  cône  du  second 
ordre  et  un  plan  dans  deux  cas  difîerents.  On  sait  que  les  cônes  du 
réseau  ont  leurs  sommets  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  Kg.  Toutes 
les  fois  que  le  point  O  se  trouve  sur  cette  courbe,  le  cône  du  com- 
plexe se  décompose  en  un  plan  et  en  un  cône  du  second  ordre,  qui 
est  le  cône  du  réseau  ayant  son  sommet  en  O.  Les  cônes  du  système 
enveloppent  une  surface  de  la  huitième  classe  et  du  vingt-quatrième 
ordre,  pour  les  points  de  laquelle  le  cône  du  complexe  acquiert  une 
génératrice  double.  Les  plans  dans  lesquels  se  décompose  le  cône 
quand  O  est  sur  Ke,  enveloppent  une  surface  développable  de  la 
quatorzième  classe.  Il  y  a  des  théorèmes  analogues  relatifs  aux  droites 
situées  dans  un  plan.  Enfin,  quand  le  point  O  se  trouve  sur  une  des 
vingt-huit  cubiques  gauches  du  réseau,  le  cône  du  complexe  se  dé- 
décompose en  un  cône  du  second  ordre  contenant  la  cubique  gauche, 
et  un  plan  passant  par  les  deux  points  communs  aux  surfaces  non 
situés  sur  la  cubique  considérée. 

La  courbe  Ke  a  été  étudiée  par  M.  Hesse  [Journal  de  Crelle, 
t.  XLIX),  dans  un  de  ses  plus  importants  Mémoires.  Elle  n'est 
jamais  sur  une  surface  du  second  ordre  et  six  de  ses  points  ne  sont 
jamais  sur  une  conique.  On  reconnaît  facilement  dans  quel  cas  elle 
se  décompose,  ce  qui  est  important  pour  l'étude  qui  va  suivre. 

Puisqu'à  un  point  A  correspond  un  autre  point  conjugué  A'  et 
inversement,  on  a  un  mode  de  transformation  involutive,  analogue  à 
la  transformation  de  Mœbius.  A  une  surface  d'ordre  n  contenant  la 
ligne  Ke  comme  ligne  multiple  d'ordre  q  correspond  une  surface 
d'ordre  in  —  Sq  contenant  Kg  comme  ligne  multiple  d'ordre  n  —  3g. 


(*)  11  faut  ajouter  à  ces  vingt-huit  droites,  vingt-huit  autres  droites  passant  par  O, 
coupant  à  la  fois  une  des  cubiques  gauches,  et  la  droite  qui  joint  les  deux  points  com- 
muns aux  surfaces  qui  ne  sont  pas  sur  cette  cubique. 
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C'est  ainsi  qu'à  un  plan  correspondent  toutes  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre  contenant  Ke,  à  une  surface  du  quatrième  ordre  conte- 
nant Ke  correspond  une  surface  de  même  genre,  etc.  A  une  courbe 
d'ordre  w,  coupant  la  courbe  des  sommets  en  a  points,  correspond 
une  courbe  d'ordre  3»  —  a  coupant  en  8w  —  3a  points,  etc. 

Les  sécantes  triples  de  la  courbe  Ke  forment  une  surface  réglée 
du  huitième  ordre,  qui  est  la  jacobienne  du  système  des  surfaces  du 
troisième  ordre  passant  par  la  courbe,  et  qui  contient  six  droites  de 
chacune  des  surfaces. 

Il  n'est  pas  exact  que  les  équations  de  trois  quadriques  puissent 
être  ramenées  à  la  forme  canonique 

/=2tX,P/=o, 
/=Ifa,P=  =  o, 

y;=ilv,Pr=o. 

Les  trois  seconds  membres  contiennent  bien  trente  constantes, 
mais  on  peut  montrer  que,  si  la  transformation  est  possible  d'une 
manièie,  elle  le  sera  d'une  infinité  d'autres  manières,  et  l'on  est  ainsi 
conduit  au  théorème  suivant  : 

En  général,  on  ne  peut  pas  trouver  de  pentagone  dont  les  sommets  non 
adjacents  soient  conjugués  à  la  fois  dans  trois  surfaces,  et  quand  on 
trouve  un  de  ces  pentagones,  il  y  en  a  une  infinité  d'autres  jouissant  de 
la  même  propriété.  Leurs  sommets  décrivent  la  courbe  Kg,  leurs  plans 
enveloppent  une  cubique  gauche  et  leurs  côtés  décrivent  la  surface  réglée 
du  huitième  ordre  engendrée  par  les  sécantes  triples  de  la  courbe  Kg  (*). 

Les  réseaux  de  quadriques  présentent  plusieurs  cas  particuliers 
dignes  d'attention.  Si  les  quadriques  ont  une  droite  commune,  le 


(*)  Le  théorème  précédent  est  analogue  aux  théorèmes  de  Poncelet.  Voici  d'autres 
propositions  du  même  genre  qu'on  déduit  de  notre  théorème  fondamental  : 

L'équation  2'/jP|  =  o  contient  trente-six  constantes,  une  de  plus  qu'il  n'y  en  a  dans 
l'équation  générale  des  surfaces  du  quatrième  ordre  ;  cependant  elle  ne  peut  représenter 
la  surface  générale  de  cet  ordre;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'un  invariant  du 
dixième  ordre  par  rapport  aux  coefficients  soit  nul,  et  alors  la  transformation  précédente 
est  possible  d'une  infinité  de  manières,  les  plans  P  restant  tangents  à  une  surface  du 
second  degré. 

Si  l'on  peut  trouver  un  polygone  circonscrit  à  une  conique  et  dont  tous  les  sommets 
soient  sur  une  courbe  algébrique,  il  y  en  aura  une  infinité  d'autres  jouissant  de  la 
même  propriété. 
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complexe  des  génératrices  se  divise  en  deux,  les  génératrices  d'un 
système  vont  rencontrer  la  droite  commune,  les  autres  forment  un 
complexe  du  second  ordre  identique  à  celui  tjue  nous  avons  rencontré 
dans  l'étude  des  faisceaux. 

Systèmes  du  troisième  ordre.  —  Les  systèmes  généraux  du  troisième 
ordre  ont  été  peu  étudiés,  ha  j acobienne  du  système  est  une  surface 
très-remarquable  du  quatrième  ordre.  On  sait  qu'elle  peut  être  con- 
sidérée de  trois  manières  dilférentes  :  i°  comme  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  système  ;  2°  comme  le  lieu  des  paires  de  points  conjugués 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  ^  3°  comme  le  lieu  des  points  où  se 
touchent  deux  surfaces  du  système.  La  hessienne  d'une  surface  du 
troisième  ordre,  qui  est  la  jacobienne  d'un  réseau  particulier,  a  été 
étudiée  par  plusieurs  géomètres,  notamment  par  M.  Cremona  [Jour- 
nal de  Borchardt,  t.  LXVIII).  Mais  la  jacobienne  la  plus  générale, 
qui  n'a  pas  de  point  double,  mérite  une  étude  spéciale.  Si  on  lui 
adjoint  une  surface  du  quatrième  ordre,  que  j'appellerai  la  discrimi- 
nante, on  a  un  système  très-important  de  deux  surfaces  qui  se  par- 
tagent, au  grand  avantage  de  la  netteté,  les  propriétés  de  la  hessienne 
d'une  surface  cubique. 

La  jacobienne  contient,  on  le  sait,  les  dix  droites  qui  sont  les  arêtes 
des  couples  de  plans  du  système.  Elle  contient  en  outre  :  1°  dix 
cubiques  gauches,  sécantes  doubles  chacune  de  neuf  droites  ;  2°  cent- 
vingt  cubiques  gauches  sécantes  de  trois  droites;  3°  quarante-cinq 
séries  de  courbes  du  quatrième  ordre  rencontrant  huit  droites,  aux- 
quelles il  faut  associer  quarante-cinq  autres  séries  de  courbes  de 
même  ordre  ne  rencontrant  que  deux  droites.  Les  propriétés  des 
points  conjugués  sont  les  mêmes  que  pour  la  hessienne  et  se 
démontrent  de  la  même  manière. 

La  discriminante  contient  en  général  dix  points  doubles  et  ne  con- 
tient pas  de  droite.  Chaque  point  commun  aux  surfaces  du  système 
ajoute  un  point  double  à  la  discriminante  (et  à  la  jacobienne),  en  sorte 
que  le  système  des  surfaces  passant  par  six  points  a  pour  discrimi- 
nante la  surface  à  seize  points  singuliers,  et  pour  jacobienne  une 
surface  ayant  vingt-cinq  droites  et  six  points  douilles.  Ces  deux  sur- 
faces se  correspondent  point  par  point,  comme  dans  le  cas  général. 

Les  dix  points  doubles  de  la  discriminante  ne  sont  jamais  sur  une 
surface  du  second  ordre.  Le  théorème  suivant  donne  la  relation  entre 
ces  points  : 
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Si  de  l'un  des  points  doubles  on  fait  la  perspective  des  neuf  autres  sur 
un  plan,  les  neuf  projections  appartiennent  à  une  infinité  de  courbes  du 
troisième  ordre;  le  cône  circonscrit  à  la  surface,  et  ayant  pour  sommet 
Vun  des  points  doubles,  se  décompose  en  deux  cônes  du  troisième  ordre. 

En  examinant  les  relations  entre  les  points  des  deux  surfaces  J 
etD,  on  est  conduit  à  des  relations  analogues  à  celles  que  M.  Hesse 
a  données  entre  la  courbe  plane  du  quatrième  ordre  et  la  courbe  Ke  :, 
mais  notre  tliéorème  fondamental  permet,  de  plus,  de  faire  corres- 
pondre non-seulement  les  points  des  deux  surfaces,  mais  encore  des 
éléments  en  dehors  de  ces  deux  surfaces.  C'est  ainsi  qu'à  un  plan 
correspond  une  surface  du  troisième  ordre  à  quatre  points  doubles, 
tangente  à  D,  en  tous  les  points  d'une  courbe  du  sixième  ordre.  Les 
lignes  asymptotiques  de  cette  cubique  se  déterminent  sans  difficulté, 
grâce  au  mode  de  correspondance  indiqué  ici  (*). 

Mais  pour  compléter  l'ensemble  des  relations  géométriques,  il  est 
nécessaire  d'adjoindre  aux  surfaces  précédentes  une  troisième  surface 
beaucoup  plus  compliquée.  C'est  la  surface  focale  de  la  congruence 

(*)  Les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface  donnent  celles  de  la  surface  de  Steiner, 
On  déduit,  du  reste,  les  lignes  asymptotiques  de  beaucoup  de  surfaces  du  théorème  sui- 
vant :  Soit  une  sur/ace  pour  laquelle  les  coordonnées  de  l'un  des  points  s'expriment  par 

les  formules 

x  —  A{p—  fl)'"(p,  — rt)", 

jr  =  -B{p-b)-'{p,-6Y, 

z=ç.{p-cY.{p^-cY, 

l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  sera 

"'^"~'^{p-a){p-b){p-c)^<"-'\p,-a)[p,-b){p,-c)' 

Ce  théorème  donne  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  des  centres  de  courbure  de 
l'ellipsoïde,  de  la  surface  de  Steiner,  etc. 

J'ajouterai  que  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de  Steiner  ont  déjà  été  détermi- 
nées par  MM.  Clebsch  et  Gordan  [Journal  de  Borchardt,  t.  LXVIII,  p.  i). 

La-  proposition  qui  précède  conduit  en  particulier  à  cette  conséquence,  qu'on  sait 
déterminer  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 

A  a:-"  -f-  B  j«  -+-  Cs"  -i-  D  f"  =  o. 

Ces  surfaces  remarquables,  considérées  par  Lamé  et  plusieurs  autres  géomètres,  com- 
prennent, comme  cas  limite,  les  surfaces  dont  l'équation  est 

et  qui  ont  été  étudiées  par  M.  J.-A.  Serret  et  M.  Combescure. 

En  se  bornant  au  cas  du  troisième  ordre,  on  voit  qu'on  sait  déterminer  les  lignes 
asymptotiques  de  la  surface  dont  la  Hesniennc  se  réduit  à  quatre  plans. 
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formée  par  les  droites  joignant  deux  paires  de  points  conjugués. 
Ces  droites  sont  celles  qui  coupent  toutes  les  surfaces  du  système 
suivant  des  segments  en  involution.  Elles  forment  un  système  de 
rayons  rectilignes  d'ordre  7  en  général,  et  de  classe  3.  Leur  surface 
focale  est  en  même  temps  l'enveloppe  des  cônes  du  système.  On 
construit  géométriquement  les  points  de  contact  de  chaque  rayon, 
les  plans  tangents  en  ces  points  :  les  propriétés  de  la  surface  rap- 
pellent celles  de  la  cayleyenne  d'un  réseau  de  coniques.  Les  huit 
droites  qui  joignent  les  huit  points  communs  à  trois  surfaces  quel- 
conques du  système  sont  tangentes  doubles  de  cette  surface.  Elle 
est  en  général  de  l'ordre  24  et  de  l'ordre  16.  Son  ordre  diminue  de 
quatre  unités,  sa  classe  de  deux  unités  pour  chaque  point  commun 
aux  quadriques  du  système.  Le  cas  le  plus  simple,  celui  où  six  points 
sont  communs  aux  surfaces,  est  très-important.  La  surface  se  réduit 
à  une  cubique  gauche  passant  par  les  six  points,  et  l'on  retrouve  ce 
beau  théorème  de  M.  Paul  Serret  : 

Toute  droite  qui  coupe  en  involution  quatre  des  systèmes  de  plans 
passant  par  six  points  est  sécante  double  de  la  cubique  gauche  des  six 
points. 

Dans  le  cas  où  les  surfaces  ont  un,  deux,  trois,  quatre  et  cinq 
points  communs,  on  retrouve  les  surfaces  si  remarquables  à  onze, 
douze,...  et  quinze  points  singuliers  que  M.  Kumiiier  a  rencontrées 
dans  ses  belles  études  sur  les  rayons  rectilignes.  Tous  les  résultats 
qu'a  trouvés  M.  Kummer  s'expliquent  ainsi  géométriquement,  les 
différents  systèmes  de  rayons  correspondant  aux  génératrices  des 
surfaces  du  second  ordre  passant  par  les  points  fixes,  les  points 
doubles  se  divisant  naturellement  en  deux  classes,  etc.  Il  faut  cepen- 
dant signaler  une  exception  importante  :  l'on  n'obtient  pas  la  surface 
du  douzième  ordre  sans  plan  singulier.  Nous  avons  déjà  rencontré 
cette  surface  dans  un  problème  relatif  aux  faisceaux. 

L'application  de  la  discriminante  sur  un  plan  double  s'effectue 
conformément  à  la  méthode  de  M.  Clebsch.  La  courbe  de  passage  se 
compose  de  deux  courbes  du  troisième  ordre.  La  correspondance 
entre  la  surface  à  seize  points  singuliers  D  et  la  surface  J,  lieu  des 
sonimets  des  cônes  passant  par  six  points,  est  très-remarquable.  Aux 
six  points  doubles  de  J  correspondent  six  points  doubles  de  D;  les 
dix  autres  points  doubles  de   cette  surface  correspondent  aux  dix 
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droites,  arêtes  des  couples  de  plans  passant  par  les  six  points.  Les 
seize  coniques  singulières  de  D  correspondent  à  la  cubique  gauche 
des  six  points  et  aux  quinze  droites  joignant  les  six  points.  Enfin, 
les  tangentes  doubles  de  D  se  divisent  en  six  systèmes  correspondants 
aux  systèmes  de  droites  passant  par  les  six  points  doubles  de  J. 

Si  l'on  se  propose  de  ramener  les  quatre  équations  des  surfaces  du 
système  à  la  forme  canonique, 

/=2«X,P/  =  o, 

les  quatre  équations  ainsi  obtenues  contiennent  quarante-deux  con- 
stantes. Il  est  possible  cependant  de  montrer  que  si  l'on  a  obtenu  ces 
équations,  on  peut  les  transformer  de  manière  à  y  introduire  trois 
arbitraires  ^  elles  ne  sont  donc  pas  applicables  à  un  système  de  quatre 
surfaces  quelconques.  On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant  : 

On  ne  peut  pas,  en  général,  trouver  un  hexaèdre  dont  les  sommets 
opposés  soient  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à  quatre  surfaces,  et, 
quand  il  y  a  un  hexaèdre  satisfaisant  à  cette  définition,  il  y  en  a  une 
infinité  d'autres.  Les  plans  de  ces  différents  hexaèdres  enveloppent  une 
surface  du  second  ordre,  leurs  vingt  sommets  décrivent  la  jacohienne  du 
système  (*). 

Systèmes  du  quatrième  ordre.  —  A  ces  systèmes  formés  de  cinq  sur- 
faces correspond  un  réseau  d'enveloppes  du  même  ordre.  Il  y  a  à 
considérer  une  courbe  Kjo  du  dixième  ordre,  et  une  développable  Djo 
de  dixième  classe,  réciproque  de  la  première  courbe. 

Toute  surface  du  quatrième  ordre  passant  par  Kio  est  la  jacobienne 
de  quatre  surfaces  du  système,  toute  surface  de  quatrième  classe 
inscrite  dans  Djo  est  la  jacobienne  tangentielle  de  quatre  surfaces  du 
système  conjugué.  Les  points  de  Kjo  et  les  plans  de  Dio  se  groupent 
par  paires  aa\  AA'  conjuguées  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

Les  droites  aa'  forment  une  surface  réglée  du  dixième  ordre  Rio; 
par  chacune  de  ces  droites  on  peut  mener  quatre  plans  tangents 
à  D.o. 

Les  droites  AA'  forment  une  surface  réglée  du  même  ordre  R', , 
coupant  chaque  jacobienne  suivant  dix  droites  et  suivant  Kio  qu'elle 


(*)  Dans  certains  cas,  l'indétermination  des  plans  de  l'hexaèdre  est  plus  grande;  cela 
se  présente  en  particulier  pour  la  hessienne  d'une  surface  cubique. 
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a  pour  ligne  iriple.  Cette  surface  réglée  est  le  lieu  des  arêtes  des 
couples  de  plans  du  système  {*). 

Ces  propriétés  sont  évidentes,  quand  on  connaît  les  relations  des 
deux  systèmes. 

Ici  se  termine,  grâce  au  théorème  fondamental  qui  réduit  de  moitié 
le  nombre  des  problèmes,  l'étude  des  questions  proposées.  J'indi- 
querai en  terminant  les  théorèmes  suivants  : 

L'équation 

représente  toutes  les  surfaces  conjuguées  aux  surfaces  enveloppes 
inscrites  dans  les  sept  plans  P,.  On  peut  toujours  mettre  les  équa- 
tions de  sept  surfaces  sous  la  forme  précédente,  et  cela  de  huit 
manières  dilféi'entes. 

Des  équations  de  la  forme 

représentent  toutes  les  surfaces  conjuguées  aux  surfaces  inscrites 
dans  une  même  développable  ;  douze  équations  de  la  forme  précé- 
dente contiennent  cent-vingt  constantes,  et  paraissent  pouvoir  repré- 
senter douze  surfaces.  Cependant  on  ne  peut  employer  ces  équations 
que  pour  huit  surfaces. 
L'équation 

représente  toutes  les  surfaces  conjuguées  à  la  surface  inscrite  dans 
les  neuf  plans.  Quoique  ay  équations  de  cette  forme  renferment 
2yo  constantes,  on  ne  peut  pas  les  appliquer  à  plus  de  neuf  surfaces . 
On  obtient  ainsi  comme  cas  particulier  la  proposition  fondamen- 
tale dont  M.  Paul  Serret  a  fait  usage  dans  son  livre  sur  la  Géométrie 
de  Direction. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Albrich  (C).  — Sammliuig  von  geometrischen  Aufgaben.  Gr.  in-8. 
Hermannstadt,  Michaelis.  6  Ngr. 


(*)  Tout  plan  langent  à  D,,  coupe  Kj,,  suivant  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  com- 
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MAYR  (D""  Aloys),  ordeutl.  Professer  der  Matliematik  an  der 
k.  Universitât  zu  Wûrzburg. — Construction  der  Differenzial- 
Gleichungen  aus  partikularen  Integralen,  uiid  zwar  aus  ein- 
faclien  Functiônen,  aus  bestimraten  Integralcn  und  aus  bestimm- 
tcn  Difï'erenzialen.  Fortsetzung  der  Prolcgomena  zur  Théorie  der 
Intégration.  —  Wûrzburg,  Julius  KcUner's  Buchhandlung  5 
1870  (*). 

Dans  un  ouvrage  publié  en  1868,  sous  le  titre  de  :  Der  inlegrirende 
Faclor  und  die  partikularen  Intégrale  (Wûry.burg,  J.  Kellner),  l'au- 
teur a  établi  que  les  équations  dillérentielles  ne  peuvent  s'intégrer, 
en  général,  par  des  opérations  directes,  d'où  ressort  la  nécessité  de 
recourir  à  une  méthode  plus  indirecte. 

Cette  méthode  est  la  construction  au  moyen  d'intégrales  particu- 
lières, c'est-à-dire  la  formation  d'un  recueil  d'équations  différen- 
tielles admettant  des  intégrales  de  formes  données.  On  voit  que  ce 
procédé  a  une  certaine  analogie  avec  ceux  que  l'on  emploie  pour  la 
recherche  des  intégrales  définies  spéciales,  dont  on  a  formé  des 
Tables  par  des  moyens  indirects  de  calcul. 

On  obtient  ainsi,  par  le  développement  des  méthodes  de  construc- 
tion, un  nombre  de  plus  en  plus  grand  d'équations  intégrales,  dans 
la  catégorie  desquelles  on  a  d'autant  plus  de  chances  de  pouvoir  faire 
rentrer  une  équation  proposée. 

Les  intégrales  particulières  employées  dans  la  construction  des 

équations  sont  ou  des  fonctions  simples,  telles  que  ar'e"^;  ou  des 

intégrales  définies,  telles  que  x'fe'"'\du-^  ou  des  différentielles  défi- 

.       ^  ,,                .^rfiVf/[...J(e-V)]t    r     A       -^ 
mes,  telles  que  x' '-         —•  Ces  dernières  expressions  se 

présentent  comme  des   termes  essentiels  dans  la  série  des  diverses 
sortes  d'intégrales  particulières. 

Voici  les  titres  des  sections  dans  lesquelles  se  divise  cet  ouvrage  : 

(*)  Mayr  (A.),  professeur  ordinaire  à  l'Université  royale  de  Wiirzbourg.  —  Con- 
struction des  équations  différentielles  au  moyen  d'intégrales  particulières',  savoir  :  au 
mojen  de  fonctions  simples,  d'intégrales  définies  et  de  différentielles  définies.  Suite  des 
Prolégomènes  à  la  théorie  de  l'intégration. — Wiirzbourg,  J.  Kellner,  1870.  i  vol.  in-8°, 
33 1  p.  Prix  :  i  Thlr.  24  Ngr. 

Bull,  des  Sciences  mnthém.  et  ns'ron.,  t.  I.  (Décembre  18-0.)  ^4 
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I.  Introduction.  —  IL  Construction  des  équations  différentielles.  — 
III.  Construction  des  équations  différentielles  au  moyen  de  l'inté- 
grale particulière  y  =  x'e'''.  —  TV.  Construction  des  équations  diffé- 
rentielles au  moyen  de  l'intégrale  particulière  y  =  x''e^'^. —  V.  Autres 
formations  d'équations  différentielles  au  moyen  des  fonctions  y  =  x''e^' 
et  y  =  x'e^^'^.  —  VI.  Construction  des  éqiiations  différentielles  au 
moyen  de  l'intégrale  particulière  y  =fx'e'''\  du.  —  VIL  Intégration 
au  moyen  des  différentielles  définies. —  VIII.  Conclusion. 

L'auteur  se  propose  de  continuer  ses  recherches  sur  ce  sujet  fécond, 
et  de  les  étendre  aux  équations  différentielles  à  plusieurs  variables 
indépendantes.  J.  H. 


LIEBLEIN  (Johann),  ausserordentlicher  Professor  am  Polytechni- 
kum  zu  Prag.  —  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  algebrai- 
scHEJV  Analysis.  —  Pi*ag,  Verlag  von  H.-C.-J.  Satow,  1867  (*). 
Pr.  I  ^  Thlr. 

Cet  utile  recueil  est  le  seul  qui  ait  été  publié  pour  venir  en  aide 
aux  personnes  qui  étudient  cette  branche  si  importante  de  l'Analyse, 
formant  la  transition  entre  l'Algèbre  et  le  Calcul  infinitésimal. 

L'auteur  a  conformé  le  plan  de  son  ouvrage  à  celui  du  Handhuch 
der  algebraischen  Analysis  de  M.  Schlômilch  (**).  Voici  les  titres  des 
Chapitres  dans  lesquels  il  est  divisé  : 

I.  Sur  les  diverses  espèces  de  fonctions. 

IL  Sur  les  fonctions  cyclométriques  (ou  fonctions  circulaires 
inverses). 

III  Sur  les  valeurs-limites. 

IV.  Sur  la  continuité  et  la  discontinuité  des  fonctions. 

V.  Sur  la  convergence  et  la  divergence  des  séries  infinies. 

VI.  Sur  les  séries  doubles. 

VIL  Sur  les  développements  en  séries:  (A)  séries  récurrentes; 


(*)  LiEBLEiN  (J.),  professeur  extraordinaire  à  l'Institut  Polytechnique  de  Prague.  — 
Recueil  de  Problèmes  d'Analjse  algébrique.  Prague,  H.-C.-J.  Satow,  1867.  i  vol.  in-S», 
192  p. 

(**)  Voir  le  compte  rendu  de  ce  livre,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  q®  série^ 
t.  m,  p.  5io;  i8f/,. 
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(B)  série  binomiale,  série  exponentielle  5  (C)  séries  logarithmiques  ; 
(D)  séries  goniométriques  et  cyclométriques. 
Vin.   Sur  les  produits  infinis. 

IX.  Sur  les  fonctions  de  variables  complexes,  et  sur  les  séries  et 
les  produits  de  quantités  complexes. 

X.  Sur  les  fractions  continues. 

L'ouvrage  est  terminé  par  les  réponses  aux  diverses  questions,  avec 
des  indications  sur  la  manière  de  résoudre  les  plus  difficiles. 

J.  H. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ASTRONOrnSCHE  Nachrichten  (*). 

T.  LXXVI  (suite),  n°=  1810-1824,  1870. 

Stephan  (E.).  —  Positions  moyennes  pour  1870  de  nébuleuses  nou- 
velles. 

PowALKY  (C).  —  Contributions  pour  une  discussion  plus  complète 
des  passages  de  Vénus,  et  détermination  de  quelques  résultats  plus  exacts 
au  moyen  de  ces  passages.  (82  col.  ^  ail.) 

Weiss  (E.).  —  Contributions  à  la  connaissance  des  étoiles  filantes 
(2^  Mémoire).  (28  col.^  ail.) 

Déterminations  de  Hauteurs  d'étoiles  filantes  dans  la  période  d'août 
1 869.  (a)  Equation  personnelle  dans  les  observations  d'étoiles  filantes. 
(b)  Calcul  des  observations  correspondantes  d'étoiles  filantes.  Calcul 
des  orbites  de  météores  pour  un  point  radiant  :  i  °  connu  5  2°  in- 
connu, (c)  Calcul  des  observations  correspondantes  de  la  période 
d'août  1869. 

ZôLLîiER  (F.).  —  Sur  la  température  et  la  constitution  physique  du 
Soleil.  (18  col.;  ail.) 

WiNTVECKE  (A.).  — Liste  de  quelques  nouvelles  étoiles  changeantes, 
avec  les  éléments  approximatifs  de  leurs  variations  d'éclat.  (6  col.  ;  ail.) 


(*)  Voir  nulletin,  p.  87,  280. 

a4. 


364  BULLETIN  DES  SCIENCES 

ScHÔNFELD  (E.).  —  Contributions  à  Vétude  des  variations  d'éclat  des 
étoiles  changeantes.  (  24  col.  ;  ail.) 

Oppolzer  (Th.).  —  Détermination  définitive  de  V orbite  delà  pla- 
nète @  Elpis.  (8  col.^  ail.) 

JouDAN  (W.).  —  Remarque  sur  la  seconde  solution  de  Gauss  pour  le 
problème  fondamental  de  la  géodésie  supérieure.  (8  col.  ^  ail.) 

Ce  problème  consiste,  étant  donnés  la  longueur  d'une  ligne  géo- 
désique  tracée  sur  l'ellipsoïde  terrestre,  l'azimut  à  l'une  de  ses  extré- 
mités et  la  latitude  géographique  de  cette  extrémité,  à  en  déduire 
l'azimut  et  la  latitude  pour  l'autre  extrémité,  et  la  différence  en  lon- 
gitude des  deux  extrémités. 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  solaires.  (6  col.  ^  ail.) 
Distribution  héliographique  pendant  les  F^,  IP  et  IIP  périodes  de 
rotation  de  1870. 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  planète  @,  et 
éléments  de  @  Até. 

Newcomb  (S.).  — Sur  une  méthode  très-précise  pour  déterminer  les 
positioiîs  relatives  des  centres  du  Soleil  et  de  la  Lune  pendant  une  éclipse 
de  Soleil  presque  centrale.  (4  col.;  angl.) 

T.  LXXVII,  n°*  1825-1837-,  1870-1871. 

Schubert  (E.).  —  Éléments  d' Euphrosyne,  leurs  perturbations  par 
Jupiter,  et  Table  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler.  (12  col.) 

Dembowskt.  —  Observations  d'étoiles  doubles  (suite).  (5  art., 
24  col.  -,  Ir.) 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  solaires  (suite).  (2  art.,  24  col.) 
Distribution  héliographique  pendant  les  IV,  \%  VP,  VIP,  VHP 
et  IX^  périodes  de  rotation  de  1870. 

Engelmann  (R.).  —  Détermination  de  l'éclat  de  quelques  étoiles  du 
ciel  austral.  (12  col.  ;  ail.) 

Matthiessen  (L.).  —  Constante  magnétique  de  V intensité  horizon- 
tale à  lever  [Gr.-D.  d'Oldenbourg),  lat.  iV.  53^  35'. 

Heis.  —  Ohaert-ntions  de  la  lumière  zodiacale  en  1870  à  Milnster. 
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Schubert  (E.).  —  Éléments  de  Polyhymnie,  leurs  perturbations  par 
Jupiter,  et  Table  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler.  (locol.) 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  d'étoiles  variables  à  V Observa- 
toire d'Athènes  en  1870.  (12  col.) 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  du  Soleil  en  1870  à  V Observa- 
toire d'Athènes.  (6  col.;  ail.) 

LiTTROw  (K.  von).  —  Approches  physiques  des  planètes  de  (T)  à  (^ 
pendant  la  présente  année.  (4  col.  5  ail.) 

ZoLLNER  (F.).  — Sur  la  périodicité  et  la  distribution  héliographique 
fies  taches  solaires,  {n  col.  ;  ail.) 

Weiss  (E.).  —  Comptes  rendus  de  l' expédition  autrichienne  envoyée 
à  Aden  pour  l'observation  de  V éclipse  totale  de  Soleil  de  l'année  1868. 
{26  col.  ;  ail.) 

Observations  pendant  l'éclipsé.  De  la  méthode  de  Littrow  pour  la 
détermination  du  temps  par  les  hauteurs  circumméridiennes,  au 
point  de  vue  de  l'usage  pratique.  Climatologie  d'Aden.  Coordonnées 
géographiques  d'Aden.  Observations  d'étoiles  filantes  à  Aden. 


PHILOSOPHICAL  TRANSACTIONS  of  the   Royal  Society  of 

LONDON   (*). 

T.  CLIX,  Seconde  Partie;  1870. 

Andrews  (Th.).  —  Sur  la  continuité  des  états  gazeux  et  liquide  de  la 
matière.  (16  p.) 

GuTHRiE  (Fr.).  —  Sur  la  résistance  thermale  des  liquides.  (24  p  ) 
T.  CLX;  1870. 

Ferrers  (N.-M.).  —  Note  sur  la  représentation  proposée  par  M.  Syl- 
vester  pour  le  mouvement  d' un  corps  rigide  libre.,  par  celui  d'un  ellip- 
soïde dont  le  centre  est  fixe  et  qui  roule  sur  un  plan  non  poli.  (7  p.) 

M.  Sylvester  a  donné  [Philosoph.  Transact.,  1866)  une  extension 
importante  de  la  représentation  indiquée  par  Poinsot  pour  le  mou- 

(*)  \mr  Bulletin,  p.  i8i. 
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vement  d'un  corps  solide  tournant  librement,  au  moyen  de  rellipsoïde 
d'inertie.  Il  a  prouvé  que,  si  un  ellipsoïde  matériel,  semblable  à 
l'ellipsoïde  d'inertie,  et  tel  que  ses  moments  d'inertie  principaux  A, 
B,  C  soient  liés  à  ses  demi-axes  par  la  relation 

Aa'{b'—c^)-hBb'{c'—a')-hCc'{a'—b')=o, 

est  assujetti  à  rouler  sur  un  plan  parfaitement  dépoli,  le  mouvement 
de  cet  ellipsoïde  matériel  sera  exactement  le  même  que  celui  de  l'el- 
lipsoïde d'inertie  du  corps  solide,  le  plan  dépoli  tenant  lieu  du  plan 
géométrique  fixe,  en  contact  avec  lequel  l'ellipsoïde  d'inertie  est  sup- 
posé rouler.  Il  a  aussi  trouvé  des  expressions  de  la  pression  et  du 
Irottement  de  l'ellipsoïde  contre  le  plan  dépoli,  en  fonction  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  l'ellipsoïde,  des  longueurs  de  ses  axes,  et  de  la 
distance  de  son  centre  au  plan  dépoli.  En  cbercliant  directement  les 
valeurs  de  ces  forces,  M.  Ferrers  a  été  conduit  à  une  autre  manière 
de  traiter  le  problème,  qui  lui  a  fourni  quelques  théorèmes  inté- 
ressants. 

Perry  (St.-J.).  —  Sur  l'état  magnétique  de  l'ouest  de  la  France  en 
1868.  (18  p.) 

Cayley  (A.).  —  Mémoire  sur  la  Géométrie  abstraite.  (i3  p.) 
L'étude  des  quantités  ([ui  dépendent  de  deux  ou  de  trois  variables 
est  considérablement  éclaircie  par  la  représentation  de  ces  quantités 
par  des  points  d'un  plan  ou  de  l'espace.  Lorsqu'une  quantité  dépend 
de  plus  de  trois  variables,  il  est  avantageux,  pour  la  facilité  de  l'ex- 
position, de  conserver  le  langage  géométrique,  en  concevant  la  quan- 
tité comme  représentée  par  un  point  d'un  espace  de  plus  de  trois  di- 
mensions. Un  exemple  important  de  ce  cas  se  présente  dans  la  Géo- 
métrie plane,  à  propos  de  la  détermination  du  nombre  des  courbes 
qui  satisfont  à  des  conditions  données.  Les  conditions  impliquent  des 
relations  entre  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe  ;  et,  pour 
mieux  comprendre  ces  relations,  il  est  utile  de  considérer  les  coeffi- 
cients comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  d'un  nombre 
convenable  de  dimensions. 

Crofton  (M.-W.).  —  Sur  la  preuve  de  la  loi  des  erreurs  des  obser- 
vations. (i3  p.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  donner  la  preuve  mathématique, 
sous  sa  forme  la  plus  générale,  de  la  loi  des  erreurs  d'observation 
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isolées,  d'après  l'hypothèse  qu'une  erreur,  dans  la  pratique,  pro- 
vient de  l'action  concourante  d'un  grand  nombre  de  sources  d'erreurs 
indépendantes,  dont  chacune,  si  elle  existait  seule,  produirait  des 
erreurs  extrèmemeut  petites  en  comparaison  de  celles  qui  provien- 
nent de  toutes  les  autres  sources  combinées.  Cette  preuve  est  con- 
tenue dans  un  procédé  général,  proposé  en  vue  d'un  objet  diflérent, 
savoir,  dans  la  généralisation  donnée  par  Poisson  aux  recherches  de 
Laplace  sur  la  loi  des  résultats  moyens  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations. 

AiRY  (G.-B.).  —  Note  sur  une  extension  de  la  comparaison  des  per- 
turbations magnétiques  avec  le^  effets  magnétiques  conclus  des  courants 
galvaniques  terrestres  observés:  et  discussion  des  effets  magnétiques  cori" 
dus  des  courants  galvaniques  dans  les  jours  de  tranquillité  magnétique. 
(lap.) 

Sabiive  (Sir  Edv^^).  —  Contributions  au  magnétisme  terrestre.  — 
N'^  Xn  :  État  magnétique  des  Iles  Britanniques,  réduit  à  V époque  1842- 

1845.  (i  I  p.) 

Rankike  (W.-J.-M.).  —  Sur  la  théorie  thermodynamique  des  ondes 
d'une  perturbation  longitudinale  finie.  (12  p.) 

L'objet  de  ce  travail  est  de  déterminer  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  lois  de  l'élasticité  d'une  substance  quelconque,  ga- 
zeuse, liquide  ou  solide,  et  celles  de  la  propagation  ondulatoire  d'une 
perturbation  longitudinale  finie  dans  cette  suljstance  ;  en  d'autres 
termes,  d'une  perturbation  consistant  en'déplacemcnts  des  particules 
suivant  la  direction  de  la  propagation,  la  vitesse  de  déplacement  des 
particules  étant  assez  grande  pour  n'être  pas  négligeable  vis-à-vis 
de  la  vitesse  de  propagation.  Le  but  spécial  de  ces  recherches  est  de 
déterminer  quelles  conditions  doivent  être  remplies,  relativement  au 
transport  de  la  chaleur  de  particule  à  particule,  pour  qu'une  pertur- 
bation longitudinale  finie  puisse  se  propager  le  long  d'une  masse 
pi'ismatique  ou  cylindrique,  sans  perte  d'énergie  ni  changement  de 
type,  le  mot  type  étant  employé  pour  désigner  la  relation  entre 
l'étendue  de  la  perturbation  d'une  série  de  particules,  à  un  instant 
donné,  et  leurs  positions  non  troublées  respectives.  La  matière  trou- 
blée peut  être  conçue,  dans  ces  recherches,  comme  contenue  dans  un 
tube  rectiligno  de  section  uniforme  et  de  longueur  indéfinie. 
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Spottiswoode  (W.).  — Sur  le  contact  des  coniques  avec  les  surfaces. 
(20  p.) 

On  sait  qu'en  chaque  point  d'une  surface  on  peut  mener  deux  tan- 
gentes, appelées  tangentes  principales,  qui  ont  avec  la  surface  un  con- 
tact du  second  ordre,  c'est-à-dire  d'un  ordre  plus  élevé  que  n'est  en 
général  l'ordre  de  contact  d'une  droite  et  d'une  surface.  L'objet  du 
présent  Mémoire  est  d'établir  le  théorème  correspondant,  relative- 
ment aux  coniques  tangentes,  savoir,  qu'en  chaque  point  d'une  sur- 
face on  peut  mener  dix  coniques  ayant  avec  la  surface  un  contact  du 
cinquième  ordre,  et  qu'on  peut  appeler  coniques  tangentes  principales. 

RoscoE  (H.-E.).  —  Sur  la  relation  entre  la  hauteur  du  Soleil  et  V in- 
tensité chimique  de  la  lumière  solaire  totale  par  un  ciel  sans  nuages. 
(8  p.) 

Tyndall  (J.).  —  Sur  faction  des  rayons  d'une  grande  réfrangihilité 
sur  la  matière  gazeuse.  (33  p.) 

Glaisher  (J.-W.-L.).  — Tables  des  valeurs  numériques  du  sinus 
intégral,  du  cosinus  intégral,  et  de  r exponentielle  intégrale.  (22  p.) 

Ces  tables  donnent,  avec  dix-huit,  onze  et  sept  décimales  et  trois 
ordres  de  différences,  les  valeurs  des  transcendantes 

dx,       j     ax,        j        —  dx, 

dont  la  dernière  est  connue  aussi  sous  le  nom  de  logarithme  intégral. 
Le  Mémoire  est  accompagné  de  figures  représentant  la  marche  de  ces 
transcendantes,  dont  les  maxima  et  minima  sont  donnés  dans  des 
tables  auxiliaires.  L'auteur  indique  plusieurs  corrections  aux  tables 
des  mêmes  fonctions  construites  par  Bretschneider. 

Wauren  de  la  Rue,  B.  Stewatit  et  B.  Loewy.  —  Recherches  sur 
la  physique  solaire.  —  W  II  :  Positions  et  aires  des  taches  observées  à 
Kew  en  1864,  i865,  1866;  grandeur  de  la  portion  du  disque  visible  du 
Soleil  renfermant  des  taches,  depuis  le  commencement  de  i8'52  jusquen 
mai  1868.  (108  p.) 

Jevons  (W.-St.).  — Sur  les  moyens  mécaniques  pour  exécuter  les 
opérations  de  raisonnement.  (22  p.) 

Strutt  (J.-W.).  —  Sur  les  valeurs  de  f intégrale     j     QnQn'dy.^ 

Jo 
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Q„  et  Q„/  étant  les  coefficients  de  Laplace  des  ordres  n  et  n\  avec  une  ap- 
plication à  la  théorie  de  la  radiation.  (12  p.) 

RoYSTON-PiGOTT  (G.-W.).  —  Sur  l'application  au  microscope  d'un 
chercheur  pour  les  images  aplanétiques,  et  sur  ses  effets  pour  augmenter 
le  grossissement  et  la  netteté  des  images.  (i3  p.) 


TIDSSKRIFT  for  Mathematik.   Udgivet  af  Camillo  Tychsen  (*). 

T.  VI,  1870. 

Steen  (Ad.).  —  Récréations  mathématiques.  (2  art.  ;  28  p.) 
Tliéorie  mathématique  de  plusieurs  tours  de  cartes. 

Seidelin  (C).  —  Démonstration  de  quelques  propositions  sur  les  per- 
mutations et  les  combinaisons.  —  Démonstration  d'vn  théorème  de  sté- 
réométrie. (4  P') 

Hansen  (P.-C.-V.).  —  Méthode  de  Cauchy  pour  l'intégration  des 
équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre.  (3  art.  ;  28  p.) 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Nouvelles  remarques  sur  les  solutions  singu- 
lières. {7  p.) 

L'auteur  examine  en  particulier  les  difficultés  qui  peuvent  se  pré- 
senter lorsque,  l'intégrale  générale  étant  F  (a?,  y,  C)  =  o,  la  solution 

singulière  correspond  au  cas  où  le  rapport  ^^7- — -  se  présente  sous 

l'une  des  formes  -5  — -• 

o    °o 

LoRENz  (L.).  — Sur  la  force  centrifuge.  (3  p.) 

Le  mot  de  force  centrifuge  est  pris  dans  deux  acceptions  :  l'une, 
l'acception  vulgaire,  partant  de  l'idée  d'une  force  qui  agirait  sur  le 
corps  animé  d'un  mouvement  de  rotation;  l'autre,  l'acception  scien- 
tifique, qui  considère  cette  force  comme  émanant  du  corps.  La  crainte 
de  faire  naître  une  équivoque  entre  ces  deux  significations  a  engagé, 
dans  ces  derniers  temps,  la  plupart  des  auteurs  à  abandonner  l'usage 
de  cette  expression.  M.  Lorenz  est  d'avis  qu'on  la  conserve,  mais  en 


(*)  Voir  Bulletin,  p.  1^9.  A  paitir  de  l'année  1871,  la  rédaction  de  ce  Journal  passe 
entre  les  mains  de  M.  H.-G.  Zeuthen,  bien  connu  des  lecteurs  du  Bulletin. 
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distinguai) t  par  les  épitliètes  de  virtuelle  ou  de  7'éelle  les  cas  où  elle 
serait  prise  dans  l'acception  vulgaire  ou  dant  l'acception  scientifique. 

Steen  (Ad.).  —  Sur  les  coordonnées  trilinéaires .  (3  art.,  2 5 p.) 
Suite  et  fin  d'une  série  d'articles  publiés  dans  les  tomes  précédents 
de  ce  Journal . 

Jensek  (E.).  —  Calcul  de  la  quantité  de  chaleur  développée  dans  le 
mouvement  d'une  météorite  à  travers  l'atmosphère.  (85  p.) 

Hawsen  (P.-C.-V.).  — Quelques  propositions  sur  les  surfaces  du  se- 
cond ordre.  (17  p.) 

Détermination  du  volume  et  du  centre  de  gravité  d'un  corps  limité 
par  une  surface  du  second  degré  et  par  deux  plans  parallèles. 

Thiele  (T.-N.).  —  Théorie  des  fondions  qui  dérivent  des  fractions 
continues  finies.  (26  p.) 

L'auteur  s'élève  contre  l'abandon  où  cette  théorie  est  laissée  en 
Danemark  (*).  Il  commence  son  exposition  par  le  cas  des  fractions 
continues  finies,  où  il  introduit  pour  la  première  fois  la  représenta- 
tion d'une  fraction  continue  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  déter- 
minants. Cette  considération  l'a  conduit  à  une  notation  très-avanta- 
geuse pour  désigner  les  éléments  des  fractions  continues  à  l'aide 
d'indices. 

Freuchen  (P.).  —  Expression  du  volume  d'un  polyèdre  limité  par 
des  triangles,  au  moyen  des  coordonnées  rectangulaires  des  sommets  du 
polyèdre. 


ANNALI  Di  Matematica,  diretti  da  F.  Brioschi  e  L.  Cremona  (**). 
2®  Série,  t.  III,  octobre  1869  à  mai  1870. 

Casorati  (F.).  —  Des  relations  fondamentales  entre  les  modules  de 
périodicité  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce.  (27  p.;  it.) 

Ce  travail  se  rapporte  à  un  point  très-important  de  la  tliéorie  des 
fonctions  abéliennes  donnée  par  MM.  Clebsch  et  Gordan  dans  leur 


(*)  On  y  donne,  par  «n  jeu  de  mois,  aux  fractions  continues  {Kjœdebiôker)  le  non> 
de  kjedelige  Broker  (fractions  ennuyeuses). 
(**)  Voir  Bulletin,  p.  3i(. 
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ouvrage  intitulé  Théorie  der  AbeVschen  Functionen  (Leipzig,  1866). 
On  sait  que  Riemann  a  donné,  pour  ré.tude  des  fonctions  imagi- 
naires, une  méthode  qui  a  paru  très-compliquée  à  plusieurs  géo- 
mètres. MM.  Clebsch  etGordàn  sont  revenus  aux  principes  posés  par 
Cauchy  et  M.  Puiseux,  et  ils  ont  donné  des  propositions  fondamentales 
se  rapportant  aux  périodes  des  intégrales  des  fonctions  algébriques. 
Mallieureusement,  ces  éminents  géomètres  ont  réuni  en  un  trop  petit 
nombre  de  pages,  très-diificiles  à  lire,  un  grand  nombre  de  résultats 
essentiels,  et  M.  Casorati  rend  certainement  le  plus  grand  service  à 
tous  ceux  qui  s'occupent  de  cette  théorie,  en  ajoutant  dans  son  tra- 
vail d'heureux  éclaircissements  au  quatrième  chapitre  de  l'ouvrage 
allemand  déjà  cité. 

Stuum  (R.)'  —  Combien  y  a-t-il  de  sécantes  communes  à  deux  cu- 
biques gauches?  (o  p-i  fr.) 

On  sait  qu'on  appelle  sécantes  les  droites  qui  coupent  les  courbes 
en  deux  points.  On  peut  mener  par  tout  point  de  l'espace  une  seule 
sécante;  dans  un  plan,  au  contraire,  se  trouvent  trois  sécantes  joi- 
gnant deux  à  deux  les  trois  points  d'intersection  du  plan  et  de  la  cu- 
bique gauche. 

Dans  l'article  que  nous  indiquons  ici,  M.  Sturm  démontre  qu'étant 
données  deux  cubiques  gauches  quelconques,  elles  ont,  en  général, 
dix  sécantes  communes,  ne  se  rencontrant  pas  les  unes  les  autres. 

Si  les  cubiques  ont  un  point  commun,  quatre  des  sécantes  com- 
munes passeront  par  ce  point. 

Si  elles  ont  deux  points  communs  a,  6,  il  y  aura  la  droite  aô,  trois 
sécantes  passant  en  a  et  trois  en  6,  et,  eu  outre,  trois  autres  sécantes 
communes. 

Si  elles  ont  trois  points  communs  a,  6,  c,  on  obtient  les  côtés  du 
triangle  abc^  deux  droites  passant  en  a,  deux  en  &,  deux  en  c,  et  enfin 
une  sécante  commune  ne  contenant  aucun  des  points  «,  6,  c. 

Si  les  cubiques  ont  quatre  points  communs,  toutes  les  sécantes 
communes  passent  par  un  de  ces  quatre  points;  mais  il  y  a  un  cas  re- 
marquable :  celui  où  les  deux  cubiques  sont  sur  une  même  surface 
du  second  ordre.  Cela  arrivera  toutes  les  fois  qu'elles  couperont  un 
plan  en  six  points  situés  sur  une  conique.  Dans  le  cas  où  les  cidsiques 
seront  sur  une  même  surface,  elles  auront  une  infinité  de  sécantes 
communes,  toutes  les  génératrices  d'un  système  de  l'hyperboloïde. 
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Enfin,  si  les  cubiques  gauches  ont  cinq  points  communs,  elles  sont 
sur  un  même  liyperboloïde,  mais  les  génératrices  de  l'un  des  sys- 
tèmes qui  sont  sécantes  doubles  de  l'une  des  cubiques  coupent  l'autre 
en  un  seul  point.  Les  dix  sécantes  doubles  communes  sont  ici  les 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  cinq  points  communs  aux  deux 
courbes. 

Pour  démontrer  ces  résultats,  M.  Sturm  emploie  une  méthode  de 
transformation  dans  laquelle  à  une  droite  correspond  une  courbe  du 
quatrième  ordre  à  trois  points  doubles.  Elle  se  détermine  de  la 
manière  suivante  :  Si  l'on  a  deux  plans  dans  l'espace,  une  sécante 
double  de  la  cubique  gauche  les  coupe  en  deux  points  qui  se  corres- 
pondent. 

Brill  (A.).  —  Sur  le  problème  de  la  rotation  des  corps.  (8  p.;  it.) 
On  sait  que  Jacobi  a,  par  l'introduction  des  fonctions  elliptiques, 
ramené  les  formules  qui  donnent  la  solution  de  ce  problème  à  un 
haut  degré  de  simplicité.  Il  a  montré  que  les  cosinus  des  angles  que 
font  les  axes  principaux  du  corps  avec  les  axes  coordonnés  peuvent 
s'exprimer  par  des  quotients  des  fonctions  0.  M.  Brill  donne  une  so- 
lution nouvelle  de  cette  question,  solution  dont  le  caractère  essentiel 
est  d'éviter  l'emploi  des  trois  angles  d'Euler  qui  dérangent  nécessai- 
rement la  symétrie  des  calculs. 

ScHRAMM  (H.).  —  Les  invariants  et  les  covariants  en  qualité  de  cri- 
tères pour  les  racines  d'une  équation.  Suite  d'un  travail  précédent,  in- 
séré au  tome  1,  p.  209-279.  (i3  p. 5  fr.) 

Le  paragraphe  III  est  consacré  à  la  reciierche  d'une  espèce  d'in- 
variants indiquant  la  coexistence  de  r  groupes  à  s  racines  égales. 

Dans  le  chapitre  qui  suit,  on  cherche  de  même  des  invariants 
servant  à  indiquer  l'existence  de  plusieurs  racines  égales  et  ima- 
ginaires. 

Le  travail  se  termine  par  l'application  des  résultats  généraux  à 
quelques  équations  particulières. 

AousT  (L'abbé).  —  Théorie  des  coordonnées  curvilignes  quelconques. 
(i5  p.;  fr.).  Suite  d'un  travail  précédent,  inséré  au  tome  11,  p.  89. 

Ce  Mémoire  traite  surtout  des  relations  relatives  à  la  courbure.  On 
y  donne  différentes  expressions  de  la  courbure  d'une  surface  et  plu- 
sieurs relations  entre  les  courbures  des  coiubes  faisant  partie  du  sys- 
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lème.  Ces  formules  s'appliquent  simplement  au  problème  des  sur- 
laccs  applicables  les  unes  sur  les  autres. 

RoBERTs  (Micliael).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes.  (10  p.;  fr.) 
Cette  jNote  contient  la  démonstration  d'un  théorème  général  de 

Jacobi  et  son  application  au  cas  où  le  polYUÔme  sous  le  radical  est 

du  cinquième  degré. 

Hermite.  —  Sur  r expression  des  modules  des  transcendantes  ellip- 
tiques en  fonction  du  quotient  des  deux  périodes.  (2  p.-,  l'r.) 

/'^^            tlx 
•  (i  p-i  fr.) 
- 1    (a  —  .r  )  V'  I  —  x- 

Hermite.  —  Sur  la  transcendante  E„.  (i  p.^  fr.) 
Ce  dernier  article  se  rapporte  à  l'évaluation  de  la  transcendante  de 
Bessel,  lorsque  n  est  un  grand  nombre. 

Matthiessen  (L.).  — Des  figures  d'équilibre  et  de  la  rotation  des 
anneaux  sidéraux  homogènes  sans  corps  central,  et  de  leur  changement 
par  expansion  ou  par  condensation.  (28  p.;  lat.) 

Voir  au  sujet  de  ce  Mémoire  la  Mécanique  céleste,  livre  III,  §  44?  et 
un  travail  antérieur  du  même  auteur  dans  le  Zeitschrift  fur  Mathe- 
matik  und Physik,  t.  X,  p.  09;  i86j. 

Smith.  — Mémoire  sur  quelques  problèmes  cubiques  et  biquadratiques . 
(52  p.;  fr.) 

Ce  INIémoire  très-important  a  été  couronné  par  l'Académie  de  Ber- 
lin. Ce  qui  le  distingue  surtout  des  travaux  précédents,  c'est  lé  soin 
que  l'auteur  a  pris  d'examiner  les  cas  où  quelques-uns  des  éléments 
géométriques  deviennent  imaginaires.  Dans  ce  but,  M.  Smitli  com- 
mence par  donner  une  théorie  des  couples  des  points  imaginaires 
qu'il  considère,  à  l'exemple  de  M.  Chasles,  comme  les  points  doubles 
d'une  involution  et  qu'il  appelle  des  dyades  de  points-,  il  considère 
aussi  les  dyades  de  droites  formées  de  deux  droites  imaginaires  con- 
juguées. 

Dans  la  première  partie  du  Mémoire,  on  examine  les  problèmes 
les  plus  simples,  et  l'on  montre  que,  toutes  les  fois  qu'une  construc- 
tion pourra  s'effectuer  avec  la  règle  quand  les  points  seront  réels,  il 
en  sera  de  même  quand  les  points  seront  imaginaires.  C'est  ainsi  que 
l'on  peut,  étant  donnés  quatre  couples  de  points  imaginaires  conju- 
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gués  deux  à  deux,  trouver,  par  l'emploi  seul  de  la  règle,  le  neuvième 
point  commun  à  toutes  les  cubiques  passant  par  les  huit  points  des 
quatre  couples  ou  dyades. 

Dans  la  seconde  partie  du  Mémoire,  M.  Smith  suppose  qu'une  co- 
nique ait  été  complètement  tracée,  et  il  montre  que  tous  les  pro- 
blèmes cubiques  et  biquadratiques  peuvent  se  résoudre  par  l'unique 
emploi  de  la  règle,  du  compas  et  de  cette  conique.  Il  donne  une  dé- 
monstration simple  de  cette  proposition  énoncée  par  Descartes  de  la 
manière  suivante  : 

«  Or,  quand  on  est  assuré  que  le  problème  proposé  est  solide,  soit 
que  l'équation  par  laquelle  on  le  cherche  monte  au  quarré  de  quarré, 
soit  qu'elle  ne  monte  que  jusqu'au  cube,  on  peut  toujours  en  trouver 
la  racine  par  l'une  des  trois  sections  coniques,  laquelle  que  ce  soit, 
ou  même  par  quelque  partie  de  l'une  d'elles,  tant  petite  qu'elle  puisse 
être,  en  ne  se  servant  au  reste  que  de  lignes  droites  et  de  cercles. 
Mais  je  me  contenterai  de  donner  une  règle  générale  pour  les  trouver 
toutes  par  le  moyen  d'une  parabole,  à  cause  qu'elle  en  est  en  quelqtie 
façon  la  pkis  simple.  )>  Géométrie,  livre  111  [Œuvres  de  Descartes ^ 
édition  Cousin,  t.  V,  p.  419)- 

Dans  la  troisième  partie,  l'auteur  examine  quelques  problèmes  cé- 
lèbres, le  problème  des  normales  aux  coniques  et  le  problème  sui- 
vant qui  était  plus  spécialement  proposé  par  l'Académie  : 

Étant  donnés  treize  des  points  dHntersection  de  deux  courbes  du  qua- 
trième ordre,  trouver  les  trois  autres. 

L'auteur  apprend  à  construire  linéairement  deux  courbes  du  troi- 
sième ordre ,  ayant  six  points  communs  et  passant  par  ces  trois 
points.  On  est  ainsi  conduit  au  problème  suivant  : 

Étant  donnés  six  points  communs  à  deux  courbes  du  troisième  ordre, 
déterminer  les  trois  autres  points  communs, 

dont  la  solution  a  été  donnée  par  M.  Chasles. 

L'examen  des  cas  particuliers  de  ces  différents  problèmes  est  fait 
de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  rigoureuse. 

ScHWAuz  (A.).  —  Note  sur  la  représentation  conforme  d^une  aire 
elliptique  sur  une  aire  circulaire.  (5  p.;  it.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  La  résolvante  de  V équation  du  cinquième  degré 
mise  sous  la  forme  d^un  déterminant  symétrique  à  quatre  lignes.  {  4  p.  ;  it.) 
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Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  les  singularités  ordinaires  d'une  courbe 
gauche  et  d'une  surface  développahlc  (*).  (44  P-i  ^i'-) 

Smith.  —  Appendice  au  Mémoire  sur  quelques  problèmes  cubiques  et 
biquadratiques.  [25  ^.-^  fr.) 

ScHLAEFLi  (L.). — Sur  le  développement  de  la  période  imaginaire  pour 
le  cas  où  le  module  de  la  fonction  elliptique  est  infiniment  petit.  (6p.;  it.) 

VoLPiCELLi  (P.).  —  De  la  distribution  électrique  sur  les  conducteurs 
isolés.  (20  p.;  it.) 

Le  but  de  ce  Mémoire  important  est  la  démonstration  du  théo- 
rème suivant  :  Etant  donné  un  système  de  corps  conducteurs,  conte- 
nant chacun  une  certaine  quantité  d'électricité,  la  distribution  de 
l'électricité  à  leur  surface  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 
Voir  à  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Liouville  :  Additions  à  la  Connais- 
sance des  Temps  pour  l'an  i84j;  —  Problèmes  de  Mécanique  ration- 
nelle du  P.  JuWien:,  Paris.,  i855;t.n,  p.  334-340;  —  Urbanski  (A.), 
Vortrâge  iiber  hohere  Physik;  Lemberg,  1857,  p.  1 15; —  un  Mémoire 
de  M.  G.  Belli  :  Memorie  délia  Société  italiana,  t.  XXII,  p.  1 1 1-209. 

C'est  dans  le  Mémoire  de  M.  Volpicelli  que  se  trouvent  toutes  ces 
indications. 

DiNi  (U.) .  —  Sur  un  problème  qui  se  présente  dans  la  théorie  générale 
de  la  représentation  géométrique  d'une  surface  sur  une  autre.  [20  p.;  il.) 

Dans  un  Mémoire  publié  aux  Annales  de  Tortolini,  t.  Vil,  M.  Bel- 
trami  a  démontré  que  les  seules  surfaces  susceptibles  d'être  repré- 
sentées sur  un  plan  de  telle  manière  qu'aux  lignes  géodésiqnes  cor- 
respondent les  droites  du  plan  sont  les  surfaces  à  courbure  constante 
positive,  nrdle  ou  négative.  Dans  le  travail  actuel,  M.  Dini  se  pro- 
pose d'étudier  un  problème  plus  général,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Trouver  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  être  représentées  sur  une 
autre  surface,  de  manière  qu'à  un  point  de  l'une  des  surfaces  corres- 
ponde un  seul  point  de  l'autre,  et  qu'à  toute  ligne  géodésique  de  l'une 
des  surfaces  corresponde  une  ligne  géodésique  de  l'autre. 

Cette  question  est  complètement  résolue  de  la  manière  suivante  : 

Appelons  avec  l'auteur  conique  géodésique,  respectivement  aux 
courbes  A  et  B,  une  courbe  telle  que  la  somme  ou  la  différence  des 

(*)  Voir  HnUetin,  p.  i^^fl. 
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normales  géodésîques  menées  d'un  de  ses  points  aux  deux  courbes  A 
et  B  soit  constante.  Appelons  cette  conique  une  ellipse  quand  c'est  la 
somme  des  normales  qui  est  constante,  une  hyperbole  quand  c'est  la 
diffcTcncc.  Cela  posé,  on  a  le  tliéorème  suivant  : 

Si,  sur  un  surface,  il  existe  un  double  système  de  lignes  formé 
d'ellipses  et  d'hyperboles  géodésiques  ayant  les  mômes  courbes  de 
base,  et  étant  isotliermes  en  prenant  ces  lignes  pour  lignes  coordon- 
nées u  et  V,  l'élément  linéaire  de  la  surface  se  réduira  à  la  forme 

où  u,  Ui  sont  des  fonctions  dew,  V,  Vj  des  fonctions  de  v,  et  vice 
versa.  Si  les  lignes  u  et  v  sont  orthogonales  et  isothermes,  et  qu'en 
les  prenant  pour  coordonnées,  l'élément  de  surface  prenne  la  forme 
précédente,  ces  lignes  seront  des  ellipses  et  des  hyperboles  géodési- 
ques par  rapport  à  deux  quelconques  des  courbes  représentées  par 
les  équations 

f^([]  —  /i)[},du-hfs/{h  —  y)y,di>  =  consl., 
f\/H]-/i)[],du  -f^{h~y)V,dv  =  consl., 

où  les  constantes  du  second  membre  sont  arbitraires,  et  h  est  une 
constante  telle,  que  U— ^,  h  —  V  soient  positives  pour  les  régions  de 
surface  que  l'on  considère,  et  les  paramètres  elliptiques  ou  hyperbo- 
liques de  chaque  courbe,  c'est-à-dire  la  somme  ou  la  différence  con- 
stante des  normales,  seront  respectivement 

^fs/{V  —  h)VJu  —  c  —  c',     afs/{/i  —  y)y,di>—c-\-c', 

où  c,  c'  sont  les  constantes  des  seconds  memJDres  des  courbes  de  base, 
dans  les  équations  précédentes. 

En  faisant  usage  de  la  proposition  précédente  et  d'un  théorème 
élégant  dû  à  M.  Tissot,  l'auteur  arrive  à  la  solution  complète  du  pro- 
blème proposé.  Signalons  encore  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  transformation  homographique  générale,  les  lignes  or- 
thogonales de  la  première  figure  qui  restent  orthogonales  dans  la  se- 
conde sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales  qui  se  changent 
en  ellipses  et  hyperboles  homofocales,  et  l'axe  des  foyers  imaginaires 
de  ces  coniques  est  dans  chaque  figure  la  droite  qui  correspond  aux 
points  à  l'infini  dans  l'autre.  Les  axes  des  foyers  réels  sont  les  droites 
perpendiculaires  aux  axes  précédents  qui  sont  en  même  temps  cor- 
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respondantes .  Les  foyers  réels  dans  les  figures  sont  des  points  cor- 
respondants, les  foyers  imaginaires  correspondent  aux  points  à  l'in- 
fini sur  le  cercle  dans  l'autre  figure. 

RoBERTs  (Michael).  —  Sur  tes  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde. 
(i4p.5fr.) 

Cet  article  se  rapporte  à  des  lignes  de  courbure  exceptionnelles, 
signalées  pour  la  première  fois  par  M.  Roberts,  et  dont  l'arc  ne  dé- 
pend que  des  intégrales  elliptiques. 

RiEMANN  (B.).  — Sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la 
Géométrie.  Mémoire  posthume,  publié  par  R.  Dedekind,  et  inséré 
dans  le  tome  XIII  des  Mémoires  de  la  Société  Royale  de  Gœttingue 
(1867).  Traduit  de  l'allemand  par  M.  J.  HoiieL  (18  p.;  fr.) 

Roberts  (W.).  —  Sur  une  intégrale  double  définie.  (4p*:  fi') 

Taudy  (P.).  —  Sur  quelques  théorèmes  d'' arithmétique.  (8  p.;  it.) 
Le  but  de  cette  Note  est  la  démonstration  de  cinq  théorèmes  d'Ei- 
senstein,  énoncés  au  tomeXXVII  du  Journal  de  Crelle  (p.  281),  dont 
il  n'avait  pas  été  publié  de  démonstration,  quoique  MM.Schaar  (*)  et 
Gennocchi  (**)  aient  donné  des  théorèmes  analogues. 

Voir  aussi  un  Mémoire  de  M.  Stern,  Ueber  einige  Eigenschaften  der 
FunctionKx  [Journal de €relle-Bor char dt,  t.  LIX). 


COMPTES   RENDUS   hebdomadaires   des    séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (***). 

T    LXX. 

N°  6  (****).  Séance  dn  8  août  1870. 

M.   Phillips.  —  Relation  entre  les  chaleurs  spécifiques  et  les  coeffi- 
cients de^dilatation  d'un  corps  quelconque. 

M.  d'Abbadie.  —  Sur  la  division  décimale  du  quadrant. 

(*)  Mémoire  sur  une  formule  d' Analyse  [Académie  royale  de  Belgique,  t.  XXIII). 

(**)  Note  sur  la  théorie  des  résidus  quadratiques,  t.  XXV  du  même  Recueil. 

(***)  Voir  Bulletin,  p.  201. 

(****)  Nous  n'indiquons  pas  les  séances  dans  lesquelles  on  n'a  pas  présenté'de  Mémoire 
aur  les  Mathématiques. 

Bull,  des  Scitnees  mathétn.  et  fistron.,  t.  I.  (Décembre  1870.)  25 
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N'*  7.  Séance  da  16  août  1870. 

M.  Serret,  présente  à  l'Acadéinie  le  tome  V^  des  Œuvres  de  La- 
grange.  Voici  la  liste  des  Mémoires  que  contient  ce  volume  : 

Théorie  de  la  libration  de  la  Lune  et  des  autres  phénomènes  qui  dépendent  de 
la  figure  non  sphérique  de  cette  planète. 

Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  planètes.  (Première  et  se- 
conde Partie.) 

Théorie  des  variations  périodiques  des  mouvements  des  planètes.  (Première 
Partie.) 

Sur  les  variations  séculaires  des  mouvements  moyens  des  planètes. 

Théorie  des  variations  périodiques  des  mouvements  des  planètes.  (Seconde 
Partie.) 

Sur  la  manière  de  rectifier  les  méthodes  ordinaires  d'approximation  pour  l'in- 
tégration des  équations  du  mouvement  des  planètes. 

Sur  une  méthode  nouvelle  d'approximation  et  d'interpolation. 

Sur  une  nouvelle  propriété  du  centre  de  gravité. 

Méthode  générale  pour  intégrer  les  équations  aux  différences  partielles  du  pre- 
mier ordre  lorsque  ces  différences  ne  sont  que  linéaires. 

Théorie  géométrique  du  mouvement  des  aphélies  des  planètes,  pour  servir 
d'addition  aux  Principes  de  Newton. 

Sur  la  manière  de  rectifier  deux  endroits  des  Principes  de  Newton  relatifs  à  la 
propagation  du  son  et  au  mouvement  des  ondes. 

IMémoire  sur  une  question  concernant  les  annuités. 

Mémoire  sur  l'expression  du  terme  général  d'une  série  récurrente  lorsque  l'é- 
quation génératrice  a  des  racines  égales. 

Mémoire  sur  les  sphéro'ides  elHptiques. 

Mémoire  sur  la  méthode  d'interpolation. 

Mémoire  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune. 

Mémoire  sur  une  lui  générale  d'optique. 

Rapports. 

M.  YvoN  ViLLARCEAu.  —  Divisioîi  décimale  des  angles  et  du  temps. 

P.  Secchi  présente  à  l'Académie  le  volume  qu'il  vient  de  publier, 
intitulé  le  Soleil. 

M.  DE  FoNviELLE.  —  Sw  Us  découvertes  astronomiques  des  anciens. 

N»  8.  Séance  du  22  août  1870. 

M.  MoRiN.  —  Note  sur  la  première  session  de  la  Commission  inter- 
nationale du  mètre,  tenue  à  Paris  du  8  au  i3  août  1870. 

M.  Newcomb.  — •  Sur  les  inégalités  de  la  Lune  dues  à  V action  des 
planètes. 
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N°  9.  Séance  du  29  aniît  1870. 

M.  BoussiNESQ.  —  Essai  théorique  sur  les  lois  trouvées  expérimen- 
talement par  M.  Bazin,  pour  V écoulement  uniforme  de  Veau  dans  les 
canaux  découverts. 

N°  10.  Séance  du  5  septembre  1870. 

M.  BoussijvESQ.  —  Note  complémentaire  au  Mémoire  sur  les  ondes 
liquides  périodiques.  Établissement  de  relations  générales  et  nouvelles 
entre  l'énergie  interne  d'un  corps  fluide  ou  solide,  et  ses  pressions  ou  forces 
élastiques. 

M.  Delaunay.  —  Découverte  d'une  comète  par  M.  Coggia. 

N°  11.  Séance  do  12  septembre  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  la  manière  d'observer  le  prochain  passage  de  Vénus 
par  M.  Simon  Newcomb. 

Voici  comment  s'exprime  M.  Faye  : 

«  M.  S.  Newcomb  a  bien  voulu  m'adresser,  il  y  a  quelques  jours, 
une  Notice  lue  par  lui  à  la  National  Academy  of  Sciences  (U.  S.)  sur 
le  prochain  passage  de  Vénus.  J'ai  pensé  que  l'Académie  aimerait  à 
avoir  connaissance  de  ce  travail,  qui  montre  qu'on  se  préoccupe  en 
Amérique  de  ce  grand  phénomène  tout  autant  qu'en  Europe.  M.  New- 
comb a  voulu  contrôler  sérieusement  l'opinion  qui,  dans  la  bouche 
de  Halley,  a  donné  jadis  un  si  grand  crédit  aux  passages  de  Vénus. 
Dans  son  Mémoire  sur  l'observation  du  passage  de  Mercure  à  Sainte- 
Hélène,  ce  grand  astronome  déclare  qu'il  avait  observé,  à  moins  d'une 
seconde  près,  le  contact  intérieur  de  IMercure  et  du  Soleil,  et  c'est 
sur  ce  haut  degré  de  précision  qu'il  établit  l'espoir  d'arriver,  par  les 
passages  "de  Vénus,  à  mesurer  avec  une  exactitude  extrême  la  distance 
de  la  Terre  au  Soleil. 

»  M.  Newcomb  a  pris  la  peine  de  réduire  au  centre  de  la  Terre 
toutes  les  observations  du  dernier  passage  de  Mercure  en  novembre 
1868,  et  il  en  a  formé  un  tableau  très-instructif  dont  j'extrais  les 
nombres  suivants  : 
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Contact  observé 

C 

onta( 

it  observé 

avec  déformation 

sans  de 

formation 

de  l'image. 

del 

imago. 

2,h(,ra    _       2,4 

Le  Verrier,  inst. 

1 

jh^m 

-     3,o 

Rayet. 

-h    4)0 

Stone. 

+     1,5 

Liais. 

-+-    4,7 

Dunkin. 

-+-    4,9 

André. 

-+-  11,3 

Criswick. 

+     8,3 

VillarceaH 

-t-     12,6 

Carpenter,  inst. 

-f-   11,4 

Wolf. 

+   17,3 

Buckingham. 

-1-29,6 

Duner. 
Pohl. 

»  J'ai  exclu  les  observations  où  les  bords  des  astres  sont  notés 
comme  mal  définis,  et  celles  dont  le  caractère  ne  se  range  pas  dans 
les  deux  colonnes  ci-dessus.  M.  Newcomb  a  d'ailleurs  tenu  compte 
de  l'ouverture  et  du  grossissement,  qui  a  beaucoup  varié  d'un  obser- 
vateur à  l'autre  5  il  en  conclut  qu'il  n'existe  aucune  dépendance  entre 
ces  éléments  et  l'instant  de  l'observation. 

»  Il  résulte  clairement  du  ce  tableau  que  Halley  se  faisait  C[uelque 
illusion  lorsqu'il  se  flattait  d'avoir  observé  à  i  seconde  près  l'instant 
d'un  phénomène  identique.  On  voit  aussi  que  la  même  incertitude 
existe,  soit  que  le  pliénoniène  se  présente  avec  le  caractère  géomé- 
trique de  deux  disques  en  contact,  ou  qu'il  soit  altéré  par  une  cer- 
taine déformation  des  images. 

»  M.  New^comb  conclut  de  là  que  l'observation  du  prochain  pas- 
sage de  Vénus  échouera  si  l'on  se  contente  d'observer  comme  autrefois 
les  contacts  intérieurs.  11  propose  les  mesures  photographiques.  L'A- 
cadémie verra  sans  doute  avec  intérêt  que,  plus  les  astronomes  ap- 
profondissent cette  question,  plus  ils  se  rallient  à  l'emploi  de  la  pho- 
tographie. M.  Newcomb  n'y  pressent  qu'une  difficulté,  celle  de  dé- 
terminer exactement  l'échelle  angulaire  des  images,  et  il  conseille, 
pour  cela,  aux  observateurs  l'emploi  d'appareils  parallactiques  qui 
permettraient  de  photographier  les  Pléiades  avant  et  après  l'observa- 
tion de  Vénus  (*).  Mais  il  me  semble,  et  c'est  une  suggestion  que  je 
soumets  aux  astronomes,  qu'il  existe  un  moyen  bien  plus  simple  et 
bien  plus  praticable,  moyen  que  j'ai  employé  moi-même  avec  un  plein 
succès.  Il  consiste  à  photographier  plusieurs  fois  une  même  partie  du 
disque  solaire  pendant  qu'il  passe  dans  le  champ  de  la  lunette  immo- 

(*  )  On  sait  que  ce  sont  les  astronomes  des  États-Unis  qui  sont  parvenus  les  premiers 
à  photographier  les  étoiles  et  même  des  systèmes  stellaires  tels  que  les  Pléiades. 
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bile,  et  à  enregistrer  les  instants,  à  -^  de  seconde  près,  par  le  télé- 
gi^aplie  électrique.  Les  bords  ou  plutôt  les  petites  taches  du  Soleil 
fournissent,  sur  ces  images,  des  points  de  repère  parfaits  pour  déter- 
miner la  valeur  angulaire  des  parties  de  l'image.  Le  môme  procédé 
permettra  d'étudier  complètement  les  déformations  dues  au  système 
optique  dans  toutes  les  directions,  car  il  suffit  de  prendre  d'autres 
empreintes  d'une  nouvelle  série  de  positions  du  Soleil,  après  avoir 
fait  tourner  la  lunette  autour  de  son  axe  d'un  angle  de  go  degrés,  par 
exemple. 

»  Ce  dernier  procédé,  qui  n'a  été  appliqué  jusqu'ici  qu'à  l'occa- 
sion de  l'éclipsé  de  i858,  dans  les  ateliers  de  M.  Porro,  me  semble 
préférable,  pour  l'étude  du  système  optique,  à  celui  qu'on  a  adopté 
dans  le  même  but  à  l'Observatoire  de  Kew,  dont  les  astronomes  ont 
poussé  si  loin  l'étude  photographique  des  taches  du  Soleil.  A  Kew 
on  s'est  contenté,  si  je  ne  me  trompe,  de  photographier  une  grande 
règle  divisée  placée  à  une  certaine  distance,  ou  un  dôme  éloigné  dont 
les  dimensions  étaient  exactement  connues.  » 

N<»  13.  Séance  du  26  septembre  1870. 

M.  Chapelas.  —  Auro7'e  boréale  du  24  septembre  1870. 

N°  U.  Séance  dn  3  octobre  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  Vaffùt  de  l'amiral  Labrousse. 

M.  BiENAYMÉ.  —  Traduction  de  deux  passages  de  Slohèe  inexpliqués 
jusqu'ici. 

N°  15.  Séance  dn  10  octobre  1870. 

M.  Dl'puy  de  Lôme  donne  lecture  d'une  ISote  sur  un  projet 
d'aérostat  dirigé,  Note  dont  l'impression  sera  réunie  à  celle  d'une 
Communication  qui  doit  la  compléter. 

I\°  16.  Séance  du  17  octobre  1870. 

M.  DcpuY  DE  Lôme.  —  Projet  d'aérostat  dirigé.,  muni  d'un  propul- 
seur. 

N°  17.  Séance  dn  24  octobre  1870. 

M.  DupUY  DE  Lôme  donne  quelques  développements  complémen- 
taires sur  la  construction  de  son  aérostat. 
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M.  MoRiw  communique  à  l'Académie  une  pièce  manuscrite  attri- 
buée à  Monge,  et  relative  au  système  aérostatique  de  Meusnier. 

M.  Janssek.  —  Sur  f  éclipse  totale  du  22  décembre  prochain . 

N°  18.  Séance  du  31  octobre  1870- 

M.  DuptJY  DE  LÔME.  —  Deuxième  et  troisième  Notes  sur  les  aérostats 
dirigés,  faisant  suite  à  la  Communication  du  10  octobre. 

M,  Meusnier. —  Mémoire  sur  l'équilibre  des  machines  aérostatiques ^ 
sur  les  différents  moyens  de  les  faire  descendre  ou  monter,  et  spécialement 
sur  celui  d'exécuter  ces  manœuvres  sans  jeter  de  lest  et  sans  perdre  d'air 
inflammable^,  en  ménageant  dans  le  ballon  une  capacité  particulière  des- 
tinée à  contenir  de  l'air  atmosphérique. 

Ce  Rapport,  ou  projet  de  Rapport,  écrit  entièrement  de  la  main  de 
Monge,  mais  non  signé,  a  été  trouvé  dans  les  archives  du  Conserva- 
toire des  Arts  et  Métiers.  Cette  pièce  est  celle  dont  il  a  été  fait  men- 
tion dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  24  octobre,  p.  529. 

M.  S.  Lie.  —  Sur  une  transformation  géométrique. 
Dans  cette  importante  Note,  se  trouve  énoncé  un  théorème  capital, 
dont  les  conséquences  seront  très-noml:)reuses,  il  faut  l'espérer  : 

Toutes  les  fois  qu'on  connaît  les  lignes  de  courbure  d'une  surface,  on 
peut  en  déduire  les  lignes  asymptotiques  d'une  autre  surface. 

Par  exemple,  on  sait  trouver  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du 
quatrième  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne  douille,  on  dé- 
duit de  là  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  des  ondes,  et  en  général 
de  la  surface  de  Kummer.  Nous  reviendrons  sur  ces  propositions  et  sur 
d'autres  analogues  dues  à  M.  Klein  dans  un  article  spécial. 

M.  Hachette.  —  Sur  les  circonstances  qui  ont  pu  amener  Monge  à 
s'occuper  des  questions  relatives  aux  aérostats. 

M.  Chapelas.  —  Aurores  boréales  des  24  et  20  octobre. 

M.  Salicis.  —  Aurore  boréale  du  24  octobre. 

M.  A.  Gt'iLLEMiK.  —  Aurores  boréales  des  24  et  25  octobre. 

M.  Chasles  présente  à  l'Académie  différents  opuscules  mathéma- 
tiques. 
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N**  19.  Séance  du  7  novembre  1870. 
M.  Faye.  —  Sur  la  déviation  des  projectiles  à  ailettes. 

N°  22.  Séance  du  28  noTembre.1870. 

M.  Y  VON  ViLLARCEAu.  —  Notc  sur  les  conditions  des  petites  oscilla- 
tions d'un  corps  solide  de  figure  quelconque,  et  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires. 

N"  24.  Séance  du  12  décembre  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  l'expédition  de  M.  Janssen. 

M.  J.  MouTiER.  —  Sur  la  formule  de  la  vitesse  du  son. 

N°  25.  Séance  du  19  décembre  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  Vart  de  pointer  et  ses  conditions  physiologiques. 

N°  26.  Séance  du  26  décembre  1870. 

M.  J.  MouTiEu.  —  Recherches  sur  Vétat  solide. 

M.  Flammarion.  —  Éclipse  de  soleil  du  ii  décembre  1870.  Mesure 
de  la  variation  de  la  lumière  (*). 


MÉLANGES. 


fiOTE  SIJR  UJi  MÉMOIRE  DE  M.  DIM  (**). 

Dans  ce  Mémoire,  inséré  aux  Annali  di  Matematica,  M.  Dini  a  été 
amené  à  étudier  les  figures  homograpliiques  dans  le  plan,  et  il  énonce 
la  proposition  suivante  : 

Étant  données  deux  figures  homo graphiques  dans  le  plan,  les  seules 
lignes  orthogonales  de  la  première  figure  qui  restent  orthogonales  dans  la 

(*)  Il  importe  de  ne  pas  perdre  de  vue  que  nous  n'avons  à  rendre  compte  que  des 
travaux  se  rapportant  aux  Mathématiques.  L'activité  de  l'Académie  s'est  portée  pendant 
le  siège  de  Paris  sur  des  travaux  intéressant  particulièrement  la  défense.  On  pourra 
consulter  à  ce  sujet  un  ouvrage  de  M.  Grimaud  de  Caux  :  L'académie  des  Sciences  pen- 
dant le  siège  de  Paris. 

{**)  \ oit  Bulletin,  p.  3-,6. 
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seconde  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales  qui  se  chaïujent  eu 
hyperboles  et  en  ellipses  homofocales. 

La  lecture  de  ce  théorème  nous  a  amené  à  penser  qu'il  peut 
s'étendre  à  l'espace.  Voici  en  effet  la  proposition  analogue. 

Considéi'ons  dans  l'espace  deux  figures  homograpliiques,  et  soient 
A  et  B  les  deux  coniques  qui  correspondent  au  cercle  de  l'infini  C 
considéré  comme  appartenant  successivement  à  chacune  des  figures. 
Il  est  évident  que  la  développable  (A,  C)  circonscrite  à  A  et  à  C  cor- 
respondra à  la  développable  (C,  B)  circonscrite  à  C  et  à  B.  Par  suite, 
au  système  des  surfaces  homofocales  ayant  A  pour  focale,  corres- 
pondra le  système  des  surfaces  du  môme  ordre  ayant  pour  focale  B. 
11  est,  du  reste,  facile  de  faire  voir  que  le  système  triple  orthogonal 
ainsi  formé  est  le  seul  qui  reste  orthogonal  après  la  transformation. 
En  effet,  si  l'on  se  propose  de  déterminer  trois  directions  passant 
par  un  point,  telles  que  les  trois  directions  correspondantes  soient 
perpendiculaires,  on  trouve  que  le  problème  n'a  qu'une  seule  solu- 
tion. Mais  il  n'en  est  pas  de  même  si  l'on  considère  seulement  deux 
systèmes  orthogonaux  :  dans  ce  cas,  la  solution  dépend  de  la  résolu- 
lion  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  nous 
pourrons  revenir  sur  ce  problème  dans  une  autre  occasion,  pour  eji 
dire  quelques  mots.  G.  D. 


NOTICE  SUR  LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  DE  N.-I.  LOBATCUEFSKY. 

Troisième  article. 
TRAVAUX  GÉOMÉTRIQUES  DE  LOBATCHEFSKY . 

M.  lanicliefsky,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de 
Kazan,  publie  en  ce  moment  une  nouvelle  édition  des  Œuvres  géomé- 
iriques  de  N.-I.  Lobatchefsky  (FeoMeTpHiecRiH  coiiHHenii!  H.  M.  Ao~ 
GaqeBCKaro,  Kazan,  gr.  in-4°).  Cinquante-trois  feuilles  de  ce  volume 
ont  déjà  paru.  Elles  contiennent  les  Mémoires  désignés  dans  notre 
précédent  article  (*)  sous  les  n°^  2,  9,  11  et  12,  rangés  par  ordre 
chronologique.  Pour  donner  une  idée  de  cet  ensemble  de  recherches, 
nous  suivrons  de  préférence  l'ordre  naturel  des  matières. 

*■)  \'oir  BuHetin,  p.  02 '|. 
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Le  nom  de  Lobatchefsky  est  connu  surtout,  jusqu'à  présent,  par 
ses  découvertes  relatives  à  la  théorie  des  parallèles.  Il  s'en  faut  de 
beaucoup  cependant  que  les  services  rendus  par  lui  à  la  science 
soient  limités  à  cette  question  spéciale.  On  lui  doit  un  Traité  complet 
sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  où  il  a  présenté  sous  une  forme 
neuve  et  originale  les  principes  essentiels  de  la  science  de  l'espace.  • 

Ces  principes,  connus  depuis  plus  de  vingt  siècles,  ont  été,  par 
malheur,  acceptés  trop  tôt  comme  évidents  et  immuables.  L'expo- 
sition qu'en  a  donnée  Euclide  a  paru  tellement  satisfaisante,  qu'on 
ne  s'est  pas  occupé  de  savoir  s'il  n'existait  pas  d'autres  manières  plus 
rationnelles  de  coordonner  les  vérités  géométriques,  et  les  esprits 
éminents,  quand  ils  ont  traité  la  question,  l'ont  plutôt  considérée  au 
point  de  vue  métaphysique  qu'au  point  de  vue  mathématique. 

Cependant  les  travaux  de  Gauss,  de  Lobatchefsky,  de  J.  Bolyai, 
de  Riemann,  de  Hclmholtz,  et  d'autres  grands  géomètres  ont  mis 
hors  de  doute  qu'il  reste  quelque  chose  à  faire  sur  ce  sujet.  Lors 
même  qu'on  ne  serait  pas  encore  parvenu  au  but  désiré,  lors  même 
qu'on  n'aurait  pas  encore  découvert  la  méthode  la  plus  scientifique 
et,  par  suite,  la  plus  simple  pour  organiser  l'enchainement  des  vé- 
rités de  la  Géométrie,  ou  ne  devrait  pas  moins  une  vive  reconnais- 
sance à  ces  novateurs  qui  ont  remué  des  idées  et  fait  sortir  cette  ques- 
tion de  l'état  de  stagnation  où  elle  était  restée  pendant  deux  mille 
ans.  Si  à  cette  heure  la  solution  n'est  pas  encore  complète,  on  en 
possède  du  moins  presque  tous  les  éléments.  La  mise  en  œuvre  des 
matériaux  acquis  serait  une  tâche  bien  digne  de  tenter  l'ambition 
d'un  géomètre  habile,  et  l'utilité  d'un  livre  fondé  sur  des  bases  vrai- 
ment rationnelles  serait  immense  pour  l'enseignement  élémentaire, 
qui  se  trouverait  ainsi  délivré  de  tant  de  Traités  reposant  sur  des 
conceptions  fausses. 

Nous  allons  essayer  d'indiquer  les  principales  modifications  à  la 
méthode  ordinaire,  proposées  par  Lobatchefsky  dans  son  grand  tra- 
vail intitulé  :  HoBbia  Haqa.,ia  reoMCTpiii,  ctj  no-iHofi  Tcopien  napaji- 
aeJibHBixT)  (*),  et  publié,  comme  nous  l'avons  dit  dans  un  article 
précédent  (**)  dans  les  Mémoires  de  l'Université  de  Kazan  pour  les 


(*)  Nouveaux  principes  de  Géométrie,  avec  une  Théorie  complète  des  parallèles,  en 
six  articles,  comprenant  ^70  pages  in-8^. 

(**)  Bulletin  da  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  ;   1870,  p.  324- 
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années  i83o-i838.  Lobatchefsky  n'emploie  dans  ce  travail  que  les 
procédés  habituels  de  la  Géométrie  élémentaire.  Il  clierclie  à  réduire 
les  axiomes  au  moindre  nombre  possible,  et  à  faire  ressortir  le  rôle 
que  chacun  d'eux  joue  séparément  dans  l'ensemble  de  la  théorie. 

L'ouvrage,  divisé  en  treize  Chapitres,  est  précédé  d'une  Intro- 
duction (3o  pages),  dans  laquelle  l'auteur  discute  les  démonstrations 
du  principe  des  parallèles,  données  par  Legendre  et  par  Bertrand 
(de  Genève),  et  en  démontre  rigoureusement  l'insuffisance.  Nous 
reviendrons  sur  cette  question ,  lorsque  nous  aurons  vu  ce  que  de- 
vient la  Trigonométrie  plane,  tant  qu'on  n'a  pas  encore  prononcé 
sur  la  question  de  l'axiome  XI  d'Euclidc. 

Le  Chapitre  P""  (i6  pages),  intitulé  :  Premières  notions  de  Géo- 
métrie, traite  des  diverses  manières  dont  un  corps  peut  être  divisé, 
et  contient  les  définitions  des  surfaces,  des  lignes  et  des  points,  Lo- 
batchefsky établit  ces  définitions  de  la  manière  même  dont  on  y  a 
été  conduit  par  l'expérience.  On  parvient,  par  exemple,  à  l'idée  de 
surface  en  amincissant  indéfiniment  un  corps  dans  le  voisinage  de 
sa  limite .  et  les  propriétés  des  surfaces  sont  celles  vers  lesquelles 
convergent  les  propriétés  d'un  tel  corps  infiniment  mince. 

L'objet  du  Chapitre  II  (26  pages)  est  la  démonstration  de  l'exis- 
tence du  plan  et  de  la  ligne  droite,  en  partant  d'un  axiome  unique  : 
l'existence  de  la  sphère. 

Jusqu'à  présent  on  avait  admis  comme  première  hypothèse  de  la 
Géométrie  l'existence  d'une  suite  continue  de  points,  qui  restent 
immobiles,  lorsqu'un  système  solide  dont  ils  font  partie  tourne  au- 
tour de  deux  de  ces  points,  supposés  fixes  5  et  l'ensemble  de  tous  ces 
points  immobiles  forme  une  ligne,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  et 
que  l'on  appelle  ligne  droite. 

De  la  notion  de  la  ligne  droite  on  peut  déduire  celle  du  plan,  lieu 
des  positions  d'une  droite  mobile  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes 
partant  d'un  même  point  (*). 

Mais  la  constatation  expérimentale  de  l'immobilité  de  certains 
points  d'un  système  rigide  ne  peut  se  faire  cj^u'au  moyen  de  mesures 
approximatives,  et  l'on  ne  peut  jamais  vérifier  l'hypothèse  en  toute 
rigueur.  A  cette  hypothèse,  qui  repose  seulement  sur  une  induction. 


(*)  ^ojez   une  Note  de  M.   Valeriani  {Giornalc  di  Matematiche ,    t.   VII,    décem- 
bre 1869). 
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Lobalchefsky  et  J.  Bolyai  (*)  ont  voulu  en  substituer  une  autre, 
n'empruntant  à  l'expérience  que  des  relations  de  situation,  toujours 
exactement  vérifiables. 

Etant  admise  la  notion  indéfinissable  de  la  solidité,  la  distance  de 
deux  points  A,  B  est  dite  égale  à  celle  de  deux  autres  points  A',  B', 
si  l'on  peut  faire  coïncider  successivement  les  deux  mêmes  points 
d'un  système  solide  d'abord  avec  A  et  B,  puis  avec  A'  et  B'. 

La  sphère  est  le  lieu  des  points  équidistants  d'un  point  fixe.  C'est 
une  surface  simple  et  complètement  fermée. 

D'un  centre  donné  on  peut  toujours  décrire  une  sphère,  et  une 
seule,  qui  passe  par  un  point  donné. 

Une  sphère  ne  peut  avoir  qu'un  seul  centre. 

Si,  de  deux  centres  fixes  et  avec  une  distance  convenable,  on  dé- 
crit deux  sphères  égales,  l'intersection  de  ces  sphères  est  un  cercle, 
ayant  lés  deux  centres  fixes  pour  pôles. 

Le  lieu  des  cercles  décrits  des  mêmes  pôles  est  une  surface  indé- 
finie, superposable  à  elle-même  par  retournement,  et  que  l'on  ap- 
pelle plan. 

Si  l'on  fait  tourner  un  plan  autour  de  deux  de  ses  points,  suppo- 
sés fixes,  il  y  a  un  ensemble  de  points  qui  restent  immobiles  (ou  du 
moins  qui  reviennent  sur  eux-mêmes  au  bout  d'une  demi-i'évolu- 
tion)  ^  ces  points  forment  une  ligne  indéfinie  dans  les  deux  sens,  que 
l'on  appelle  la  ligne  droite. 

Deux  droites  qui  ont  deux  points  communs  se  confondent. 

Une  droite  qui  a  deux  points  dans  un  plan  y  est  située  entière- 
ment. 

Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs  non  en  ligne  droite  se 
confondent. 

On  établit  ensuite  les  propriétés  fondamentales  de  la  sphère,  du 
cercle,  du  plan,  de  la  ligne  droite,  les  caractères  des  positions  rela- 
tives de  deux  sphères  ou  de  deux  cercles,  etc. 

Si  cet  enchaînement  de  propositions  pouvait  s'établir  d'une  ma- 
nière à  la  fois  simple  et  rigoureuse,  il  n'est  pas  douteux  que  les  prin- 
cipes de  la  Géométrie  n'eussent  ainsi  acquis  une  base  plus  solide  et 
plus  indépendante  des  erreurs  de  l'expérimentation.  Cette  méthode 

(*)  Kurzer  Grundriss  eines  Fersuchs  u.  s.  w.  Maros  Vâsârhely,  l85i. 
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conduirait  en  même  temps  plus  directement  à  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  figures  formées  par  des  droites  ou  par  des  plans. 

Il  nous  semble  malheureusement  que  les  déductions  de  Loba- 
tcliefsky  et  de  J .  Bolyai  sont  mêlées  de  suppositions  cpii  nécessitent 
de  nouveaux  appels  à  l'expérience,  et  que,  tout  au  plus,  leur  raison- 
nement démontre  l'existence  de  la  ligne  droite  dans  le  plan,  mais 
non  celle  de  la  ligne  droite  dans  V espace  (*).  Nous  laissons  de  côté  la 
question  de  simplicité  qui  est  d'un  intérêt  secondaire  tant  qu'il  ne 
s'agit  pas  d'une  application  à  l'enseignement  élémentaire. 

Il  ne  faut  pas  toutefois  renoncer  à  l'idée  de  voir  un  jour  les  fonde- 
ments de  la  Géométrie  établis  sur  cette  base  d'une  manière  pleine- 
ment rigoureuse.  Des  tentatives  récentes,  encore  inédites,  dues  à  un 
géomètre  qui  a  profondément  étudié  la  question,  nous  font  espérer 
une  prochaine  solution  des  difficultés  qui  restent  encore  à  vaincre. 

J.H. 
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